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The natural numbersالأعداد الطبیعیة.1
وكل نظام عددي ھو مجموعة من الرموز تستعمل وفق .العدد مفھوم مجرد وأفضل وسیلة للتعبیر عنھ ھي استعمال الرموز

,0,1,2}ة من الأعداد ، فمجموعة الأعداد قواعد معینة لتمثل مجموع } تلك الأعداد التي تستعمل للعد ، والعد ھو إحصاء ھي
.الأشیاء

، وان اكتشافھ إحدى یعتبر العدد الطبیعي  أول مفھوم ریاضي اوجدة الفكر البشري بسبب حاجتھ لتعداد الأشیاء المحیطة بھ
وقد سمیت المجموعة "  كم ؟ " الغرض الرئیسي من ھذا الاكتشاف ھو الإجابة على السؤال وكان . عبقریات العقل البشري

,1,2,3}وھي )The set of counting numbers(التي توفر الإجابة على ھذا السؤال بمجموعة العد } . ومما تجدر
"  كم ؟ " أعداد العد مع انھ لازم أیضا للإجابة عن السؤال الإشارة إلیھ ان الصفر لم یكتشف الا بعد قرون عدة من اكتشاف 

.)The set of natural numbers(العد والصفر اسم مجموعة الأعداد الطبیعیة أعدادوقد أطلق على المجوعة المؤلفة من 
The set of(بعض الكتب تستخدم مصطلح مجموعة الأعداد الصحیحة الموجبةنرى تجنا للالتباس  positive integer

numbers  ( بدلا من مصطلح مجموعة العد وكذلك مصطلح  مجموعة الأعداد الصحیحة غیر السالبة)The set of non
negative integer numbers ( بدلا من مجموعة الأعداد الطبیعیة

Construction ofالأعداد الطبیعیةإنشاء 1.1 Natural Numbers
ن الإنسان  یمكن القولاھالا ان. في مقدمة قصیرةد الطبیعیة مرة بمراحل طویلة جدا یصعب حصرھاان تطور مجموعة الأعدا

وفي الواقع ان إنشاء الأعداد الطبیعیة . استخدم ھذه الأعداد لفترة طویلة من تاریخھ دون ان تبنى على أساس منطقي واضح 
.Gبیانوعندما وضع الریاضي الایطالي1899كنظام لم یأت الا في عام  Peano)1858-1932 عددا من الفرضیات ، ) م

.سمیت فیما بعد باسمھ، ویمكن استنتاج الخواص المعروفة الأعداد الطبیعیة منھا
)1.1.1(تعریف

0لیكن   حیثة محتویة بالضبط على عنصر واحد ، ھي المجموعة الخالیة ،ولكي نعرف العدد واحد ، نثبت مجموع
1وعلیھ نعرف  {0} 2، وبالمثل نعرف {0,1}،3 {0,1, 2} ،4 {0,1, 2,3} وھكذا .

0نلاحظ ان  , 1 { }, 2 { ,{ }}, 3 { ,{ },{ ,{ }}}, 4 { ,{ },{ ,{ }},{ ,{ },{ ,{ }}}}                   

)2.1.1(تعریف
}مجموعة ،المجوعة Aلتكن  }A Aتسمى  تابع)Successor ( المجوعةA و یرمز لھا بالرمزA  أي ان ،

{ }A A A  
Aنلاحظ ان  A  وكذلكA A 

)3.1.1(مثال
}إذا كانت  , }A a b فان ،{ } { , ,{ , }}A A A a b a b   

)4.1.1(مثال
0 0 {0} {0} {0} 1, 1 1 {1} {0} {1} {0,1} 2, 2 2 {2} {0,1} {2} {0,1,2} 3                   

3وھكذا  4, 4 5,   
)5.1.1(مثال

5ما ھو العدد الطبیعي 
: الحل 

5 {0,1,2,3,4}
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ھل یوجد شي ممكن تسمیتھ مجموعة الأعداد الطبیعیة ؟ ان الطریقة التي ذكرناھا سابقا لا نستطیع : السؤال الذي یطرح ھنا
,0,1,2بواسطتھا تكوین مجموعة كل الأعداد الطبیعیة حیث یمكن فقط تكوین الأعداد  , n. لذا لا نستطیع ان نتكلم عن

.عداد الطبیعیة مجموعة كل الأ
)6.1.1(تعریف

إذا تحقق الشرطین التالیین ) Successor set(یقال ان مجموعة تابعیة . مجموعة ما Aلتكن 
)1 (A)2 ( إذا كانx A فانx A 

ملاحظة 
,0,1,2مجموعة تابعیة تحتوي على كل , , ,n n   والسبب ھو
2لان 1 1 0 0A A A A          0,1,2}وھكذا, , , , }n n A  

وعلیھ نقدم البدیھیة المھمة التالیة 
Axiom of Infinityبدیھیة المالانھایة

توجد مجموعة تابعیة
:یعیة نحتاج إلى المبرھنة الآتیة لغرض تعریف مجموعة الأعداد الطب

)7.1.1(مبرھنة 
عائلة كل المجموعات التابعیة مجموعة غیر خالیة ) 1(
.تقاطع أیة عائلة غیر خالیة من المجموعات التابعیة تكون أیضا مجموعة تابعیة) 2(

: البرھان 
مباشرة من بدیھیة المالانھایة ) 1(
}لتكن ) 2( }A  عائلة غیر خالیة من المجموعات التابعیة

A  لكلA





    ، لیكنx A x A 


   لكل

x A
   لكلx A







  وعلیھA

مجموعة تابعیة.

)8.1.1(تعریف
یسمى عددا وكل عنصر موجود فيتقاطع كل المجموعات التابعیة یسمى مجموعة الأعداد الطبیعیة ویرمز لھا بالرمز 

.وعلیھ مجموعة الأعداد الطبیعیة ھي اصغر مجموعة تابعیة. طبیعیا 
)9.1.1(تعریف

: إذا تحقق الشرط الأتي )Transitive(بأنھا متعدیة Aیقال عن المجموعة 
xإذا كان  A فان ،x A

)10.1.1(مثال
}المجموعة ) 1( , }A a b لیست متعدیة لانa A ولكنa A
3مجموعة متعدیة لان  3العدد الطبیعي ) 2( { ,{ },{ ,{ }}}   

3 3   كذلك  ، و{ } 3 { } 3    3لان
{ ,{ }} 3 { ,{ }} 3      3لان وكذلك{ } 3 

0xالصفر مجموعة متعدیة لأنھ  لو فرضنا الصفر لیست متعدیة ، فانھ یوجد )3(  0بحیث انx وھذا غیر ممكن لان
0  0، أي لایوجدx وعلیھ الصفر مجموعة متعدیة.
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خواص الأعداد الطبیعیة تبین المبرھنة التالیة 
)12.1.1(مبرھنة

مایلي تحقق مجموعة الأعداد الطبیعیة 
)1 (0)2 (إذا كانn  فان ،n  )3 ( لكلn  ،0n  
Xتابعیة فان Xكانت ومجموعة جزئیة من Xإذا كانت ) 4(  .
كل عدد طبیعي یكون مجموعة متعدیة) 5(
n,إذا كان ) 6( m  بحیث انn m  فانn m

: البرھان
لأنھا مجموعة تابعیة مباشرة من تعریف ) 2(، )1(
nلیكن ) 3( 

}بما ان  }n n n n n n        ، 0بما ان 0n    
Xمجموعة تابعیة Xوعات التابعیة وان ھي تقاطع كل المجمبما ان )4(

Xولكن    بالفرضX  
}مجموعة متعدیة n{لیكن ) 5( :X n X   . یجب ان نبرھنX  

0بما ان الصفر مجموعة متعدیة    X 
nلیكن  X یجب ان نبرھنn X  أي نبرھن ،n  مجموعة متعدیة
xلیكن  n  بما ان ،{ }x n n n n    أوx n

xإذا كان  n بما ان ،n لان (مجموعة متعدیةn X(x n  ولكنx n n n   
xكان إذاأما n بما ان ،x n n n    وفي كلا الحالتینn X x n   

X، نحصل على ) 4(باستخدام الخاصیة   
n,لیكن ) 6( m  بحیث انn m 

nبما ان  n  وانn m n m   ، ولكن{ }m m m   أماn m أوn m

nإذا كان  m ینتھي البرھان ، أما إذا كانn mنحصل على )5(خاصیة ، باستخدام ال ،n m
mوباستخدام نفس الأسلوب ، نحصل على  n وعلیھn m

Peanos Axiomsو یات بیانبدیھ
بیانو للأعداد الطبیعیة  ھي  ) فرضیات(ان بدیھیات 

)1 (0)2 (إذا كانn  فان ،n  )3 ( لكلn  ،0n  
Xتابعیة فان Xكانت ومجموعة جزئیة من Xإذا كانت ) 4(  .
n,إذا كان ) 5( m  بحیث انn m  فانn m

ملاحظة 
) The Principle of Mathematical Induction(تسمى مبدأ الاستقراء الریاضي ) 4(اصیة الخ
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Arithmetic of the Natural Numbersالأعداد الطبیعیة حساب2.1
لغرض تعریف عملیتي  جمع وصرب الأعداد الطبیعیة  نحتاج إلى مبرھنة التكرار

)1.2.1(مبرھنة
f:، ولتكن Xعنصرا في المجموعة aلیكن  X X دالة، فانھ توجد دالة وحیدة: X  بحیث ان

)1 ((0) a )2 (( ) ( ( ))n f n   لكلn 
: البرھان

}لتكن : (0, ) ( , ) ( , ( )) }A X a A n x A n f x A       
لانX   وعلیھ نعرف

A

A


 


واضح ان .  

:نبرھن : الآن  X  دالة
)إذا كان : ن  على ان یجب ان نبرھ) 1( , )n x و( , )n y  فانx y

}لتكن  : ( , ) ( , ) }S n n x n y x y       
0یجب ان نبرھن) ا( S .0نفرض ان : سنبرھن بطریقة التناقض S 0)فان, )b  حیث انb a

,0)}لیكن  )}b     وھذا تناقض لان اصغر مجموعة في 0وعلیھ S.
nلیكن ) ب( S یجب ان نبرھنn S  .

nبما ان  S یوجد عنصر وحیدx X بحیث ان( , )n x  فان( , ( ))n f x  
nنفرض ان  : سنبرھن بطریقة التناقض  S 

nبما ان  S  فان( , )n y   حیث ان( )y f x
,0)لتكن  ) {( , )}a n y       0لانn  
)كذلك  , ( )) ( , )n f t n t    

   وھذا تناقض لان اصغر مجموعة فيn S  
Sوعلیھ   ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(

dom: لى ان یجب ان نبرھن  ع) 2(   
0) ا( dom  0)لان, )a 
nلیكن ) ب( dom  یجب ان نبرھنn dom   .

nبما ان  dom  عنصر وحید یوجدx X بحیث ان( , )n x  فان( , ( ))n f x   أي ان ،n dom  
domوعلیھ    

: X   واجب(دالة ، بقي ان نبرھن على ان ھذه الدالة وحیدة(
مع الأعداد الطبیعیة ج

وذلك بان نقابل بین كل زوج مرتب ) (ان أول عملیة نجریھا على الأعداد الطبیعیة ھي عملیة الجمع ونرمز لھا بالرمز 
( , )n m من الأعداد الطبیعیة وعدد طبیعي أخر نرمز لھ بالرمزn mباستخدام مبرھنة ، ونسمیھ مجموع ھذین العددین

nالتكرار ، نحصل على لكل   نوجد دالة وحیدة ،:n  بحیث ان
)1  ((0)n n )2 (( ) ( ( ))n nm m   لكلm 

f:لان لو عرفنا الدالة (   معرفة بالصیغة( )f m m  لكلm  لحصلنا على( ) ( ( )) ( ( ))n n nm f m m    (
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):   الآن نعرف  جمع الأعداد الطبیعیة كما یلي  )nn m m  لكل,n m  ومن ھذا التعریف نحصل على الخاصیتین
0n) 1(التالیتین    n  لكلn )2 (( )n m n m    لكل,n m 
nالثانیة انھ إذا كان الخاصیةتعني الأولى تعني ان الصفر عنصر محاید أیمن لعملیة الجمع كماالخاصیة m معرفا فان

nالمجموع   m عدد الذي یلي العدد لیعرف بأنھ اn m وذلك مھما كان العددان,n m .  بعبارة أخرى لكل عنصرین
nm, في یوجد عنصر وحیدn m في العنصرین جمع یسمى حاصلnm,أعلاه ) 2(،)1(بدیھیتین ویحقق ال.

)2.2.1(مثال
)1 (2 1 2 0 (2 0) 2 3        
)2 (3 2 3 1 (3 1) (3 0 ) ((3 0) ) (3 ) 4 5                   

خواص جمع الأعداد الطبیعیة )3.2.1(مبرھنة
n ،1nلكل عدد طبیعي ) 1( n  
)2(( ) ( )n m k n m k     لكل, ,n m k الخاصیة التجمیعیة
)3(0 n n  لكلn 
)4(n m m n  لكل,n m  الخاصیة الابدالیة

: البرھان
}لیكن ) 1( : 1 }X n n n   X  

0) ا( X 0لان 1 1 0   
nلیكن )  ب( X . یجب ان نبرھنn X 

1nبما ان  n n X    
( ) (1 ) 1n X n n n          X  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(

}لیكن )  2( : ( ) ( ) }nmX k n m k n m k      nmX  
0) ا( nmX  لان( 0) , ( ) 0n m n m n m n m       

nmkلیكن ) ب( X. یجب ان نبرھنnmk X 

)بما ان  ) ( ) nmn m k n m k k X      

( ) ( ) (( ) ) ( ( )) ( ) ( )n m k n m k n m k n m k n m k n m k                     

nm nmX k X   مجموعة تابعیةnmX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
}لیكن ) 3( : 0 }X n n n   X  

0) ا( X 0لان 0 0 
nلیكن ) ب( X . یجب ان نبرھنn X 

0بما ان  n n n X   
0 (0 )n X n n n         

X  مجموعة تابعیةX  ) 11.12.1ةفي المبرھن4حسب الخاصیة(
}لیكن )  4( : }nX m n m m n    nX  
0) ا( nX  0لان , 0n n n n   

nmلیكن ) ب( X. یجب ان نبرھنnm X 
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nnبما ان  m m n m X    

( ) ( ) 1 ( ) (1 )n m n m m n m n m n m n               

n nX m X   مجموعة تابعیةnX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
ضرب الإعداد الطبیعیة 

وذلك بان نقابل بین كل زوج ) (ان العملیة الثانیة التي نجریھا على الأعداد الطبیعیة ھي عملیة الضرب ونرمز لھا بالرمز 
)مرتب  , )n m من الأعداد الطبیعیة وعدد طبیعي أخر نرمز لھ بالرمزn m ،باستخدام ونسمیھ ضرب  ھذین العددین

nمبرھنة التكرار ، نحصل على لكل   ، نوجد دالة وحیدة:n  بحیث ان
)1   ((0) 0n )2 (( ) ( )n nm m n    لكلm 

f:لان لو عرفنا الدالة   معرفة بالصیغة( )f m m n  لكلm  لحصلنا على
( ) ( ( )) ( )n n nm f m m n     

):   الآن نعرف  ضرب الأعداد الطبیعیة كما یلي  )nn m m  لكل,n m   ومن ھذا التعریف نحصل على الخاصیتین
0) 1(التالیتین 0n  لكلn )2 (n m n m n    لكل,n m 

nیوجد عنصر وحید في ,nmبعبارة أخرى لكل عنصرین   m فيضرب العنصرین یسمى حاصلnm,
.أعلاه ) 2(،)1(بدیھیتین ویحقق ال

)4.2.1(مثال
)1 (2 1 2 0 2 0 2 0 2 2        
)2 (3 2 3 1 3 1 3 3 0 3 (3 0 3) 3 (0 3) 3 3 3 6                   

3لان  3 3 2 (3 2) (3 1 ) ((3 1) ) ((3 0 ) ) (((3 0) ) ) ((3 ) ) (4 ) 5 6                                 

خواص ضرب الأعداد الطبیعیة)5.2.1(مبرھنة 
)1(0 0n  لكلn )2 (1 n n  لكلn .
) ا) (3( n m k n m n k      لكل, ,n m k )ب ( m k n m n k n      لكل, ,n m k 
)4(   n m k n m k     لكل, ,n m k .)5 (n m m n   لكل,n m .

:البرھان 
}لیكن ) 1( : 0 0}X n n   X  
0) ا( X 0لان 0 0 
nلیكن ) ب( X . یجب ان نبرھنn X 

0بما ان  0n n X   0 0 0 0 0 0n X n n          
X  مجموعة تابعیةX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(

}لیكن ) 2( :1 }X n n n   X  
0) ا( X 1لان 0 0 
nلیكن ) ب( X . یجب ان نبرھنn X 

1بما ان  n n n X   1 1 1 1 1n X n n n n n             
X  مجموعة تابعیةX  ) 11.12.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(

لیكن )3( { : }nmX k n m k n m n k       nmX  
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0) ا( nmX  لان( 0) , 0 0n m n m n m n n m n m           

nmkلیكن ) ب( X. یجب ان نبرھنnmk X 

بما ان   nmn m k n m n k k X       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m k n m k n m k n n m n k n n m n k n n m n k                        

nm nmX k X   مجموعة تابعیةnmX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
}لیكن )  4( : ( ) ( ) }nmX k n m k n m k      nmX  

0) ا( nmX  لان( 0) 0 0, ( ) 0 0n m n n m       

nmkلیكن ) ب( X. یجب ان نبرھنnmk X 

)بما ان  ) ( ) nmn m k n m k k X      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m k n m k m n m k n m n m k n m n m k                   

nm nmX k X   مجموعة تابعیةnmX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
}لیكن )  5( : }nX m n m m n    nX  
0) ا( nX  0لان 0, 0 0n n   

nmلیكن ) ب( X. یجب ان نبرھنnm X 

nnبما ان  m m n m X    

1 ( 1) (1 )n m n m n m n n m n n m n m n m n                   

n nX m X   مجموعة تابعیةnX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
)6.2.1(تعریف

n,لیكن m  یعرف ،nm)بالمعادلتین الآتیتین ) كما عرفنا سابقا جمع وضرب الأعداد الطبیعیة باستخدام مبرھنة التكرار:
)1 (0 1m  لكلm )2 (n nm m n



  لكل,n m .
)7.2.1(مبرھنة

)1 (n k n km m m   لكل, ,n m k 
)2(( )k k kn m n m   لكل, ,n m k 
)3(( )n k n km m  لكل, ,n m k 

: البرھان 
}لیكن ) 1( : }n k n k

nmX k m m m   nmX  
0) ا( nmX  0لان 01n n n nm m m m m     

nmkلیكن ) ب( X. یجب ان نبرھنnmk X 

nبما ان  k n k
nmm m m k X    

( ) ( ) ( )n k n k n k n k n k n km m m m m m m m m m m m
              

nm nmX k X   مجموعة تابعیةnmX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
) 3(،)2(وبالمثل نبرھن 
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داد الطبیعیةالترتیب على مجموعة الأع3.1
.Xعلاقة على المجموعةRلتكن : لنتذكر المجموعات المرتبة التي درسناھا في الجزء الاول من أسس الریاضیات 

)1 (R علاقة انعكاسیة( Reflexive )إذا كان  Xعلى ( , )x x R لكلx X
)2(Rمتناظرة( Symmetric )إذا كان: إذا تحقق الشرط الأتي Xعلى( , )x y R فان( , )y x R
)3(Rمتعدیة( Transitive )إذا كان: إذا تحقق الشرط الأتي Xعلى ( , )x y Rوكان( , )y z Rفان( , )x z R
)4 (Rتخالفیھ ) ضد متناظرة (( Anti-symmetric : ذا تحقق الشرط الآتي  إXعلى(

)إذا كان  , )x y R وكان( , )y x Rفانyx .
) 1.3.1(تعریف 

إذا Xعلى المجموعة (Preorder relation)بأنھا علاقة ترتیب ابتدائیة Rیقال عن .Xعلاقة على المجموعةRلتكن 
Rإذا كانت Xعلى (Partial order relation)علاقة ترتیب جزئي Rویقال أن . ومتعدیةانعكاسیة Rكانت 

بالإضافة لشرط التعدي Xxلكل xRx:  وكذلك استبدلنا شرط الانعكاسیة بالشرط التالي . متعدیة وتخالفیھ، انعكاسیة
مع علاقة الترتیب الجزئي Xالخالیة المجموعة غیر.  (Strict order)بأنھا علاقة ترتیب حدي Rیقال عن .والتخالف 

R علىX تسمى مجموعة مرتبة جزئیا(Partially order set) أي أن الثنائي),( RXیسمى مجموعة مرتبة جزئیا.
ملاحظــــة 

وكل زوج مرتب Rبدلا من الحرفXلیدل على علاقة الترتیب الجزئي على المجموعة غیر الخالیةیستعمل الرمز
),( yxفي العلاقةR یكتب بالصورةyx  ویقرا)xیسبقy (أو)y یليx.( ویكتب أیضاyx للدلالة على أنyx  ،
yx وأخیرا إذا كانت),( Xمزمجموعة مرتبة جزئیا فنستخدم الرX بدلا من),( Xفي حالة عدم وجود التباس.

)2.3.1(تعریف 
Xyxمجموعة مرتبة جزئیا ولیكنXلتكن ,یقال عن العنصرینyx, بأنھما قابلین للمقارنة(Comparable) إذا كان

yx  أوxy .
) chainوتسمى أحیانا سلسلھ ((Totally ordered)بأنھا مرتبة كلیا Aیقال عن المجموعة .Xمجموعة جزئیة فيAلتكن

XXوبصورة عامة یقال عن.قابلین للمقارنةXن كل عنصرین فيإذا كاXفي
.قابلین للمقارنة 

ملاحظة
كل مجموعة جزئیة من مجموعة مرتبة كلیا تكون مرتبة كلیا ) 1(
قال لمجموعة أنھا مرتبة إذا كانت مرتبة جزئیا أو كلیاغالبا ما ی) 2(

)3.3.1(تعریف 
Xbaمجموعة مرتبة جزئیا ولیكنXلتكن ,

(Least Element)أو (Smallest Element)أو عنصر اقل (First Element)بأنھ عنصر أول  aیقال عن)1(
xaإذا كان Xفي لكلXx .

bxإذا كانXفي(Greatest Element)أو عنصر اكبر (Last Element)بأنھ عنصر أخیر bیقال عن ) 2(  لكل
Xx.

)4.3.1(برھنةم
كل مجموعة مرتبة جزئیا تحتوي :بعبارة أخرى . فانھ وحید ) أو عنصر أخیر ( على عنصر أول Xإذا احتوت المجموعة 

.واحد ) عنصر أخیر ( على الأكثر عنصر أول 
: البرھان
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a,لیكن  a X بحیث كل من,a a عنصر أول فيX . یجب ان نبرھنa a
(1)a x  لكلx X (2)وكذلكa x   لكلx X

aبما ان  X (3)، نحصل على )1(، منa a  وكذلك بما انa X (4)، نحصل على ) 2(، منa a  
aنحصل على ) 4(،)3(من a.

)5.3.1(تعریف 
Xbaمجموعة مرتبة جزئیا ولیكن Xلتكن ,.

Minimal Element)بأنھ عنصر اصغرaیقال عن  : إذا تحقق الشرط التالي Xفي (
axبحیث أن Xxكلما وجد   فانxa 

إذا تحقق الشرط التالي Xفي(Maximal Element)بأنھ عنصر أعظم bویقال عن 
xbبحیث أن Xxكلما وجد   فانxb 

)6.3.1(مبرھنة 
فأنة عنصر اصغر ووحید والعكس غیر صحیح دائماXعنصر أول في aإذا كان ) 1(
فأنة عنصر أعظم ووحید والعكس غیر صحیح دائماXعنصر أخیر في bإذا كان )  2(

: البرھان
yیوجد لیس عنصر أعظم    bرض  نف) 2( X بحیث انb y

xعلى  b لكلx X وھذا تناقضb  .
)7.3.1(تعریف 

أو مرتبة ترتیبا حسنا إذا كانت (Well Ordered)بأنھا حسنة الترتیب Xیقال عن.مجموعة مرتبة جزئیا Xلتكن 
تحتوي على عنصر أول Xكل مجموعة جزئیة غیر خالیة من

)8.3.1(مبرھنة 
كل مجموعة حسنة الترتیب تكون مرتبة كلیا ) 1(
.كل مجموعة جزئیة من مجموعة حسنة الترتیب تكون حسنة الترتیب ) 2(

: البرھان
x,مجموعة حسنة الترتیب ، ولیكن Xلیكن )  1( y X . یجب ان نبرھن,x yقابلین للمقارنة

}لتكن  , }A X A x y  
Aحسنة الترتیب Xبما ان  لھا تحتوي على أول العنصر الاول أماx أوy

x y  أو,x y y x قابلین للمقارنة.
Yمجموعة حسنة الترتیب ، ولیكن Xلیكن) 2( X.

A، بما ان Yمجموعة جزئیة غیر خالیة من Aلتكن X Y X  
Aمجموعة حسنة الترتیب Xبما ان تحتوي على عنصر أولY مجموعة حسنة الترتیب

.تعطي مفھوم الترتیب على لآنا
) 9.3.1(تعریف 
n,لیكن كل  m . یقال انn m إذا كانmn أوn m.
)10.4.1(مبرھنة 

.مجموعة مرتبة جزئیــــامجموعة الأعداد الطبیعیة 
: البرھان 
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ھي علاقة ترتیب جزئي على یجب ان نبرھن العلاقة  
nلیكن ) 1( 

nبما ان  n n n     علاقة انعكاسیة
n,لیكن ) 2( m  بحیث انn m ،m n

nبما ان  mn m  أوn m وكذلك بما انm nm n  أوm n
ھنالك أربع حالات ھي 

n) ا( m وm nn m )ب (n m وm nn m )ج(n mوm nn m 
n) د( mوm nn m وm n لان كل عدد طبیعي مجموعة متعدیةn m   علاقة تخالفیھ
,لیكن ) 3( ,n m k  بحیث انn m ،m k

nبما ان  mn m  أوn m وكذلك بما انm km k  أوm k
ھنالك أربع حالات ھي 

n) ا( m وm kn k n k )ب (n m وm kn k n k 
n) ج( mوm kn k n k 
n) د( mوm kn m وm k لان كل عدد طبیعي مجموعة متعدیةn k n k 

n k   متعدیة وعلیھ علاقةلاقة ترتیب جزئي على ھي ع.
)11.3.1(مبرھنة

)1 (0 n لكلn )2 ( إذا كانn m فانn m 
: البرھان 

}لیكن ) 1( : 0 }X n n  X  
0) ا( X 0لان 0
nلیكن ) ب( X . یجب ان نبرھنn X 

0بما ان  n n X  
nبما ان  n n n   
0اصبح لدینا  nوn n  وبما ان 0علاقة متعدیة n  n X  

X  مجموعة تابعیةX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
}لیكن ) 2( : }nX m n m n m    nX  

nm X  إذا وفقط إذاn m وn m 

0لو فرضنا ) ا( nX0n  0وn  0n  0وn   0وھذا لا یجوز لان  0وعلیھ nX

nmلیكن ) ب( X . یجب ان نبرھنnm X 

nnبما ان  m m X   یؤدي إلىn m 

nلیكن  m  یجب ان نبرھن على انn m 

nبما ان  m n m   n m  أوn m
nإذا كان ) 1( mn m n m     ولكنm m n m  
nإذا كان ) 2( mn m  

nوفي كلا الحالتین  m n m    X  مجموعة تابعیةX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
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)12.3.1(مبرھنة 
.ترتیبا حسنامجموعة مرتبة مجموعة الأعداد الطبیعیة 

: البرھان 
.لیس لھا عنصر أول Aسنبرھن بطریقة التناقض ، نفرض ان المجموعة . موعة جزئیة غیر خالیة من مجAلتكن 

}لتكن  : , }X n n m m A    X  
0) ا( X 0لان m لكلm 
nلیكن ) ب( X . یجب ان نبرھنn X 

nبما ان  m n X   لكلm A
nأول  لیس لھا عنصر Aبما ان  m n m    لكلm A
nبما ان  m نحصل على )11.1.1(، باستخدام المبرھنة ،n m  لكلm An X  

X  مجموعة تابعیةX  ) 11.1.1في المبرھنة4حسب الخاصیة(
Aبما ان  X A     

Aلكن  A A      وھذا تناقض المجموعةAغیر وعلیھ كل مجموعة جزئیة لھا عنصر أول
.مرتبة ترتیبا حسنا، وھذا یعني ان لھا عنصر أولخالیة من 

)13.43.1(نتیجة
كلیا مجموعة مرتبةمجموعة الأعداد الطبیعیة 

ملاحظة
n,إذا كان m  فانn m أوm n أي ان لكل ،,n m  فانn m n m m n    

)Tricnotomy Law(واضح ان واحد ة فقط من ھذه العلاقات تتحقق وھذا ھو قانون التجزئي الثلاثي 
لریاضي القاعدة الثانیة للاستقراء ا)14.3.1(مبرھنة
Sلتكن    بحیث ا ن{ : }n S m m m S     لكلn  فان ،S  

:البرھان 
Sنفرض : سنبرھن بطریقة التناقض   

یوجدt  بحیث انt S نضع    ،{ : }T T t t S    
n، أي ان nلھا عنصر أول ولیكن T، فانمجموعة جزئیة غیر خالیة من Tحسنة الترتیب وان بما ان  T
mلیكن   بحیث انm n وبما ان ،n اصغر عنصر فيTm S m T   

{ : }m m m S    وعلیھn S . وھذا تناقض.S  .
)15.3.1(برھنةم

n,لیكن  m  ،n mوجد إذاk  بحیث انm n k .
nنلاحظ ان n  لكلn  1لان nn .

ملاحظـــــــة
ان المقصود بھذه . عن المبدأ نفســـھ أھمیةلا تقل اخریتین تبین تكافؤ مبدأ الاستقراء الریاضي مع عبارتین  الآتیةالمبرھنة 

وعوضــا ، نظاما ریاضیا مستخدمین جمیع الفرضیات السابقة باستثناء فرضیة الاستقراء الریاضي أنشأناة انھ لو المبرھن
.الطبیعیة الأعدادفالنظام الناتج ھو نظام الآتیتینالعبارتین بإحدىعن ھذه الفرضیة 

)16.3.1(مبرھنة 
الطبیعیة متكافئـــةالأعدادعن الآتیةالعبارات 
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الأولىالاستقراء الریاضي قاعدة) 1(
Xn، 0تحتوي على مجموعة جزئیة من Xإذا كانت (  كلما كانXn فانX    .  (

الثانیة یاضي الاستقراء الرقاعدة)2(
n، 0تحتوي على مجموعة جزئیة من Xإذا كانت ( X كلما كانm X لكلm n فانX  (

) . تحتوي على عنصر أول كل مجموعة جزئیة غیر خالیة من (أي ان ، مبدأ الترتیب الحسن) 3(
: البرھان 

(2) (1)
}لتكن  : , }A X S n m X m n       . یجب ان نیرھنS  

0بما ان  0S X  
mلیكن   X n S  لكلm n1n X  

mوعلیھ فان   X 1لكلm n  1وھذا یعني انS n n S    ) 1حسب(
(3) (2)

لا تمتلك عنصر أول Aنفرض ان المجموعة . سنبرھن بطریقة التناقض . مجموعة جزئیة غیر خالیة من Aن لتك
0 A 0 cA 

ckلیكن A لكلk nفان ،cn A) لأنھ إذا كان العكس فانn ھو العنصر الاول للمجموعةAوھذا یناقض الفرض(
cA، نحصل على ) 2(باستخدام   ان ، ومنھ ینتجA  . وھذا تناقضA تمتلك عنصر أول.

(1) (3)
Xn، 0تحتوي على مجموعة جزئیة من Xلتكن  كلما كانXn . یجب ان نبرھن على انX  

cXنفرض: سنبرھن بطریقة التناقض  X   
cX  مجموعة جزئیة غیر خالیة منتكون ) 3(، باستخدامcXصر أول، ولیكن تمتلك عنm

0بما ان  0 , cm X m X    1، وعلیھm .
1بما ان  1 1cm X m X m m        وبالتالي( 1) 1m m X    وھذا تناقض لانcm X

cX  وعلیھX  .
The set of counting numberمجموعة العد 4.1

,0,1}،أي ان سبق وان عرفنا مجموعة الأعداد الطبیعیة ، وھي اصغر مجموعة تابعیة ورمزنا لھا بالرمز  2, }  ،
وعة جزئیة مھمة من ھذه المجموعة تسمى مجموعة  العد أو مجموعة الأعداد الطبیعیة وفي ھذا البند سنتطرق إلى مجم

,1,2,3}، أي ان المغایرة للصفر ونرمز لھا بالرمز  }   . ولو أردنا إنشاء مجموعة العد على افتراض لم نتطرق إلى
فان الأسلوب یكون مشابھة، مع تغیر بسیط لكون الصفر غیر موجود في ھذه المجموعة إنشاء مجموعة الأعداد الطبیعیة ،

فرضیات بیانو وتعریف عملیتي الجمع والضربومن ھذه التغیرات مثلا 
بیانو للأعداد الطبیعیة  ھي  ) فرضیات(ان بدیھیات 

)1 (1 )2 (إذا كانn  فان ،n  )3 ( لكلn  ،1n  
1) ا(تحقق الشرطین   Xكانت ومجموعة جزئیة من Xإذا كانت ) 4( X)ب (n X  كلما كانn X

Xفان   .)5 ( إذا كان,n m  بحیث انn m  فانn m
: على النحو الأتيویعرف الجمع على 

)1 (1n n   لكلn )2 (( )n m n m    لكل,n m 
: على النحو الأتيعلى ضرب ویعرف ال
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)1 (1n n  لكلn )2 (n m n m n    لكل,n m 
مجموعة الوكلك نبرھن على ان وینق الأسلوب المستخدم سابقا نستطیع نبرھن خواص الجمع والضرب على 

.تیبا حسنامجوعة مرتبة تر

مبدأ الاستقراء الریاضي حول كیفیة استخدام الأعداد الطبیعیة موضوع نختم و
)1.4.1(مثال

على ان باستخدام مبدأ الاستقراء الریاضيبرھن  11 2 3
2

n n
n


     لكلn   .

: الحل 

لتكن  1{ :1 2 3 }
2

n n
S n n 
       S  

1بما ان  11 1
2

S


  

لیكن  11 2 3
2

k k
k k S


       .1یجب ان نبرھن على انk S 

 1 ( 1) 2( 1) ( 1)( 2)1 2 3 ( 1) ( 1)
2 2 2

k k k k k k k
k k k

     
          

1k S  S  
)2.4.1(مثال

12على ان اء الریاضيباستخدام مبدأ الاستقربرھن  12 n لكل 3یقبل القسمة علىn  .
: الحل 

2 12 1}n  لتكن یقبل القسمة على{ : 3S n  S  
2بما ان  1 11 2 1 2 1 3S       
2لیكن  12 1k k S    1یجب ان نبرھن على ان. 3یقبل القسمة علىk S 

2( 1) 1 2 2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1 4 2 1 (2 1) 3 2k k k k k                 31یقبل القسمة علىk S  
S  .

ملاحظة 
)لإثبات صحة العبارة  )P nجمیع قیم للn  (1)، یكفي ان نبرھن على انP عبارة صحیحة وثبت أیضا صدق العبارة

( )P m  یؤدي إلى صدق العبارة( 1)P m  لأنھ إذا كانت ،( )}P nعبارة صحیحة{ :S n   1، فان S كما انھ اذا ،
mكان  S 1یؤديm S  وعلیھ فان ،S  .
)3.4.1(مثال

على ان باستخدام مبدأ الاستقراء الریاضيبرھن  2 2 2 3 2

1

1 (2 1)
1 2 3

6

n

k

n n n
k n



 
       لكلn   .

: الحل 
2نفرض 

1
( )

n

k

P n k



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1nعندما   نجد ان الطرف الأیمن 1 (2 1) 1 (1 1) (2 1 1) 1 2 2 6 1
6 6 6 6

n n n        
   

21: والطرف الأیسر  1 (1)وعلیھ فانPادقةعبارة ص.

)والان نفرض  )P m نجد ان . عبارة صادقة 2

1

1 (2 1)
6

m

k

m m m
k



 
 ولإثبات صحة العبارة( 1)P m  لاحظ ان

  21
2 2 2 2

1 1

1 (2 1) ( 1)(2 6 6) ( 1)( 2)(2 3)( 1) ( 1)
6 6 6

( 1)(( 1) 1)(2( 1) 1)
6

m m

k k

m m m m m m m m m m
k k m m

m m m



 

        
       

    


 

( 1)P m   عبارة صادقة وعلیھ فان( )P nادقة لجمیع قیم عبارة صnمن الأعداد الطبیعیة.

)1(تمارین
: بین فیما إذا كانت أي من العبارات الآتیة صحیحة أم لا مع البرھان) 1(

Cتكون متعدیة إذا وفقط إذا كان Aالمجموعة ) ا( A وB C یؤدي إلىB A
A,لتكن كل من)ب( Bإذا كانت . مجموعةA B فان تابع المجموعة ،A یساوي تابع المجموعةB

n,كل من لیكن ) ج( m عنصرا في .كانإذاn m فانmn 

nبحیث ان mلایوجد عدد طبیعي ) د( m n   لكلn .
1nإذا كان ) ھـ(  0، فانn  لكلn 
n، فان nلكل عدد طبیعي ) و( n

A,لتكن كل من ) 2( B على ان كل من برھن .مجموعة متعدیة,A B A B مجموعة متعدیة .
,لكل ) 3( ,m n k  . برھن على انmn كان إذاوفقط إذاkmkn 
,لكل ) 4( ,m n k  . برھن على انmn كان إذاوفقط إذاn k m k  
,لكل ) 5( ,m n k  .برھن على انn mكانإذاوفقط إذاn k m k  
,لكل ) 6( ,m n k  . برھن على انn mكانإذاوفقط إذاnk mk ،0k 
على ان باستخدام مبدأ الاستقراء الریاضيبرھن )  7(

) ا(
1

13 (1 3 )
2

n
k n

k

 



 )1) ب

1

1ln( ) ln ( 1) ln
2

n
k

k

ax n a n n x



  )1) ج 1

1
csc(2 ) cot( ) cot(2 )

2

n
k n

k

x
x x 



 
23المقدار ) د( 1n  لكل 8یقبل القسمة علىn )دار المق) ھـn nx y یقبل القسمة علىx y لكلn 
9المقدار ) و( 8 1n n  لكل 64یقبل القسمة علىn )2) ز 1n n  لكلn )2مقدارال) ح 2 12 3n n 

nلكل 7من مضاعفات العدد  )2المقدار ) ط 2n n  لكل عدد زوجيn 
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The Integersالأعداد الصحیحة . 2
nالصحیحة واضحة عندما ننظر إلى معادلات من النوع ان الحاجة للأعداد x m  حیث,n m أعداد طبیعیة .

5، مثل المعادلة ان بعض المعادلات لایمكن حلھا في  3x  
Construction of Integersالصحیحة الأعدادإنشاء 1.2

)1.1.2(تعریف 
علاقة على ~تمثل مجموعة الأعداد الطبیعیة ولتكن لتكن   معرفة كالآتي

( , ) ~ ( , )a b c d a d b c   یث ح, , ,a b c d 
)2.1.2(مثال

(2,7) ~ 2لان (1,6) 6 7 1   3)ولكن, 4) ~ (5,8) 3لان 8 4 5  

)3.1.2( مبرھنة 
على ~العلاقة    علاقة تكافؤ.

: البرھان
)لیكن ) 1( , )a b   

)بما ان  , ) ~ ( , )a b a b a b b a   ~  علاقة انعكاسیة
)لیكن ) 2( , ), ( , )a b c d    بحیث ان( , ) ~ ( , )a b c d

)بما ان  , ) ~ ( , ) ( , ) ~ ( , )c d a b c b d a a d b c a b c d        ~  علاقة متناظرة
)لیكن ) 3( , ), ( , ), ( , )a b c d e f    بحیث ان( , ) ~ ( , )a b c d و( , ) ~ ( , )c d e f

)بما ان  , ) ~ ( , )a d b c a b c d    وكذلك بما ان( , ) ~ ( , )c f d e c d e f   
( , ) ~ ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )a b e f a f b e a d c f b c d e            ~  علاقة متعدیة

~  علاقة  تكافؤ على .
ملاحظة 

علاقة تكافؤ على المجموعة ~بما ان   فان مجموعة القسمة تشكل تجزئة وعلیة
/ ~ {[( , )] : ( , ) }a b a b      

/أي ان  الصحیحة ویرمز لھا بالرمز الأعدادوعة سوف یطلق على ھذه المجموعة بمجم ~    ویطلق
),(وسوف نرمز للعدد الصحیح بالرمز . في ھذه المجموعة بالعدد الصحیح ) كل صف تكافؤ ( على كل عنصر  ba

)],[(بدلا من  ba               وعلیة
( , ) {( , ) : ( , ) ~ ( , )} {( , ) : }a b x y x y a b x y x b y a           

)4.1.2(مثال
)1 ((0,0) {( , ) : ( , ) ~ (0,0)} {( , ) : 0 0} {(0,0), (1,1), (2, 2), }x y x y x y x y             
)2 (

(1, 2) {( , ) : ( , ) ~ (1, 2)} {( , ) : 2 1} {( , ) : 1 }
{(0,1), (1, 2), (2,3), }

x y x y x y x y x y x y             


     


)3 (2 (2,0) (3,1) (4, 2), 2 (0, 2) (1,3) (2, 4)      

ملاحظة
)عدد صحیح نقصد ان xعندما نقول  , )x a b حیث,a b  وان( , )x b a 
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Arithmetic of theحساب الأعداد الصحیحة 2.2 Integers
لغرض تعریف عملیتي  جمع وصرب الأعداد الصحیحة  نحتاج إلى مبرھنة التالیة 

)1.2.2(مبرھنة
)لیكن  , ) ~ ( , ) , ( , ) ~ ( , )a b a b c d c d    فان ،

)1 (),(~),( dbcadbca )2 (( , ) ~ ( , )a c b d a d b c a c b d a d b c                  
: البرھان

)بما ان  , ) ~ ( , ) , ( , ) ~ ( , )a b a b c d c d   ,a b b a c d d c         
)نحصل على ومن خواص عملیة الجمع على ) ( ) ( ) ( )a b c d b a d c          وعلیھ

( ) ( ) ( ) ( )a c b d b d a c         
یجب ان نبرھن ) 2(

))ا( , ) ~ ( , )a c b d a d b c a c b d a d b c              
)) ب( , ) ~ ( , )a c b d a d b c a c b d a d b c                      

)ھي علاقة متعدیة نحصل على ~وبما ان  , ) ~ ( , )a c b d a d b c a c b d a d b c                  
) ا(برھان 

)بما ان    , ) ~ ( , )a b b a a b a b      
نحصل على ومن خواص الجمع والضرب على 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a c b d a d b c a c b c b d a d a b c b a d                         
aولكن   b b a    نحصل على ،( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a c b d a d b c a b c a b d a b c d                    

نحصل على وكذلك من خواص الجمع والضرب على 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a c b d a d b c a c b c b d a d a b c b a d                         

aولكن   b b a    نحصل على ،( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a c b d a d b c a b c a b d a b c d                    
( ) ( ) ( ) ( )a c b d a d b c a c b d a d b c                  وعلیھ

( , ) ~ ( , )a c b d a d b c a c b d a d b c              
.) ب(وبالمثل نبرھن 

)2.2.2(مبرھنة
:توجد الدوال , :F G         بحیث ان

( , ) ( , ), ( , ) ( , )F x y a c b d G x y a c b d a d b c         
)لكل  , ), ( , )x a b y c d  .

: البرھان 
))}لتكن  , ), ( , )) : ( , ), ( , ), , }F x y a c b d x a b y c d x y     ( )F     

علاقة من Fأي ان   إلى
)الآن لكل  , )x y    یوجد( , ) , ( , )a b x c d y  وكذلك( , )z a c b d   بحیث ان(( , ), )x y z F

domأي ان  F   
)إذا كان  , ), ( , ), ( , )x a b y c d z a c b d             بحیث ان( , ) ~ ( , ) , ( , ) ~ ( , )a b a b c d c d   

، نحصل على )1.2.2(باستخدام المبرھنة 
)ان  , ) ~ ( , )a c b d a c b d       أي ان ،( , ) ( , )a c b d a c b d       
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z z  F  وعلیھ علاقة تابعیةF دالة من المجموعة إلى
.دالة Gوبالمثل نبرھن 

)3.2.2(تعریف 
)لیكن كل من , ), ( , )x a b y c d  عددا صحیحا ،x yویعرف بالصیغة یسمى مجموع ھذین العددین

( , )x y F x y  أي ان ،),(),(),( dbcadcbayx .
xیسمى و yبالصیغة یعرف حاصل ضرب العددین و( , )x y G x y  أي ان ،

( , ) ( , ) ( , )x y a b c d a c b d a d b c         

)4.2.2(مثال 
,(2,5)لیكن  (3, 2)x y  فان

(2,5) (3,2) (2 3,5 2) (5,7)x y      
(2,5) (3,2) (2 3 5 2,2 2 5 3) (6 10,4 15) (16,19)x y             

)5.2.2(مبرھنة 
یحقق مایلي  الجمع على 

)1 (x y y x   لكل,x y .)2 (( ) ( )x y z x y z     لكل, ,x y z .
)3 (xxx  xلكل 00  الجمعویسمى  بالعنصر المحاید لعملیة )0,0(یرمز للعدد الصحیح 0حیث
xلكل عدد صحیح ) 4(  ز لھ بالرمزیرمأخریوجد عدد صحیح)( xویسمى  نظیرx   بحیث

0)()(  xxxx

: البرھان 
)لیكن ) 1( , ), ( , )x a b y c d 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y a b c d a c b d c a d b c d a b x y            
)لیكن ) 2( , ), ( , ), ( , )x a b y c d z e f  

( ) (( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) (( ) , ( ) )
( ( ), ( )) ( , ) ( , ) (( , ) ( , )) ( )

x y z a b c d e f a c b d e f a c e b d f

a c e b d f a b c e d f x c d e f x y z

             
              

)لیكن ) 3( , )x a b
0 ( , ) (0,0) ( 0, 0) ( , )

0 (0,0) ( , ) (0 ,0 ) ( , )
x a b a b a b x

x a b a b a b x

       
       

)لیكن ) 4( , )x a b
)نضع  , )x b a 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0
x x a b b a a b b a a b a b

x x b a a b b a a b a b a b

          
          

ملاحظة 
. دالیةأبالصحیحة مع عملیة الجمع  تكون زمرة الأعدادالمبرھنة السابقة تبین ان مجموعة 

)6.2.2(نتیجة 
x,لكل ) 1( y  یوجد ،z  بحیث انx y z 
,إذا كان ) 2( ,x y z  بحث انx z y z   فان ،x y
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ملاحظة 
15الصحیحة ھو انھ لایمكن حل المعادلة من النوع الأعدادإنشاءوافع ان احد د x الطبیعیة الأعدادفي مجموعة .

yنلاحظ ھنا ان كل معادلة من النوع z x  لھا حل في . ، كان إذافي الواقع,x y فان( )x y  حل للمعادلة.
zوعلیھ نكتب  x y  عندماx y z 

)  7.2.2(تعریف 
x,لیكن كل من  y  . نعرفyx  بالصیغة)( yxyx 

)8.3.2(مثال
,(2,6)إذا كان  (3,2)x y نفا( ) (2,6) (2,3) (2 2,6 3) (4,9)x y x y         

ملاحظة 
,لیكن  ,x y z  . بسھولة یمكن اثبات

)1 (( )x x x  )2 (( ) ( ) ( )x y x y     )3(( ) ( )x y y z x z    )4(( )x y y x   

)9.2.2(مبرھنة 
یحقق مایلي على الضرب 

)1 (x y y x   لكل,x y 
)2(( ) ( )x y z x y z     لكل, ,x y z 
)3(1 1x x x    لكلx  العنصر المحاید لعملیة الضربویسمى)0,1(یرمز للعدد الصحیح 1حیث
)4(( )x y z x y x z       لكل, ,x y z .
)5 (0 0 0x x    لكلx .

واجب : البرھان 
Order on the Set ofالصحیحة الترتیب على مجموعة الأعداد 3.2 Integers

)  1.3.2(تعریف 
),(عددا صحیحا أي ان xلیكن bax  حیث,a b  ولتكن تمثل علاقة ترتیب على . یقال ان العددx إذاموجبا
baكان   ویقال انx كان إذاسالباba . ولتكن ومجموعة الأعداد .الصحیحة الموجبةالأعدادتمثل مجموعة

.السالبة یرمز لھا بالرمز صحیحة ال
)2.3.2(مثال
سالب (3,7)موجب والعدد (5,2)العدد 

ملاحظة 
),(,),(تعتمد على اختیار ممثل ھذا العدد وعلیة لیكن كل منسالبا لاأوموجبا xكون العدد  badc ممثل للعددx  وھكذا فان

),(~),( dcba وعلیةcbda 
abوالان فان  كان إذاوفقط إذاcd وھذا یبین ان العلاقة حسنة التعریف .
)3.3.2(مبرھنة 

xلیكن   .واحدة وواحدة فقط مما یلي تتحقق
)1 (0x)2   (x     موجب)3   (x سالب

: البرھان 
)بما ان  , )x a b x   حیث ان,a b  باستخدام الترتیب على ، فان ،
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a bأوa bأوa b0x   أوx أو موجبx  سالب
ملاحظة

وبالرموز . عدد سالب xأوعدد موجب xفأما0xكان إذاxلكل عدد صحیح : من المبرھنة السابقة نستنتج 
0xكان إذاx 0،  عدد موجبxكان إذاxعدد سالب

.سالبا xوفقط كان إذایكون موجبا xوبسھولة یمكن اثبات العدد الصحیح 
)في الواقع   , )x x a b ب موجb a a b    ،   بما ان),( abxx سالب
)4.3.2(مبرھنة 

x,لیكن كل من  y عددا صحیحا
x,كان كل من إذا) 1( y موجبا فان كلا من,x y x y  عدد موجب
x,كان كل من إذا) 2( yان سالبا فyx عدد سالب وx yعدد موجب
xموجب فان yسالب والعدد xكان العدد إذا)3( y سالب

: البرھان
)لیكن  , ), ( , )x a b y c d 

x,بما ان كل من ) 1( y موجبا,a b b c a b c d     
)ولكن  , )x y x y a b c d      موجب
)5.3.2(تعریف 

x,لیكن كل من y عددا صحیحا),x y  .( یقال عنxاصغر من بأنھy) یكتبyx  (كان إذاyx  عددا
xyأي ان ( سالبا   و یقال عن ).عدد موجبxاكبر من بأنھyكان إذاyx عدد موجب.
)6.3.2(مثال

,(1,5)إذا كان  (3,4)x y  فان ،( ) (1,5) (4,3) (1 4,5 3) (5,8)x y x y         
5بما ان  8x y   سالب وعلیھx y

ملاحظة 
x,لیكن  y فیمكن اثبات بسھولة ، واحدة وواحدة فقط من العلاقات التالیة تتحقق

)1  (yx )2  (yx )3(yx 
yxیستخدم الرمز   للدلالة على انyx أوyx 

) 7.3.2(مبرھنة 
.وكذلك مرتبة كلیامجموعة الأعداد الصحیحة 

: البرھان 
ھي علاقة ترتیب جزئي على العلاقة  یجب ان نبرھن

xلیكن ) 1( 
xبما ان  x x x     علاقة انعكاسیة

x,لیكن ) 2( y  بحیث انx y ،y x
xبما ان  yy x  موجب   أوx yوكذلك بما انy xx y  موجب  أوx y

)بما ان  )x y y x    فان كل من ،x y ،( )x y لذا یجب ان . عددا صحیحا موجبا یؤدي إلى تناقض
0xیكون  y x y   علاقة تخالفیھ
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,لیكن ) 3( ,x y z  بحیث انx y ،y z
xبسھولة یمكن اثبات z  علاقة متعدیة وعلیھ ھي علاقة ترتیب جزئي على.

بقي ان نبرھن كل عددین صحیحین قابلین للمقارنة .مرتبة كلیا لبرھان 
y,لیكن  x x y     فان تتحقق واحدة فقط من العبارات الآتیة ،

)1 (y x  2(عددا صحیحا موجبا (( )y x   3(عددا صحیحا موجبا (x y
أي ان واحدة فقط تتحقق ممایلي

)1 (x y)2 (x y)3 (x y
xوعلیھ فیكون أما yأوy x

)8.3.2(مبرھنة
)حلقة الأعداد الصحیحة , , , )   حلقة مرتبة

: البرھان 
فیكفي ان نبرھن ما یلي .علىكلي ھي علاقة ترتیب بما ان

,لیكن ) 1( ,a b c  بحیث انa bb a   
( ) ( )a c b c b c a c b a           

,لیكن )2( ,a b c  بحیث انa b ،0c 

a b  بما انb a   0ا ان  وكذلك بمc c   . اصبح لدیناb a   ،c 
( )b a c    ولكن( )ac bc bc ac b a c bc ac       

ملاحظة
الطبیعیة ؟بالأعدادحصل ماذا :الصحیحة ، لابد ان یخطر ببال القارئ السؤال التاليالأعدادنظام أنشانابعد ان 
f:على ھذا السؤال نعرف الدالة للإجابة   بالصیغة( ) ( 1,1)f n n  حیث الأعدادتمثل مجموعة

.الصحیحة الموجبة
: البرھان 

)بما ان  1, ) 1n n n n    عدد صحیح موجب( 1, )n n  
n,لیكن : متباینة fالدالة )  1( m  بحیث ان( ) ( )f n f m

( 1) 1 ( 1) 1 ( 1,1) ~ ( 1,1) ( 1,1) ( 1,1)n m n m n m n m              
f دالة متباینة

xلیكن: شاملةfالدالة )  2( x   عدد صحیح موجب( , )x n m  حیث,n m  وانn m
 یوجدk  بحیث انn m k 

)بما ان  1,1) ~ ( , ) ( 1) 1 ( )k m k m k m m k       
( ) ( 1,1) ( , ) ( , )f k k m k m n m x     f  دالة شاملة.

n,لیكن )  3( m 
( ) ( 1,1) ( 2, 2) ( 1,1) ( 1,1) ( ) ( )f n m n m n m n m f n f m            

n,لیكن ) 4( m  وبالمثل نبرھن( ) ( ) ( )f n m f n f m  
 مغمور في

الصحیحة الموجبة والاختلاف بین النظامین ھو مجرد الأعدادنظام یشابھالطبیعیة الأعدادمن ھذا یتبین ان نظام 
.الصحیحة الموجبة الأعدادلطبیعیة كتعبیر مكاني لتعبیر االأعداداختلاف بالرموز ولھذا السبب یستخدم تعبیر 
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ملاحظــــة 
)یمكن ان یكتب بالصیغة xان كل عدد موجب :لاحظنا خلال البرھان  , )x m k m  حیثk جھةمن .عدد وحید

)بحیث ان kیوجد عدد طبیعي وحید موجب xسالب xكان إذاأخرى , )x m k m   .
یحة یمكن ان تكتب الصحالأعدادوھكذا نجد ان مجموعة xمع العدد السالب kان نعرف الرمز الآنمن المناسب 

}بالصیغة , 2, 1,0,1,2, }  
Absolute Valueالقیمة المطلقة4.2

)1.4.2(تعریف
xلیكن   . القیمة المطلقة(Absolute Value)إلىx یرمز لھا بالرمز  ،xالتالیة ةعرف بالصیغتو






















0,
0,

0,
0,0
0,

xx

xx

xx

x

xx

x

2,22,00)2(2,:مثلا   أن ) من التعریف مباشرة(من الواضح :

.وسنترك برھانھا للقارئ لأنة ینتج مباشرة من التعریفللقیمة المطلقة المبرھنة التالیة تبین الخواص العامة 

)خواص القیمة المطلقة( )2.4.2(مبرھنة
)1 (},max{ xxx  لكلx  وعلیةxxxx  ,)2 (0x لكلx 
)3 (0x 0إذا وفقط إذا كانx)4 (xx   لكلx )5 (xyyx   لكل,x y 

)6 (yxxy   لكل,x y )7 (yxyx  لكل,x y )8 (yxyx  لكل,x y )10 (
yxyx  لكل,x y 

)3.4.2(مبرھنة
x,لیكن  a ،0a 

)1 (x a إذا وفقط إذا كانa x a  )2  (x a إذا وفقط إذا كانx a أوx a 

)3 (x a إذا وفقط إذا كانa x a  )4  (x a إذا وفقط إذا كانx a أوx a 
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)2(تمارین
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The rational numbersالأعداد النسبیة.3
23المعادلة  x النسبیة ھو ضمان الأعدادإنشاءأھداف، ولذلك كان احد الصحیحةالأعدادلیس لھا حل في مجموعة

baxوجود حل للمعادلات من النوع   حیث,a b  ،0a  أخرضمان وجود قسمة عدد على عدد أخرىبعبارة
.الصحیحة الأعدادإنشاءالمستخدم في الأسلوبالنسبیة سوف نتبع نفس الأعدادلإنشاء.غیر صفري 

Construction of Rational Numbersإنشاء الأعداد النسبیة 1.3
)1.1.3(تعریف

تمثل مجموعة الأعداد الصحیحة غیر الصفریة الصحیحة ،الأعدادموعة تمثل مجلتكن ( | 0 )   .
علاقة على ~ولتكن   كالأتيمعرفة :

( , ) ~ ( , )a b c d a d b c    حیث, , ,a b c d  ،, 0b d 

)2.1.3(مثال
(2,10) ~ 2لان (3,15) 15 10 3   (5,7)ولكن ~ (3,8) 5لان 8 7 3  

)3.1.3(مبرھنة 
على ~العلاقة   علاقة تكافؤ تكون

: البرھان 
)لیكن :علاقة انعكاسیة ~)1( , )a b   

)بما ان  , ) ~ ( , )a b a b a b b a   ~  علاقة انعكاسیة
)لیكن : علاقة متناظرة~)2( , ), ( , )a b c d    بحیث ان( , ) ~ ( , )a b c d

)بما ان  , ) ~ ( , ) ( , ) ~ ( , )c d a b c b d a a d b c a b c d        
~  علاقة متناظرة

)لیكن : علاقة متعدیة  ~) 3( , ), ( , ), ( , )a b c d e f    بحیث ان( , ) ~ ( , )a b c d و( , ) ~ ( , )c d e f

)بما ان  , ) ~ ( , )a d b c a b c d    وكذلك بما ان( , ) ~ ( , )c f d e c d e f   
( , ) ~ ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )a b e f a f b e a d f b c f b c f b d e                

~   علاقة متعدیة~  علاقة  تكافؤ على .
ملاحــظة 

علاقة تكافؤ على المجموعة ~بما ان   فــان مجموعة القسمة تشـكل تجزئـــة وعلیـــــھ
/ ~ {[( , )] : ( , ) }a b a b       

/أي أن  ویرمز لھا بالرمزمجموعة الأعداد النسبیة )بمجموعة القسمـة(سوف یطلق على ھذه المجموعة  ~   
),(وسوف نرمز للعدد النسبي بالرمز . في ھذه المجموعة بالعـــدد النسبي ) كل صف تكافؤ ( ویطلق على كل عنصر  ba بدلا

)],[(من  ba               وعلیة
( , ) {( , ) : ( , ) ~ ( , )} {( , ) : }a b x y x y a b x y x b y a            

)نلاحظ ان العدد النسبي  , )a b المتكافئة مع بعضھا (المرتبة الأزواجیمكن تمثیلھ بعدد غیر منتھي من. (
)4.1.3(مثال

)1 ((0,1) {( , ) : ( , ) ~ (0,1)} {( , ) : 1 0} {( , ) : 0}
{(0,1), (0, 2), (0,3), } {(0, 1), (0, 2), (0, 3), }

x y x y x y x y x y x              
    

     
 
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)2 ((1, 2) {( , ) : ( , ) ~ (1,2)} {( , ) : 2 1} {( , ) : 2 }
{(1,2), (2, 4), (3,6), }

x y x y x y x y x y x y              


     


ملاحظة
)عدد نسبي ، نقصد xعندما نقول  , )x a b حیث ان,a b  ،0b  وان ،( , )x a b  . 0وإذا كانx  فان ،

1 ( , )x b a  .بصورة عامة نفكر بالعدد النسبيو( , )a bالعدد الكسريبأنھa

b
. الكسریة المساویة لھوالأعداد

  , : , , 0 : , , 0a
a b a b b a b b

b
       
 

  

Arithmetic of the Rational Numbersحساب الأعداد النسبیة 2.3
نحتاج إلى مبرھنة التالیة نسبیةلغرض تعریف عملیتي  جمع وصرب الأعداد ال

)1.2.3(مبرھنة
)لیكن  , ) ~ ( , ) , ( , ) ~ ( , )a b a b c d c d   ن ، فا

)1 (( , ) ~ ( , )a d b c b d a d b c b d            )2 (( , ) ~ ( , )a c b d a c b d      
: البرھان

)بما ان  , ) ~ ( , ) , ( , ) ~ ( , )a b a b c d c d   ,a b b a c d d c         
)1 (

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a d b c b d a d b d b c b d a b d d c d b b

a b d d c d b b a d b c b d

                             
                    

( , ) ~ ( , )a d b c b d a d b c b d             
)2 (( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a c b d a b c d a b c d a c b d                     

0bبما ان  d  ،0b d  ( , ) ~ ( , )a c b d a c b d       

)2.2.3(مبرھنة
:توجد الدوال , :F G         بحیث ان

( , ) ( , ), ( , ) ( , )F x y a d b c b d G x y a c b d       
)لكل   , ), ( , )x a b y c d  .

: البرھان 
))}لتكن  , ), ( , )) : ( , ), ( , ), , }F x y a d b c b d x a b y c d x y       ( )F      

علاقة من Fأي ان   إلى
)الآن لكل  , )x y    یوجد( , ) , ( , )a b x c d y  وكذلك( , )z a d b c b d     بحیث ان(( , ), )x y z F

domأي ان  F   
)إذا كان  , ), ( , ), ( , )x a b y c d z a d b c b d                 بحیث ان( , ) ~ ( , ) , ( , ) ~ ( , )a b a b c d c d   

، نحصل على )1.2.3(باستخدام المبرھنة 
)ان  , ) ~ ( , )a d b c b d a d b c b d             أي ان ،( , ) ( , )a d b c b d a d b c b d             

z z  F لیھ علاقة تابعیة  وعF دالة من المجموعة  إلى
.دالة Gوبالمثل نبرھن 
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)     3.2.3(تعریف 
)لیكن كل من  , ), ( , )x a b y c d ، عددا نسبیاx y مجموع ھذین العددین ویعرف بالصیغة یسمى

( , )x y F x y أي ان ،
( , ) ( , ) ( , )x y a b c d a d b c b d       

xویسمى  y حاصل ضرب العددین,x yویعرف بالصیغة( , )x y G x y  أي ان ،
( , ) ( , ) ( , )x y a b c d a c b d     

)4.2.3(مثال
,1)كن لی 2), (3,5)x y  فان

(1,2) (3,5) (1 5 2 3,2 5) (5 6,10) (11,10)x y          
(1,2) (3,5) (1 3,2 5) (3,10)x y      

)5.2.3(تعریف 
x,لیكن  y  . نعرف العدد النسبيyx العدد بأنھ)( yx  أي ان ،)( yxyx  .0كان وإذاy

فیعرف العدد 
y

x1العدد بأنھx y  ، 1أي انx
x y

y
 

)6.2.3(مثال
,(2,1)إذا كان (3,5)x y فان ،

( ) (2,1) ( 3,5) (2 5 1 3,1 5) (10 3,5) (7,5)x y x y              

1 (2,1) (5,3) (2 5,1 3) (10,3)x
x y

y
       

)7.2.3(مبرھنة 
xyyx: أبدالیةالجمع عملیة ) 1(  لكل,x y 
)()(: الجمع عملیة تجمیعیة ) 2( zyxzyx  لكل, ,x y z 
0)0,(كان إذا) 3( b  فانxxx  xلكل 00 ،0حاید لعملیة الجمع یسمى العنصر الم.
xلكل) 4(  یوجد( )x   0بحیث ان)()(  xxxx

)كان إذا , ) ( , )x a b x a b    ، أي ان لكلx  لھ نظیر جمعي)( x
( , )أبدالیةزمرة تكون.

x:أبدالیةالضرب عملیة ) 5( y y x   لكل,x y 
):الضرب عملیة تجمیعیة )6( ) ( )x y z x y z     لكل, ,x y z 
1)1,1(كان إذا) 7(   1فان 1x x x    لكلx ،1ھو العنصر المحاید الضربي
1بحیث ان  في 1xیرمز لھ بالرمزأخر، یوجد عنصر في 0xكان إذا) 8( 1 1x x x x    

نظیر ضربي لھأي ان كل عنصر غیر صفري في 
نلاحظ ان  | 0   أبدالیةمع عملیة الضرب تشكل زمرة

):الضرب تتوزع على الجمع ) 9( )x y z x y x z      لكل, ,x y z 
ملاحظة 

.المبرھنة السابقة تبین ان مجموعة الأعداد النسبیة مع عملیة الجمع والضرب تكون حقلا
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Order on the Set on Rational Numbersالترتیب على مجموعة الأعداد النسبیة 3.3
)ا، أي ان نسبیاعددxلیكن  , )x a b حیث,a b  ،0b .

0xكان  إذا  0، بما انb 0 0a b a    

)1.3.3(تعریف 
),(لیكن  bax یقال ان. یساوي صفر عدد نسبي لاx كان العدد الصحیح إذاعدد موجبa b موجب ، ویقال

aعدد الصحیح كان الإذاعدد سالب xان  bسالبا.
1موجب لان (1,2)العدد : مثلا 2 2 0   1)ولكن العدد, 2) سالب

ملاحظة 
),(یعتمد على اختیار الممثل لا) حسنة التعریف ( لابد ان نبین ان ھذا التعریف جید  ba للعددx. كان إذافي الحقیقة

),(,),(كل من badcممثلا للعددx .
( , ) ~ ( , )a d b c a b c d   

bبضرب الطرفین في  d 2تحصل على 2a b d c d b    
,الأعدادبما ان جمیع  , ,a b c d غیر صفریة

2الصحیحة الأعدادوالان كل من  2,b d موجبة
2 20  c d b 0 0 0c d a b d a b            

ویرمز لمجموعة الأعداد النسبیة الوجبة بالرمز
)2.3.3( مبرھنة 

عددا نسبیا,yxلیكن كل من 
xموجبا فان كل من ,yxكان كل من إذا) 1( y ،x y عددا موجبا
yxسالبا فان ,yxكان كل من إذا) 2( ،عدد سالبx y عدد موجب
xموجب  فان yسالب ،xكانإذا) 3( y سالب

:البرھان
)لیكن  , ), ( , )x a b y c d 

x,بما ان كل من ) 1( y 0موجبa b  ،0c d 
( , ) ( , ) ( , )x y a b c d a d b c b d       2 2( ) ( ) 0a d b c b d a b d b c d            

)4.3.3(تعریف
x,لیكن كل من  y یقال عن . عددا نسبیاx اصغر منy ) یكتبyx  (العدد النسبي كانإذاyx  ویقال . سالبا

yxیكتب ( yاكبر منxعن   (كان العدد النسبيإذاyx لكل عددین نسبین : لاحظ ان .  موجبا,x y واحد فقط
yx) 1(قمن العبارات التالیة تتحق )2 (yx )3 (yx 

yxیستخدم الرمز  على ان للدلالةyx أوyx 

)5.3.3(مبرھنة 
.مرتبة جزئیا وكذلك كلیاالنسبیة مجموعة الأعداد 

: البرھان
ھي علاقة ترتیب جزئي على یجب ان نبرھن العلاقة  

xلیكن ) 1( x x   علاقة انعكاسیة
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x,لیكن ) 2( y  بحیث انx y ،y x
x y یؤدي إلىy x  أوy x وكذلكy x یؤدي إلىx y   أوx y

yإذا كان  x   وx y   ولكن( )x y y x   y x    و( )y x   قض وھذا ینا
0xالخاصیة الثلاثیة  y x y      علاقة تخالفیھ

,لیكن ) 3( ,x y z  بحیث انx y ،y zy z
x y یؤدي إلىy x  أوy x وكذلكy z یؤدي إلىz y   أوz y

yإذا كان  x   وz y   ( ) ( )z x z y y x       z x z x   
وبالمثل نبرھن الحالات الأخرى  وعلیھ  . علاقة  متعدیةھي علاقة ترتیب جزئي على.

قابلین للمقارنة حقیقین رھن كل عددین بقي ان نب.مرتبة كلیا لبرھان 
x,لیكن  y y x   باستخدام الخاصیة الثلاثیة ، نحصل على ،

yأما  x   0أوy x  أو( )y x    وھذا یؤدي إلىx y أوx y أوy x
xوھذا یعني أما  y أوy x  وعلیھ علىكلي ھي علاقة ترتیب.

)6.3.3(مبرھنة
)نسبیة ل الأعداد الحق , , , )   حقل مرتب

: البرھان 
فیكفي ان نبرھن ما یلي .علىكلي ھي علاقة ترتیب بما ان

,لیكن ) 1( ,a b c  بحیث انa bb a   
( ) ( )a c b c b c a c b a           

,لیكن )2( ,a b c  بحیث انa b ،0c 
a b  بما انb a     0وكذلك بما انc c   . اصبح لدیناb a   ،c 

( )b a c    ولكن( )ac bc bc ac b a c bc ac       
ملاحظة

بالأعدادماذا حل الصحیحة ، الأعدادعن سألناالنسبیة ، لابد وان نسال ، كما الأعدادبعد ھذا العرض السریع حول 
f:على السؤال دعنا نعرف الدالة  الإجابةلأجلالنسبیة ؟ الأعدادالصحیحة ؟ وھل ھي جزء من   كالأتي :

)1,()( xxf  لكلx   . نلاحظ
x,لیكن : ةمتباینfالدالة ) 1( y  بحیث ان)()( yfxf 

.1 .1 ( ,1) ( ,1)x y x y x y      في

x,لیكن : ةمتباینfالدالة  y  بحیث ان)()( yfxf 
.1 .1 ( ,1) ( ,1)x y x y x y     

x,لیكن : على الجمع تحافظ fالدالة) 2( y ( ) ( ,1) ( ,1) ( ,1) ( ) ( )f x y x y x y f x f y       
x,لیكن : تحافظ على الضربfالدالة) 3( y ( ) ( ,1) ( ,1) ( ,1) ( ) ( )f x y x y x y f x f y       

النسبیةالأعدادالصحیحة داخل الأعدادتقوم بغمر fان الدالة 
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Properties of Rational Numberعة الأعداد النسبیة وخواص مجم4.3
، حیث بعض ھذه الخواص تكون خواصا سنتعرف في ھذا البند على بعض خواص مجموعة الأعداد النسبیة 

.عامة لآي حقل مرتب والبعض الأخر تكون خواصا خاصة إلى 
)1.4.3(مبرھنة

مجموعة قابلة للعد مجموعة الأعداد النسبیة 
:برھانال

1لتكن 1 2 2{0, , , , , }nA
n n n n

    لكلn . نعرف الدالة: nf A  1بالصیغة( )
2

x
f x

n


 عندماx

)فردي وان   )
2
x

f x
n

  عندماx زوجيf  دالة تقابلیة وعلیھnA مجموعة قابلة للعد لكلn 

nولكن 
n

A


 


  لان اتحاد المجموعات القابلة للعد تكون قابلة للعدة للعدمجموعة قابل.

)2.4.3(تعریف
a,إذا كان ) Dense(بأنھا كثیفة یقال عن العلاقة . Xعلاقة ترتیب جزئي على المجموعةلتكن b X بحیث
aان  b فان یوجد ،c X بحیث انa c b 

)3.4.3(مثال
غیر كثیفة علاقة الترتیب على مجموعة الأعداد الصحیحة 

: الحل
,لیكن  1a x b x   حیثx ,a b   وانa b

cنفرض یوجد   1بحیث انx c x a c b     
xبما ان  c یوجدk  بحیث انc x k  ، 1لكن 1 1k x k x c x       وھذا تناقض
 لایوجد عدد صحیح بینa،b وعلیھت كثیفةلیس.

)4.4.3(مبرھنة 
كثیفة اد النسبیة علاقة الترتیب على مجموعة الأعد

: البرھان
a,لیكن  b  بحیث انa b   . نضع

2
a b

c




a,بما ان  b a b     1، وكذلك بما ان 1( )
2 2

c a b       

2بما ان  2
2

a b
a c b a b a a b b a a a b b b a b


                

.كثیفة على وعلیھ 
)5.4.3(نتیجة 

a,لیكن  b  بحیث أنba  یوجد عدد نسبي ،r بحیث إنbra یر منتھي من الأعداد وعلیة فانھ یوجد عدد غ
.نسبیینالنسبیة بین أي عددین 

ملاحظة 
بالرغم من كثافة الأعداد النسبیة، فانھ توجد ھناك فجوات في ترتیبھا، والمبرھن التالیة توضح ذلك 
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)6.4.3(مبرھنة
xلایوجد  22بحث ان x  22وجد للمعادلة لای، بعبارة أخرى x جذر في حقل الأعداد النسبیة
:البرھان 

yیوجد نفرض : سنبرھن بطریقة التناقض  22بحیث أن y

aبما أن 
y y

b
   حیث,a b ،0b 1و),(.. badcg

22یما أن  2
2

2

 y
b

a)1(2 22 ba 

عدد زوجيaعدد زوجي 2aعدد زوجي 22bبما أن  caca 24 22

222222بما أن   2242 babccb 
2b عدد زوجيb  عدد زوجي 2),(.. badcg وھذا تناقضy   وعلیة لایوجد للمعادلة
22 xجذر في حقل الأعداد النسبیة

)7.4.3(تعریف
x,إذا كان ) Archimedean(ل ارخمیدي بأنھ حقFیقال عن حقل مرتب  y F 0بحیث ان x y  فان ،

kیوجد   بحیث انkx y.
)8.4.3(مبرھنة 

حقل ارخمیدي حقل الأعداد النسبیة 
:البرھان 

x,لیكن  y  0بحیث ان x y 

,a c
x y

b d
   حیث, , ,a b c d  ،0, 0b d 

0 0ad cb a c

bd bd b d
     

0نضع  , , ,p q a ad p c cb q
x y p ad q bc r bd

r r b bd r d bd r
            

kالآن نضع  k rq  
p q

kx y rq pq q y
r r

       حقل ارخمیدي
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)3(تمارین
x,لیكن ) 1( y  بحیث انx y . 1برھن على ان 1

x y


,لیكن )2( ,x y z  0بحیث انz  . برھن على انx y إذا وفقط إذا كانxz yz
x,لیكن ) 3( y  0بحیث انx  . برھن انھ یوجد عدد صحیحn بحیث انnx y
xبرھن على انھ لا یوجد ) 4(  2بحیث ان 6x 
xبرھن على انھ لا یوجد ) 5(  3بحیث ان 4x 
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The Real Numbersالحقیقیة الأعداد. 4
لقد اعتقد ، العملیات على الأعداد الحقیقیة  الترتیب على مجموعة الأعداد الحقیقیة مقدمة،إنشاء الأعداد الحقیقیة ،

التي (ة مجموعة الأعداد النسبیإلىقبل المیلاد 500حوالي سنة إلىالعاملون في الریاضیات ولفترة طویلة من الزمن امتدت 
، بعبارة أخرى ، كان كافة قطعات المستقیمات أطوالتكفي لقیاس )دون الإشارة إلى  كلمة نسبیة" بالأعداد " كانت تسمى

الا ان  احد الریاضیین الیونانیین من المدرسة الفیثاغوریة برھن حوالي .الاعتقاد ان طول كل قطعة مستقیم ھو عدد نسبي 
تماد على مبرھنة فیثاغورس ان وتر المثلث القائم الزاویة والمتساوي الساقین والذي طول كل قبل المیلاد وبالاع500عام  

2بعبارة أخرى، المعادلة . لایمكن تمثیلھ بعدد نسبيمن ضلعیھ القائمین وحدة واحدة  2x  لیس لھا حل في مجموعة الأعداد
. النسبیة

Construction of Real Numbersإنشاء الأعداد الحقیقیة 1.4
إلىتوجد طرق مختلفة لبناء الأعداد الحقیقیة  وسوف نستخدم طریقة إنشاء الأعداد النسبیة ، ولكن قبل التطرق 

ذلك نحتاج إلى بعض المفاھیم  
Axioms of Field بدیھیات الحقل)1.1.4(ریـفـتع

Fفي,baمع وجود عملیتین الأولى ھي عملیة الجمع والتي تقضي بأنة لأي عنصرین Fخالیة  الحقل ھو مجموعة غیر

baیمثل بالرمزFیوجد عنصر في  ویسمى حاصل جمعaمعb . والعملیة الثانیة ھي عملیة الضرب والتي تقضي بأنھ
baیمثل بالرمز Fیوجد عنصر فيFفي,baلأي عنصرین  ویسمى حاصل ضربaفيb . وتتصف ھاتان العملیتان

:بالخواص التي تطرحھا البدیھیات التالیة 
بدیھیة الإبدال   ) 1(

abba)  ا(   لكلFba ,)ب    (abba   لكلFba ,
بدیھیة التجمیع ) 2(

cbacba)  ا(  Fcbaلكل  )()( ,,)ب    (cbacba  Fcbaلكل  )()( ,,
cabacba:      بدیھیة التوزیع ) 3(  Fcbaلكل      )( ,,
بدیھیة العنصر المحاید) 4(

aaaبحیث أن F0یوجد) ا(  بالمحاید الجمعي 0ویسمى العدد Faلكل 00
aaaبحیث أن  F1یوجد ) ب(  بالمحاید الضربي 1ویسمى العدد Faلكل .11.

بدیھیة العنصر النظیر ) 5(
Faیوجد Faلكل ) ا(  )()(0بحیث أن )(  aaaa . یسمى العدد)( aبالنظیر الجمعي إلى

a وللسھولة یكتبa بدلا من)( a  . ونعرفba  بالصیغة)( baba 
1بحیث أن Fbیوجد Fa ،0aلكل ) ب( abbaویسمى العددb بالنظیر ألضربي إلىa

),,(یقال عن النظام الریاضي : بعبارة أخرى ،  1aلرمز ویرمز  لھ با F بأنھ حقلا إذا كان
)1 (),( F زمرة أبدالیة
)2  ()},0{|( Fزمرة أبدالیة
acabacbcabacbaیتحقق قانوني التوزیع، أي أن  )  3(  Fcbaلكل )(,)( ,,

)2.1.4(مثال
)تمثل مجموعة الأعداد النسبیة فان الثلاثي إذا كانت  , , )  یكون حقلا  ویسمى حقل الأعداد النسبیة

المبرھنة التالیة تبین الخواص العامة للحقل 
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) 3.1.4(مبرھنة 
Fcbaحقلا  ولیكن Fلیكن  ,,

)1 (aaa  0إذا وفقط إذا كانa)2 (00 a لكلFa)3 (aa  Faلكل )(
)4 (bababa  Fbaلكل )()()( ,)5 (22)( aa  لكلFa
)6(0ba 0إذا وفقط إذا كانa 0أوb 0,0بعبارة أخرى إذا كانت  ba 0فانba

0,0إذا كان ) 7(  ba 111فان)(   baba)8 (aa  Faلكل )1(
)9 ()()()( baba  لكلFba ,)10 (abba  Fbaلكل )( ,
)11 (cbca  إذا وفقط إذا كانba )12 (  0إذا كانc فانcbca  إذا وفقط إذا كانba 
aaفان0aإذا كان ) 13(  11 )(11و )(   aa

:البرھان
)1 (aaa  إذا وفقط إذا)()()( aaaaa  إذا وفقط إذا)())(( aaaaa 

00إذا وفقط إذا  a 0إذا وفقط إذاa.
)2  (00)00(000  aaaaa

)()(0بما أن ) 3(  aaaa فان)( aa  وذلك  لوحدانیة النظیر
)4  (0 0 ( ( )) ( )a a b b a b a b          

( )a b   النظیر الجمعي إلىa b ولكن( )a b  ھو النظیر الجمعي إلىa b فان( ) ( )a b a b    
)لان النظیر الجمعي وحید  وعلیھ  ) ( ) ( ) ( )a b b a b a a b           .

)5  (( ) ( ) ( ( )) ( ( ))a a a a a a a a             22وعلیھ)( aa 
0bإذا كانت )  6(  0فان 1 (0 1) 1a b a a a a a a            0وعلیھa b 

0aإذا كانت  b  0وكانتb 1فان 1( ) 0 0a b b b     1ولكن 1( ) ( ) 1a b b a b b a a         0فانa 
,0إذا كانت)    7( 0a b فان

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1). 1 0a b a b a b b a a b b a a a a a                       
)1ولكن  )a b   إلىھو النظیر الضربيa b 111فان)(   babaلان النظیر الضربي وحید

)8  (( 1) (1 )a a a      
)9  (( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )a b a b a b a b               
)10  (( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )a b a b a b a b b a                

)11(
( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( )) 0 0
a c b c a c c b c c

a c c b c c a b a b

          
             

)12              (
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

1 1
a c b c a c c b c c a c c b c c

a b a b

                 
     

Axioms of Orderبدیھیات الترتیب     )    4.1.4(تعریف
0a(عناصرھا غیر صفریة Pیحتوي على مجموعة جزئیة Fھو حقل ) Ordered field(الحقل المرتب 

وتحقق البدیھیات التالیة ) Positive(موجبة تسمى) Paلكل
Pbaإذا كان ) 1( , فانPba )2 ( إذا كانPba , فانPba 
Pa ،Pa:واحدة فقط من العبارات التالیة صادقةفان 0aبحیث أن Faإذا كان ) 3(
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)5.1.4(تعریف 
تسمى Xومستقرھا المجموعة الدالة التي منطلقھا مجموعة الأعـداد الطبیعیة. مجموعة غیر خالیةXلتكن

f:أي أن،Xمتتابعة فيfإذا كانت.Xفي(Sequence)متتابعة  Xومن تعریف الدالة نحصل على ، دالة
nأن لكل  یوجد عنصر واحد فقطXxn بحیث  nxnf  .لاحظ أن العناصرnxتحدد الدالةf بصورة كاملة

. للمتتابعة nبالحد العام للمتتابعة أو الحد النوني أو الحد ذي الرتبةnxویسمىnxبالرمزfولذلك سنرمز للدالة
ھي المجموعةnxالمدى للمتتابعة :nx n ولذا یجب التمییز بین المتتابعةnxوبین المدى لھا .

، حیث متتابعة معرفة في   nxإذا كانت  :مثلاً   nnx 1 لكلn  فأن      ,1,1,1,11  n
nx  إما ،

المدى یمثل المجموعة    : 1,1nx n   

)6.1.4(تعریف 
)لیكن  , , , )F   لتكنحقلا مرتبا وnx في متتابعةF .یقال عنnx مقیده بأنھا)Bounded( إذا وجدk Fأن بحیث

nx k فيF لكل قیمn.
)7.1.4(مثال

)في حقل الأعداد النسبیة  , , , )  

1إذا كانت ) 1(
nx

n
 فان المتتابعة ،nx 1تكون مقیدة ، لان 2nx

n
   لكلn 

2إذا كانت ) 2(
nx n فان المتتابعة ،nxتكون غیر مقیدة ، لأنھ لایوجدk  بحیث انnx k لكلn 

)8.1.4(تعریف 
)لیكن , , , )F   حقلا مرتبا ولتكنnxمتتابعة فيF .یقال عنnx متتابعة كوشي بأنھا)Cauchy sequence (فيF إذا كان
kیوجد Fفي0لكل  بحیث أن || mn xxلكلkmn ,)متتابعة كوشي  تسمى أیضا متتابعة أساسیة(.

)9.1.4(مبرھنة 
)في الحقل المرتب كوشي كل متتابعة  , , , )F   تكون مقیده.

: البرھان
مقیدة nxالمتتابعة :  یجب أن نبرھن : متتابعة كوشي nxلتكن

0لیكن  
kیوجد متتابعة كوشي nxبما أن حیث أن  بn mx x   لكلkmn ,

1لتكن  2{ , , , }kA F A x x x    وانA تحتوي على عنصر اكبر ، ولیكنb أي ان ،nx b b   

nلكل  k
)بما ان  ) ( )n n k k k n k n n n k kx x x x x x x x x x x x          

nوعلیھ لكل  k یكونn kx x b    nx b   لكلn  وعلیھ  المتتابعةnxمقیدة
ملاحظة 

ابعة كوشي والمثال التالي یوضح ذلك لیس بالضرورة ان تكون كل متتابعة مقیدة ان تكون متت
)10.1.4(مثال
1nxلیكن  عندماn 1زوجي وnx   عندماn فردي ، فانnxابعة مقیدة ولكنھا لیست متتابعة كوشيمتت.
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)11.1.4(مبرھنة 
n,لیكن كل من  nx y كوشي في الحقل المرتب متتابعة( , , , )F   كل منفأن,n n n nx y x y  تكون

Fمتتابعة كوشي في 
:البرھان 
Fفي 0لیكن ) 1(

1kیوجدFمتتابعة كوشي فيnxبما ان   بحیث ان| |
2n mx x


  1لكل,n m k

2kیوجدFكوشي فيمتتابعة nyوكذلك بما ان    بحیث ان| |
2n my y


  2لكل,n m k

نضع 21,max kkk  فیكون ،| |
2n mx x


  و| |
2n my y


  لكلkmn ,

       
2 2n n m m n m n m n m n mx y x y x x y y x x y y
 

             

nوعلیة   nx y متتابعة كوشي فيF

0لیكن  )  2(  فيF
تكون مقیدة كوشي بما أن كل متتابعة

 كل من,n nx y مقیدة یوجد,a b F بحیث أنnx a وny b  لكلn 

1kیوجدFمتتابعة كوشي فيnxبما ان   بحیث ان| |
2n mx x
b


  1لكل,n m k

2kیوجدFمتتابعة كوشي فيnyوكذلك بما ان   بحیث ان| |
2n mx x
a


  2لكل,n m k

نضع 21,max kkk  فان لكل ،kmn ,
( ) ( ) ( ) ( )n n m m n n n m n m m m n n m n m mx y x y x y x y x y x y x y y x x y        

( ) ( )
2 2n n m m n n m n m m n n m n m mx y x y x y y x x y x y y x x y a b
a b

 
             

nوعلیھ  nx y متتابعة كوشي فيF.
)12.1.4(تعریف 

)لیكن , , , )F   حقلا مرتبا ولتكنnxمتتابعة فيF .یقال عنnxمتقاربةبأنھا(Convergent)فيFإذا وجدx F

kیوجد Fفي 0لكلبحیث أن  بحیث: xxn لكلn k . ویقال أن النقطةx ھي نقطة تقارب
)وتكتب بالشكلفي nxFللمتتابعة  ) limn n

n
L x x x


  أوxxn

n



lim. إذا كانت nx غیر متقاربة تسمى

).Divergent(متباعدة
)13.1.4(مثال

)في حقل الأعداد النسبیة  , , , )  

إذا كانت ) 1(
1
2

nx nفان المتتابعة ،nx 0لكلمتقاربة إلى الصفر، لانتكون  في 1یوجد
2

2[ ]k


 
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)[ ]xتعني أعظم عدد صحیح اقل أو یساويx ( حیث ان
1 1
2 20nx n n     لكلn k .

)2 (2
nx nnx)(x 

( )nL x x0، یوجد  في بحیث ان  لكلk   یكونnx x  لأجلn k.
)14.1.4(مبرھنة

)في الحقل المرتب  , , , )F   
ھا نقطة تقارب وحیدة  متقاربة لnxكل متتابعة ) 1(
. كل متتابعة متقاربة تكون متتابعة كوشي والعكس غیر صحیح دائما) 2(

:البرھان
)، أي ان nxغایة للمتتابعة x ،yلیكن كل من )1( )nL x x ،( )nL x y،0لیكن و فيF

)بما أن  )nL x x   1یوجدk   بحیث
2nx x


   1لكلkn 

)وكذلك   )nL x y   2یوجدk   بحیث
2nx y


   2لكلkn 

نضع 21,max kkk  فیكون ،,
2 2n nx x x y
 

     لكلkn 

( ) ( )
2 2n n n nx y x x x y x x x y
 

           

0 x y     0لكل 0، أي انx y x y   

)بحیث أنXxیوجد Fمتتابعة متقاربة في nxلتكن) 2( )nL x x،

)بما أن  .  Fفي 0لیكن )nL x x   یوجدk   بحیث أن
2nx x


  لكلkn 

kmnإذا كان   ,  فأن ،,
2 2n mx x x x
 

   

( ) ( )
2 2n m n m n mx x x x x x x x x x
 

           

. Fمتتابعة كوشي في nxیھ فأنوعل
.) لاحقا) 21.1.4(انظر المبرھنة(العكس غیر صحیح دائما لتوضحي و

)15.1.4(نتیجة
)في الحقل المرتب متقاربةnxإذا كانت المتتابعة  , , , )F   والمثال التالي . كن العكس لیس صحیحا دائمافإنھا مقیدة ول

)المتتابعة :یوضح ذلك  1)n فيمقیدة ولكنھا لیست متقاربة.
)16.1.4(مبرھنة

)في الحقل المرتبnxلتكن , , , )F    بحیث انnx b لكلn  ولتكن ،( )nL x x فان ،x b)b F(
: البرھان

xسنبرھن بطریقة التناقض نفرض ان  bx b    0حیث ان 
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)بما ان  )nL x x   یوجدk   بحیث أن
2nx x


  لكلkn 

nxبما ان  b وكذلكx b  n nx x b b x x        

)لكن  )n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x x x x x              

nx x    ولكن
2nx x


 
2nx x


     .وھذا تناقضx b 

)17.1.4(مبرھنة 
n,لیكن كل من  nx y في الحقل المرتب متتابعة( , , , )F   انبحیث( )nL x x،( )nL y yفأن

)1(( )n nL x y x y  )2 (( )n nL x y x y  

:البرھان 
Fفي 0لیكن ) 1(

)بما ان  )nL x x 1یوجدk   بحیث أن
2nx x


  1لكلn k

)وكذلك بما ان  )nL y y2یوجدk   بحیث ان| |
2ny y


  2لكلn k

نضع 21,max kkk  فیكون ،
2nx x


  و| |
2ny y


  لكلkmn ,

       
2 2n n n n n nx y x y x x y y x x y y
 

             

)وعلیة   )n nL x y x y   فيF

0لیكن )  2(  فيF ،تكون مقیدة متقاربةبما أن كل متتابعة
 كل من,n nx y مقیدة یوجد,a b F بحیث أنnx a وny b  لكلn 

}maxنضع  , }c a b

)بما ان  )nL x x   1یوجدk   بحیث أن
2nx x
c


  1لكلn k

)وكذلك بما ان  )nL y y2یوجدk   بحیث ان| |
2ny y
c


  2لكلn k

نضع 21,max kkk  فان لكل ،kmn ,
( ) ( ) ( ) ( )n n n n n m n n nx y xy x y xy x y xy x y y x x y        

( ) ( )
2 2n n n n n n n nx y xy x y y x x y x y y x x y c c
c c

 
             

)وعلیھ  )n nL x y x y   فيF.
لاحظة م

)في الحقل المرتب متتابعة nxلیكن  , , , )F   

)إذا كانت) 1( )nL x x فان،( )nL x xوالعكس غیر صحیح دائما.
)إذا كانت) 2( ) 0nL x  فان ،( ) 0nL x 
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)18.1.4(تعریف
)لیكن  , , , )F    الزوج المرتب .حقلا مرتبا( , )A B یسمى قطعا)Cut( فيFإذا كان كل من,A B مجموعة جزئیة غیر

A) 1(بحیث ان Fخالیة من  B  )2 (A B F )3 ( إذا كان,x A y B  فانx y
).Upper Class(تسمى بالصف الأعلىBوالمجموعة ) Lower Class(بالصف الأسفلAوتسمى المجموعة 
ولم یحتو الصف الأعلى على اصغر Fإذا لم یحتو الصف الأسفل على اكبر عنصر في ) Gap(أنھ فجوة ویقال عن القطع ب

.Fعنصر في
) 19.1.4(مثال

)في الحقل المرتب  , , , )  
)1 (2 2{ : ( 0) ( 2)} , { : ( 0) ( 2)}A x x x B x x x           فان الثنائي ،( , )A B یكون قطع في ،

.2لا تحتوي على الجذر التربیعي إلى حیث وبالحقیقة یكون فجوة في 
)2 (2 2{ : 2} , { : 2}A x x B x x      نائي ، فان الث( , )A B یكون قطع في وھو لیس فجوة في ،لان

.2یحتوي على عنصر اكبر وھو Aالصف الأسفل 
)20.1.4(مبرھنة

)لتكن , )A B فجوة في الحقل فانھ توجد متتابعات ،,n nx y في بحیث ان لكلn  فان,n nx A y B  وان ،
1

n ny x
n

  وكذلك في المجموعة المتراجحات الآتیة متحققة:

1 1,n m n mx x y y
n n

    لكلm n،n 

: البرھان
)بما ان  , )A B فجوة في الحقل( , )A B  قطع,A B   ، وكذلك إذا كان,x A y B فان

0y x x y   

nلكل   1فان 0
n
 في وعلیھ باستخدام خاصیة أرخمیدس یوجدnk  1بحیث ان

nk y x
n
  

n nk k
x B x y

n n
      . وعلیھ  لكلn  المجموعة{ : }n

m
S m x B

n
    

nS  مجموعة جزئیة غیر خالیة وبما ان ، حسنة الترتیبnS  تحتوي على عنصر أول، ولیكنnm

nالآن لكل  ،1 ,n n
n n

m m
x x A y x B

n n


     

1
n ny x

n
  

)ولكن , )A B قطع فيn nx y  لكل,n m   1وعلیھ 1,n m m m n nx y x x y x
m n

     

nولذلك فانھ لكل  ،m n في  یكون
1 1 1max{ , } max{ , }m n m n n mx x x x x x
n m n

     

1وعلیھ 
m nx x

n
  لكلm n،n  1وبالمثل نبرھن

m ny y
n

  لكلm n،n 

ملاحظة 
المجموعة المتتابعات في ھذه المبرھنة ھي متتابعات كوشي في
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)21.1.4(مبرھنة 
توجد متتابعات كوشي غیر متقاربة في 

: البرھان
2لیكن  2{ : ( 0) ( 2)} , { : ( 0) ( 2)}A x x x B x x x           فان الثنائي ،( , )A B یكون فجوة في ،

.2لا تحتوي على الجذر التربیعي إلى لان 
n,توجد متتابعات )20.1.4(باستخدام المبرھنة  nx y في بحیث ان لكلn  فان, ,n nx A y y B ان ، و

1
n ny x

n
 

1 1n ny x y
n

     لكلn    . 1لاحظ ان
m nx x

n
  لكلm n

)1ولكن  ) 0L
n
nxوشي في متتابعة كولكنھا لا تتقارب إلى الصفر

nالآن لكل   2، فان 2 20 2 ( )( )n n n n n n nx y x y x y y      

1ولكن
n ny x

n
 2و 2 2( 1)0 2 2n

n n n n n n

y y
x y x y y y

n n


        

)1كذلك  ) 0L
n
 2في( ) 2nL x    2وحسب وحدانیة الغایة یكون 2x  انx 

متتابعة كوشي وغیر متقاربة nxوھذا مستحیل 
)22.1.4(تعریف

)في الحقل المرتب nxیقال عن المتتابعة  , , , )F   بة بأنھا موج)Positive( 0إذا یوجد  فيF وk 
nxبحیث ان   لكلn k.

)23.1.4(مثال
1المتتابعة 

n
0لیست موجبة لأنھ لكل في   فيFوk  1یكون

n
لكلn k .  بینما المتتابعةn

1لأنھ یوجد موجبة في   1وk  1بحیث انnx  1لكلn .
)23.1.4(مبرھنة

)في الحقل المرتب كوشي متتابعة nxلتكن , , , )F   فقط من العبارات التالیة صادقة فتكون واحدة
)1(( ) 0nL x )2 (المتتابعةnx  موجبة)المتتابعة)3nx  موجبة

:البرھان 
نفرض العبارة الأولى غیر صحیحة 

 0یوجد  فيF بحیث ان لكلk  فانnx  لكلn k

0وان Fمتتابعة كوشي في nxبما ان
2

 1یوجدk  بحیث ان بحیث ان| |

2n mx x


  1لكل,n m k

nx(باستخدام لكلn k ( 1وبفرضk k ینتج انmax{ , }n n nx x x   1لكلn k

mxإذا كان : الآن   ینتج( )
2n m m n m nx x x x x x


       أي ان المتتابعة ،nx موجبة
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mxأما إذا كانت    ینتج( )
2n m n m n mx x x x x x


        لمتتابعة ، أي ان اnxموجبة.

تكون صادقة )  3(،)2(،)1(لذا فقد برھنا على الأقل واحدة من العبارات 
.الآن سوف نبرھن على انھ لا یجوز ان تكون أكثر من واحدة من العبارات الثلاث صادقة

)نفرض  ) 0nL x  0لكل  فيF یوجدk بحیث انmax{ , }n n nx x x    لكلn k

kبحیث  لأجلFفي لذا لایوجد عنصر موجب   أماnx  لكلn kأوnx   لكلn k

.غیر صادقة ) 3(،)2(صادقة فتكون العبارة في كل من ) 1(وھذا یعني إذا كانت العبارة
ادقتان ص) 3(،)2(الآن نفرض العبارتین 

1یوجد 20, 0   فيF1و 2,k k  بحیث انnx  1لكلn k . وnx   2لكلn k

1لیكن  2max{ , }n k k

2 10 0nx        تكون صادقة) 3(،)2(،)1(وعلیھ واحدة فقط من العبارات . وھذا مستحیل.
)24.1.4(مبرھنة 

: كالأتيمعرفة Fعلاقة على ~ولتكن .تمثل مجموعة كل متتابعات كوشي في Fلتكن 
~ ( ) 0n n n nx y L x y   حیث,n nx y F 

Fعلى تكافؤعلاقة~فان 

: البرھان 
nxلیكن :علاقة انعكاسیة ~)1( F 

~بما ان  ( ) (0) 0n n n nx x L x x L   ~  علاقة انعكاسیة
n,لیكن :  علاقة متناظرة~)2( nx y F  بحیث ان~n nx y

~بما ان  ( ) ( ( )) 0 ( ) 0 ~n n n n n n n n n ny x L y x L x y L x y x y         

~  علاقة متناظرة
,لیكن : علاقة متعدیة  ~) 3( ,n n nx y z F  بحیث ان~n nx y و~n ny z

)بما ان  ) 0 ~n n n nL x y x y   وكذلك بما ان( ) 0 ~n n n nL y z y z  

( ) (( ) ( )) ( ) ( ) 0 0 0n n n n n n n n n nL x z L x y y z L x y L y z            

~   علاقة متعدیة~  علاقة  تكافؤ علىF.
ملاحــظة 

فــان مجموعة القسمة تشـكل تجزئـــة وعلیـــــھ Fعلاقة تكافؤ على المجموعة ~ن بما ا
/ ~ {[ ] : }n nF x x F  

أي أن  ویرمز لھا بالرمز بمجموعة الأعداد الحقیقیة )مجموعة القسمـة( سوف یطلق على ھذه المجموعة 
/ ~F  وسوف نرمز للعدد النسبي . حقیقي في ھذه المجموعة بالعـــدد ال) كل صف تكافؤ ( ویطلق على كل عنصر

]بدلا من nxبالرمز  ]nx               وعلیة
{ : ~ } { : ( ) 0}n n n n n n nx y F y x y F L x y      
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)25.1.4(مثال
10بما ان )1( ~

n
1لان  1( 0) ( ) (0) 0 0 0L L L

n n
      ھو العدد الحقیقي صفر0صف التكافؤ فان.

11بما ان ) 2( ~ 1
n
 1لان 1(1 1) ( ) 0L L

n n
    دد الحقیقي واحد ھو الع1فان صف التكافؤ.

1لیكن ) 3( 1x  ،1 10
n

n n n

y
x x   لكلn  حیثny  فان صف التكافؤnx 2ھو العدد الحقیقي.

Arithmetic of the Real Numbersالحقیقیة حساب الأعداد 2.4
لغرض تعریف عملیتي  جمع وصرب الأعداد الحقیقیة  نحتاج إلى مبرھنة التالیة 

)1.2.4(مبرھنة
,لیكن , ,n n n nx x y y F    بحیث ان~ , ~n n n nx x y y  فان ،

)1 (~n n n nx y x y  )2 (~n n n nx y x y  

: انالبرھ
,بما ان )  1( ,n n n nx y x y F  متتابعات كوشي فانn nx y تكون متتابعة كوشيn nx y F  

,وبالمثل  ,n n n nx y x y F     متتابعات كوشي فانn nx y تكون متتابعة كوشيn nx y F   

)بما ان  ) 0 ~n n n nL x x x x    0لكل   1یوجدk  0بحیث ان
2n nx x
   1لكلn k

n~وكذلك بما ان nx y ( ) 0n nL y y    0لكل   2یوجدk  0بحیث ان
2n ny y
   1لكلn k

نضع 21,max kkk  فان لكل ،n k فیكون
2n nx x
  و

2n ny y
  لكلn k

       
2 2n n n n n n n n n n n nx y x y x x y y x x y y
 

                  

~ (( ) ( )) 0n n n n n n n nx y x y L x y x y          .
,بما ان ) 2( ,n n n nx y x y F  متتابعات كوشي فانn nx y تكون متتابعة كوشيn nx y F 

,بالمثل و ,n n n nx y x y F     متتابعات كوشي فانn nx y تكون متتابعة كوشيn nx y F   

n,بما ان  nx y F  ,n nx y   متتابعات مقیدة لان كل متتابعة كوشي تكون مقیدة
 یوجد,a b  بحیث انnx a ،ny b  لكلn 

)بما ان  ) 0 ~n n n nL x x x x    0لكل  1یوجدk  0بحیث ان
2n nx x
b

   1لكلn k

n~وكذلك بما ان nx y ( ) 0n nL y y    0لكل   2یوجدk  0بحیث ان
2n ny y
a

   1لكلn k

نضع 21,max kkk  فان لكل ،n k
( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n n n n n n n n n n n nx y x y x y x y x y x y x y y x x y                

( ) ( )
2 2n n n n n n n n n n n n n n n nx y x y x y y x x y x y y x x y a b
a b

 
                    
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~ ( ) 0n n n n n n n nx y x y L x y x y        .
)2.2.4(مبرھنة

:توجد الدوال , :F G         بحیث ان( , ) , ( , )n n n nF x y x y G x y x y   

n,لكل   nx x y y  .
: البرھان 

))}لتكن  , ), ) : , , , }n n n nF x y x y x x y y x y    ( )F      
علاقة من Fأي ان   إلى

)الآن لكل  , )x y    یوجد,n nx x y y  حیث ان,n nx y F  وكذلكn nz x y  بحیث ان
(( , ), )x y z F

domأي ان  F   
,إذا كان  ,n n n nx x y y z x y          بحیث ان~ , ~n n n nx x y y 

n~، نحصل على )1.2.4(باستخدام المبرھنة  n n nx y x y  (( ) ( )) 0n n n nL x y x y     

z z  F  علاقة تابعیة  وعلیھF دالة من المجموعة  إلى
.دالة Gوبالمثل نبرھن 

)     3.2.4(تعریف 
n,لیكن كل من nx x y y ، عددا نسبیاx y یسمى مجموع ھذین العددین ویعرف بالصیغة( , )x y F x y  ،

أي ان
n n n nx y x y x y    

xویسمى  y حاصل ضرب العددین,x yویعرف بالصیغة( , )x y G x y  أي ان ،
n n n nx y x y x y    

)4.2.4(برھنةم
)مع عملیة الجمع والضرب تكون حقلا ، أي ان النظام الریاضي حقیقیة ان مجموعة الأعداد ال , , حقل.

Order on the Set on Real Numbersحقیقیة الترتیب على مجموعة الأعداد ال3.4
أي . ، ونرمز لھا بالرمزFعلى إنھا صفوف تكافؤ عائدة إلى متتابعات موجبة في سنعرف العناصر الموجبة في

}متتابعة موجبة في nx{ان : ,nx x x F   .
)1.3.4(مبرھنة 

n,لیكن  nx x F   بحیث ان~n nx x  . إذا كانتnx متتابعة موجبة فانnx  متتابعة موجبة.
: البرھان

0موجبة فانھ یوجد nxبما ان المتتابعة   في ،1k  بحیث انnx  1لكلn k.

)ولكن  ) 0 ~n n n nL x x x x    2یوجدk  بحیث ان
2n nx x
  2لكلn k

2 2n nx x
      2لكلn k
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1نضع 2max{ , }k k k( ) 0
2 2n n n nx x x x
 

          لكلn k  وعلیھnx  متتابعة موجبة في.

)2.3.4(مبرھنة 
 مجموعة من عناصر موجبة في

: البرھان 
x,لیكن  y ,n nx x y y    حیث ان,n nx y متتابعات موجبة فيF

 1یوجد 0  في 1وk  1ان بحیثnx  1لكلn k

2وكذلك  0  في 2وk  2بحیث انny  2لكلn k

1نضع 2max{ , }k k k1nx   ،2ny  لكلn k

1 2n nx y        لكلn kn nx y  متتابعة موجبة فيF

n n n nx y x y x y        . وبالمثل نبرھنx y  
بقي ان نبرھن على الخاصیة الثلاثیة 

nxلیكن  x x    حیث انnx متتابعة موجبة فيF

nx متتابعة موجبة  في إذا وفقط إذا كانx 
( ) 0nL x  في 0إذا وفقط إذا كانx  في

nx متتابعة موجبة  في إذا وفقط إذا كانnx x    
، تكون واحدة فقط  من العبارات التالیة صادقة )23.1.4(باستخدام المبرھنة 

)1(nx ، موجبة)2  (nx ، موجبة)3 (( ) 0nL x 

العبارات التالیة صادقة وعلیھ فان واحدة فقط  من
)1 (x )2 (x  )3 (0x 

مجموعة من عناصر موجبة في وعلیھ 
ملاحظة 
:وتحقق البدیھیات التالیة یرمز لھا بالرمز خالیة منمجموعة جزئیة غیرتبین وجود ) 2.3.4(المبرھنة 

x,إذا كان ) 1( y  فانx y    وxy 
xإذا كان ) 2(  صادقة فان واحدة فقط من العبارات التالیة

, 0 ,x x x     
ھو xالعدد الحقیقي ). تسمى مجموعة الأعداد الحقیقیة الموجبة أي أن (تسمى أعداد موجبة الأعداد التي تنتمي إلى 

xعدد سالب إذا وفقط إذا كان    .جموعة الأعداد الحقیقیة السالبة یرمز لھا بالرمز وم والصفر لیس موجبا أو
سالبا وعلیة  0     

)3.3.4(تعریف 
x,لتكن  y  یقال عنx بأنھ اقل منy ) یكتبyx  ( إذا كانy x   ویقال عنx بأنھ اكبر منy )
yxیكتب   ( إذا كانxy  أي إذا كان،x y   وعلیة یكونyx انإذا وفقط إذا كxy 

رموز 
)1 (yx  تعني أماyx  أوyx  وتقراx اقل أو یساويy)2(zyx  تعنيyx  وzy 
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)4.3.4(مبرھنة 
.مرتبة جزئیا وكذلك كلیا مجموعة الأعداد الحقیقیة 

: البرھان
ھي علاقة ترتیب جزئي على یجب ان نبرھن العلاقة  

xلیكن ) 1( x x   علاقة انعكاسیة
x,لیكن ) 2( y  بحیث انx y ،y x

x y یؤدي إلىy x  أوy x وكذلكy x یؤدي إلىx y   أوx y
yإذا كان  x   وx y   ولكن( )x y y x   y x    و( )y x    وھذا یناقض

0xالخاصیة الثلاثیة  y x y      علاقة تخالفیھ
,لیكن ) 3( ,x y z  بحیث انx y ،y zy z

x y یؤدي إلىy x  أوy x وكذلكy zیؤدي إلىz y   أوz y
yإذا كان  x   وz y   ( ) ( )z x z y y x       z x z x   

الأخرىوبالمثل نبرھن الحالات   وعلیھ  . علاقة  متعدیةھي علاقة ترتیب جزئي على.
قابلین للمقارنة حقیقین بقي ان نبرھن كل عددین .مرتبة كلیا لبرھان 

x,لیكن  y y x   باستخدام الخاصیة الثلاثیة ، نحصل على ،
yأما  x   0أوy x  أو( )y x    وھذا یؤدي إلىx y أوx y أوy x

xوھذا یعني أما  y أوy x  وعلیھ علىكلي ھي علاقة ترتیب.
)4.3.4(مبرھنة

)حقل الأعداد الحقیقیة , , , )   حقل مرتب
: البرھان 

فیكفي ان نبرھن ما یلي .علىكلي ھي علاقة ترتیب بما ان
,لیكن ) 1( ,a b c  بحیث انa bb a   

( ) ( )a c b c b c a c b a           
,لیكن )2( ,a b c بحیث انa b ،0c 

a b بما انb a     0وكذلك بما انc c   . اصبح لدیناb a   ،c 
( )b a c    ولكن( )ac bc bc ac b a c bc ac       

ملاحظة
بالأعداد، ماذا حل الصحیحةالأعدادالطبیعیة وعن سألنا، لابد وان نسال ، كمالحقیقیة االأعدادحول ان أنشانا بعد 

f:على السؤال دعنا نعرف الدالة  الإجابةلأجل؟ حقیقیة الالأعداد؟ وھل ھي جزء من نسبیة ال  كالأتي :
( )f x x لكلx   . نلاحظ

x,لیكن : ةمتباینfالدالة ) 1( y  بحیث ان)()( yfxf 
( ) 0 ~x y L x y x y x y        في

x,لیكن : تحافظ على الجمع fالدالة) 2( y ( ) ( ) ( )f x y x y x y f x f y       

x,لیكن : تحافظ على الضربfالدالة) 3( y ( ) ( ) ( )f x y x y x y f x f y       
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x,لیكن : ترتیب تحافظ على الfالدالة)4( y  بحیث انx y0y x  y x  موجبة في متتابعة

( ) ( ) 0f x f y y x    

.حقیقیة الالأعدادداخل نسبیة الالأعدادتقوم بغمر fان الدالة 
The Completenessالكمالیة 4.4

)1.4.4(تعریف 
)یقال عن الحقل المرتب  , , , )F   أنھ كامل ب)Complete ( إذا كانت كل متتابعة كوشي فیھ متقاربة

)2.4.4(مثال 
.حقل الأعداد النسبیة غیر كامل لأنھ توجد متتابعة كوشي فیھ ولكنھا لیست متقاربة 

)3.4.4(مبرھنة
0xلكل عدد حقیقي   یوجد عدد نسبيr 0بحیث ان r x 

:البرھان 
nxبما ان  x x  

0xبما ان  nx  متتابعة موجبة فيF 0یوجد في وk  بحیث انnx  لكلn k

0
2nx

   لكلn k0

2nx

   لكلn k المتتابعة

2nx

 موجبة فيF

0 0
2 2 2n n n nr x x x x
  

          حیث
2

r


 

0بحیث ان rوبھذا تكون قد وجدنا عدد نسبي  r x .
)4.4.4(ھنةمبر

xلیكن   ،) أي انnx x حیث انnx متتابعة كوشي في ( فان( )nL x x في
: البرھان 

0لیكن   فيیوجد )3.4.4(، باستخدام المبرھنة ،r  0بحیث ان r  .

kیوجد متتابعة كوشي في nxبما ان   بحیث ان
2n mx x


  لكل,n m k

2 2 2n m n mr x x r x x
  

           لكل,n m k

mنضع  n my r x x   لكلn k فانmy متتابعة كوشي وموجبة في
 لكلn k0my   في.

n: الآن  n m n mx x x x x x r r         لكلn k

)وھذا یعني ان   )nL x x في.
)5.4.4(نتیجة

xإذا كان  0و  في فانھ یوجدy  بحیث انx y  

: البرھان 
nxلیكن   x حیث انnx متتابعة كوشي في ( فان( )nL x x في
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0بما ان   یوجدk  بحث انnx x   لكلn k

nyلیكن  y x  n nx y x x x x       

)6.4.4(مبرھنة
امل حقل كحقل الأعداد الحقیقیة 

: البرھان 
0لیكن . nrیجب ان نیرھن المتتابعة ، متتابعة كوشي في nrلتكن   في

nل ، نحصل على لك)5.4.4(باستخدام النتیجة  یوجد عدد نسبي ،nq 1بحیث ان
n nr q

n
 

)1بما ان  ) 0L
n
 في 1یوجدk  1بحیث ان 1 1 0

3n n n


    1لكلn k

3n nr q


   1لكلn k

nr  متتابعة كوشي في 2یوجدk  بحیث ان
3n mr r


  2لكل,n m k .

3نضع 1 2max{ , }k k k فان ،

( ) ( ) ( )
3 3 3n m n n n m m m n n n m m mq q q r r r r q q r r r r q
  

                  3لكل,n m k

nq  متتابعة كوشي في وجد ی، )4.4.4(، باستخدام مبرھنةr  بحیث ان( )nL q r

4kوعلیھ یوجد   2بحث ان
3nq r


  3لكلn k

1نضع  4max{ , }k k k 2، فان( ) ( )
3 3n n n nr r r q q r
 

        4لكلn k . وھذا یعني ان( )nL r r ،

.حقل كاملوعلیھ 

خواص الأعداد الحقیقیة 5.4
خواص إلىسبق وان نتطرق في الفقرات السابعة إلى بعض خواص الأعداد الحقیقیة ، وفي ھذه الفقرة سوف نتطرق 

. أخرى
)1.5.4(تعریف

إذا كان لكل  Xفي ) Dense(بأنھا مجموعة كثیفة Aیقال عن. Xمجموعة جزئیة من مجموعة مرتبة Aن لتك
,a b X بحیث انa b فانھ یوجد ،c A بحیث انa c b .
)2.5.4(مبرھنة

مجموعة كثیفة في مجموعة الأعداد النسبیة
: البرھان 

a,لیكن  b  بحیث انa b
)بما ان النظام الریاضي  , , , )   حقل مرتب وعلیھ یكون الترتیب فيكثیفا . یوجدx  بحیث انa x b 
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}minنضع  , }x a b x    ،یوجد )5.4.4(باستخدام النتیجةy  بحیث انx y   وعلیھ
x y x x y           a x y x b       

aبحیث ان yوبھذا نكون حصلنا على عدد  y b ، وعلیھ مجموعة كثیفة في.
)3.5.4(مبرھنة

حقل ارخمیدي حقل الأعداد الحقیقیة
:البرھان 

x,لیكن  y  0بحیث ان x y 
1ولیكن  2,r r  1بحیث ان 20 r x y r x y      لان مجموعة كثیفة في.
1بما ان  20 r r  وانحقل ارخمیدي یوجدk  1بحیث ان 2kr r في
1وعلیھ  2kx kr r y   أي ان ،kx yحقل ارخمیدي.
)4.5.4(تعریف

a,لیكن  b  بحیث أنba 
 ( , ) : , [ , ] { : }, ( , ] { : }, [ , ) { : }

( , ) { : }, ( , ] { : }
( , ) { : }, [ , ) { : }

a b x a x b a b x a x b a b x a x b a b x a x b

b x x b b x x b

a x a x a x a x

               

           
         

   
 
 

كل فترة من الأعداد الحقیقیة تحتوي على عدد غیر منتھ من الأعداد النسبیة : نستطیع أن نقول  الحقیقیةحسب كثافة الأعداد 
ة فقط أي انھ لاتوجد فترات تتكون من أعداد نسبیة فقط أو أعداد غیر نسبی.وعلى عدد غیر منھ من الأعداد غیر النسبیة 

)5.5.4(مبرھنة
A(0,1)المجموعة   تكون مجموعة غیر قابلة للعد

: البرھان
قابلة للعد ،فان Aنفرض ان المجموعة : سنبرھن بطریقة التناقض  1 2 3, , ,A a a a  حیثnaن أعداد حقیقیة ، یمك

إذن . التعبیر على شكل كسور عشریة دوریة منتھیة أو غیر منتھیة 
1 11 12 13 2 21 22 23 1 2 30. , 0. , , 0.n n n na b b b a b b b a b b b      0,1,2}حیث, ,9}ijb   إذا كان :  ، أي أنka A ،

1فان  2 30.k k k ka b b b  0,1}حیث, 2, ,9}ijb   .
1الآن لیكن  2 30.x x x x  1حیث 11 2 220 , 0 , ,0 n nnx b x b x b      كما أن ،nx a لكلn  . وھذا

.تناقض 
)6.5.4(نتیجة

.تكون مجموعة غیر قابلة للعد كل فترة في ) 2(مجموعة غیر قابلة للعد مجموعة الأعداد الحقیقیة  ) 1(
: البرھان 

:الدالة نعرف )  1( (0,1)f  بالصیغة( )
1

x

x

e
f x

e



xلكل   وبسھولة یمكن اثبات ان الدالةfتقابلیة .

.مجموعة غیر قابلة للعدغیر قابلة للعد ، فان (0,1)عة بما ان المجمو
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Complex numbersالأعداد العقدیة.5
012أن سبب إنشاء الأعداد العقدیة ھو أن المعادلة    xلیس لھا حل في حقل الأعداد  الحقیقیة . وفي ھذا البند

.موعة الأعداد العقدیة بالرمزسوف نبین كیفیة إنشاء الأعداد العقدیة من مجموعة الأعداد الحقیقیة ویرمز لمج

Construction of Complex Numbersإنشاء الأعداد العقدیة 1.5
)1.1.3(تعریف

علاقة على ~ولتكن . حقیقیة تمثل مجموعة الأعداد اللتكن ة كالأتي معرف :
( , ) ~ ( , ) ( , ) ( , )a b c d a b c d  حیث, , ,a b c d 

من الواضح جدا ان ھذه العلاقة ھي علاقة تكافؤ على   . فــان مجموعة القسمة تشـكل تجزئـــة وعلیـــــھ
/ ~ {[( , )] : ( , ) }a b a b      

/أي أن  ویرمز لھا بالرمزعقدیة مجموعة الأعداد ال) بمجموعة القسمـة(مجموعة سوف یطلق على ھذه ال ~   
)وعلیھ كل صف تكافؤ یتألف من عنصر واحد وكل زوج مرتب  , )a b وعلیھ.یسمى عددا عقدیا

{( , ) : , }a b a b      
)2.1.3(تعریف

1لیكن  1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y  . 1یقال أن 2z z 1إذا كان 2 1 2,x x y y  . أي یتساوى العددان العقدیان إذا
.تساوى جزءاھما الحقیقیان وتساوى جزءاھما التخیلان وبالعكس

)3.1.3(مثال
x,جد قیمة كل من yیتین اللتین تحققان المعادلة في كل ممایاتي الحقیق

)1 ((3 1, 2) (13, 2 1)x y  )2((3 ,6) ( 2,12 )x x y )3 (( 3 9,3 2 1) (4,33)x y x y    
: الحل 
)1((3 1,2) (13,2 1)x y  

4 3 13 1 12 3 1 13x x x         3وكذلك 2 1 2 2 2 1
2

y y y      

)2 ((3 ,6) ( 2,12 )x x y 

1 2 2 3 2 3 2x x x x x x         1وكذلك 6 12
2

y y  

)3 (( 3 9,3 2 1) (4,33)x y x y    
3 9 4 (1) (3 2 1) 33 (2)x y x y       

,2بحل المعادلتین آنیا نحصل على  1x y  .

Arithmetic of theعقدیة حساب الأعداد ال2.5 Complex Numbers
لغرض تعریف عملیتي  جمع وصرب الأعداد النسبیة  نحتاج إلى مبرھنة التالیة 

)1.2.5(مبرھنة
:توجد الدوال , :F G         بحیث ان

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , ) ( , ), ( , ) ( , )F z z x x y y G z z x x y y x y x y     

1لكل   1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y  .
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)     2.2.5(تعریف 
1لیكن كل من 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y  ،1 2z z یسمى مجموع ھذین العددین ویعرف بالصیغة

1 2 1 2( , )z z F z z 1، أي ان 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )z z x y x y x x y y     1ویسمى 2z z حاصل ضرب العددین
1 2,z z1ویعرف بالصیغة 2 1 2( , )z z G z z  1، أي ان 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , )z z x y x y x x y y x y x y     

المبرھنة الآتیة تبین خواص عملیتي الجمع والضرب 
)3.2.5( مبرھنة 

تمتع عملیة الجمع على الأعداد العقدیة بالخواص الآتیة ) 1(
1إذا كان ) ا( 2,z z  1فان 2 2 1z z z z  )الخاصیة الابدالیةCommutativity  (
1إذا كان ) ب( 2 3, ,z z z  1فان 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z    )الخاصیة التجمیعیةAssociativity(
0یوجد ) ج( (0,0)   0بحیث ان 0z z z    لكلz  بالعنصر المحاید الجمعي 0ویسمى العدد

)Additive Identity(
zلكل ) د(  یوجدz   بحیث ان( ) ( ) 0z z z z      یسمى العدد( )z بالنظیر الجمعي إلىz

)Additive Inverse(
)مما سبق نستنتج ان  , )رة أبدالیة زم)Commutative Group(

تمتع عملیة الضرب على الأعداد العقدیة بالخواص الآتیة )2(
1إذا كان ) ا( 2,z z  1فان 2 2 1z z z z)الخاصیة الابدالیةCommutativity  (
1إذا كان ) ب( 2 3, ,z z z  1فان 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z)یةالخاصیة التجمیعAssociativity(
1یوجد ) ج( (1,0)   1.بحیث ان 1.z z z  لكلz  بالعنصر المحاید الضربي 0ویسمى العدد

)Multiplicative Identity(
zلكل ) د(  ،0z  1یوجدz    1بحیث ان 1 1zz z z   1یسمى العددz  بالنظیر الضربي إلىz

)Multiplicative Inverse( ،
)مما سبق نستنتج ان  |{0}, ) زمرة أبدالیة)Commutative Group(

تتوزع على عملیة الجمع على الأعداد العقدیة عملیة الضرب عملیة الضرب ) 3(
1إذا كان  2 3, ,z z z  1فان 2 3 1 2 1 3( )z z z z z z z   1وكذلك 2 3 1 3 2 3( )z z z z z z z  

حقلا یسمى حقل مع عملیتي الجمع والضرب المعرفتان علیھا تكونان ھذه المبرھنة تبین ان مجموعة الأعداد العقدیة 
.أیضاالأعداد العقدیة الذي یرمز لھ بالرمز 

)4.2.5(مثال
1لیكن )  1( 2(1, 2), (3,5)z z  فان

1 2 (1,2) (3,5) (1 3,2 5) (4,7)z z      

1 2 (1,2) (3,5) (1 3 2 5,1 5 2 3) (3 10,5 6) ( 7,11)z z              

1لیكن) 2( 2(2,3), (5,1)z z  فان
1 2 (2,3)(5,1) (2 5 3 1,2 1 3 5) (10 3,2 15) (7,17)z z            

1لیكن)3( 2 3(2, 1), (4, 2), (1,3)z z z    فان
(2,1)(4, 2)(1,3) (2,1)((4 6,12 2)) (2,1)( 2,14) ( 4 14, 28 2) (10,30)         
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)5.2.5(مثال
x,جد قیمة كل من  yالحقیقیتین اللتین تحققان المعادلة في كل ممایاتي

)1 (2(3,4) 2( , ) ( , )x y x y  )2 ((3, 2)( , ) 2( , 2 ) ( 1, 2)x y x y    
: الحل 

)1 (2(3,4) 2( , ) ( , )x y x y  
( 7 2 , 24 2 ) ( , ) ( 7, 24) (2 , 2 ) ( , ) (9 16,12 12) (2 , 2 ) ( , )x y x y x y x y x y x y              

7 3 0 (1), 24 0 (2) 7 2 , 24 2x y x x y y            
7 , 24
3

x y    

)2 ((3, 2)( , ) 2( , 2 ) ( 1,2)x y x y    
(3 2 , 2 3 ) (2 1, 4 2) (3 2 , 2 3 ) (2 , 4 ) ( 1, 2)x y x y x y x y x y x y              

2 1 (1), 2 7 2 (2) 3 2 2 1, 2 3 4 2x y x y x y x x y y              
,1آنیا نحصل على ) 2(،)1(بحل المعادلین  0x y  

)5.2.5(مثال
)لیكن  1, 1)z    2برھن على ان 2 2 0z z  
: الحل 

2 22 2 ( 1 ,1) 2( 1 ,1) 2 ((1 1,1 1)) ( 2, 2) (2,0) (0 2 2,2 2) (0,0) 0z z                     

ملاحظة 
لأجل بعد ان أنشا نظام الأعداد العقدیة من نظام الأعداد الحقیقیة ولابد من السؤال عن الأعداد الحقیقیة نفسھا في ھذا البناء ، 

f:نعرف الدالة . الإجابة عن ھذا السؤال    بالصیغة( ) ( ,0)f x x لكلx   . نلاحظ
 الدالةf لیكن : متباینة,x y  بحیث ان)()( yfxf ( ,0) ( ,0)x y x y   
 الدالةf لیكن : تحافظ على الجمع,x y ( ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ) ( )f x y x y x y f x f y       
 الدالةf لیكن : تحافظ على الضرب,x y ( ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ) ( )f x y x y x y f x f y       

ھي مجموعة مجموعة الأعداد الحقیقیةأي ان . تقوم بغمر الأعداد الحقیقیة داخل الأعداد العقدیة fان الدالة 
)جزئیة فعلیة من مجموعة الأعداد العقدیة  ( لان كل عدد حقیقيx  یمكن كتابتھ بالشكل( ,0)x

)6.2.6(برھنةم
zإذا كان   فانz یمكن التعبیر عنھ بطریقة واحدة فقط بالشكلz x yi  حیث,x y  ،(1,0)i 
: البرھان 

( , ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) (0,1)z x y x y x y x yi       
zنفرض ان . لبرھان الوحدانیة  x y i   حیث ان,x y 

( , ) ( ,0) ( ,0)(0,1) ( ,0) (0, ) ( , )x y z x y i x y x y x y               ,x x y y   

لاحظات م
وھو عدد غیر حقیقي 1لذلك نفترض وجود عدد یساوي .وبما انھ لایوجد عدد حقیقي مربعھ یساوي سالب واحد 

1iأي أن(iونرمز لھ بالرمز   ( ویسمى الوحدة التخیلیة)Imaginary Unit ( لیس من الأعداد التي وھو
یحقق الخواص الجبریة للأعداد الحقیقیة ما عدا خاصیة الترتیب، ولھذا نستطیع iإن العدد . تقرن مع العد أو القیاس

وكما یلي iحساب قوى 
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2 3 2 4 2 2

2 2 3

1, ( 1) , ( 1) ( 1) 1
1 1 1 1 1 1, 1, ( 1) ( )

1 1

i i i i i i i i i

i i i
i i i

i i i i i i i

               

              
  

4nوبصورة عامة  r ri i  حیثn  ،0,1, 2,3r  . وھذا یعني انھ عند رفعi لعدد صحیح موجب فالناتج
}یكون احد عناصر المجموعة  , , 1,1}i i .

: مثلا 
8 4 2 0 0 21 4 5 1 1 54 4 13 2 2 103 4 25 3 31, , 1,i i i i i i i i i i i i i i                    

وكذلك 
32 41 66

32 4 8 0 0 41 4 10 1 1 66 4 16 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11, , 1
1 1

i i i i
i i i i i i i i i i

  
                     


ملاحظة

1a:بالصورة iیمكننا كتابة الجذور لأي عدد حقیقي سالب بدلالة  a ai     0لكلa  . مثلا
4 4 2 , 8 8 2 2

9 9 3 , 75 75 5 3

i i i i

i i i i

     

     

)7.2.5(مثال
3)حل المعادلة  5 ) 4i z i    حیثz 

: الحل 
(4 ) (3 5 ) (4 3) ( 1 5) 1 6 (3 5 ) 4z i i i i i z i               

)8.2.5(مثال
5ضع بالصیغة العادیة للعدد العقدي  للمقدار ) 1( 5(1 ) (1 )i i  )2 ( 2جد قیمة 3(1 )(1 )(1 )i i i  

: الحل 
)1(

2(1 ) (1 )(1 ) (1 1) (1 1) 0 2 2i i i i i i          
4 2 2 2 2(1 ) ((1 ) ) (2 ) 4 4( 1) 4i i i i        
5 4(1 ) (1 ) (1 ) 4(1 ) 4 4i i i i i         
2(1 ) (1 )(1 ) (1 1) ( 1 1) 0 2 2i i i i i i            
4 2 2 2 2(1 ) ((1 ) ) ( 2 ) 4 4( 1) 4i i i i         
5 4(1 ) (1 ) (1 ) 4(1 ) 4 4i i i i i         
5 5(1 ) (1 ) ( 4 4 ) ( 4 4 ) ( 4 4) ( 4 4) 0 8 8i i i i i i i                  

)2 (2 3(1 )(1 )(1 ) (1 )(1 ( 1))(1 ( )) (1 )(2)(1 ) 2(1 )(1 ) 2(1 1) 4i i i i i i i i i                 
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Order on the Set on Complex Numbersالترتیب على مجموعة الأعداد العقدیة 3.5
)1.3.5(تعریف
1لیكن  1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y   .  1یقال ان 2z z 21إذا كان xx   1أو إذا كان 2 1 2( , )x x y y 

)2.3.5(المث
)1 ((5,3) (6,1) 21لان xx )2 ((5,3) (5,4) 1لان 2 1 2( , )x x y y  (

)3.3.5(مبرھنة 
. مرتبة جزئیا وكذلك كلیا عقدیة مجموعة الأعداد ال

:البرھان 
ھي علاقة ترتیب جزئي على یجب ان نبرھن العلاقة  

zلیكن ) 1( ( , )z x y   ، بما انz z x x     علاقة انعكاسیة
1لیكن ) 2( 2,z z  1بحیث ان 2z z ،2 1z z 1حیث ان 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y 

1 2z z 21یؤدي إلى xx  1أو 2 1 2( , )x x y y  2وكذلك 1z z 2یؤدي إلى 1x x 2أو 1 2 1( , )x x y y 

ھنالك أربع حالات ھي 
21إذا كانت )ا( xx  2وكانت 1x x 1فان 2x x لان حقل الأعداد الحقیقیة حقل مرتب

1وھذا ینعي ان  2y y2و 1y y 1فان 2y y 1لان حقل الأعداد الحقیقیة حقل مرتب وعلیھ 2z z

1الثلاثة تؤدي إلى وبالمثل نبرھن بقیة الحالات  2z z  ،  علاقة تخالفیھ
1لیكن ) 3( 2 3, ,z z z  1بحیث ان 2z z ،2 3z z 1حیث ان 1 1 2 2 2 3 3 3( , ), ( , ), ( , )z x y z x y z x y  

1 2z z 21یؤدي إلى xx  1أو 2 1 2( , )x x y y  2وكذلك 3z z 2یؤدي إلى 3x x 2أو 3 2 3( , )x x y y 

ھنالك أربع حالات ھي 
21إذا كانت ) ا( xx  2وكانت 3x x 1فان 3x x1ل الأعداد الحقیقیة حقل مرتب لان حق 3z z 

21إذا كانت ) ب( xx  2وكانت 3 2 3( , )x x y y  1فان 3x x 1لان حقل الأعداد الحقیقیة حقل مرتب 3z z 

1إذا كانت ) ج( 2 1 2( , )x x y y  1وكانت 3x x 1فان 3x x 1لان حقل الأعداد الحقیقیة حقل مرتب 3z z 

1إذا كانت ) د( 2 1 2( , )x x y y  2وكانت 3 2 3( , )x x y y  1فان 3 1 3( , )x x y y  لان حقل الأعداد الحقیقیة حقل
1مرتب  3z z   وعلیھ  .متعدیة علاقةھي علاقة ترتیب جزئي على.

قابلین للمقارنة عقدین بقي ان نبرھن كل عددین .مرتبة كلیا لبرھان 
1لیكن  2,z z  1حیث ان 1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y  ھنالك حالتین ھما

1إذا كان ) ا( 2x x 1، لكن 2y y 2أو 1y y 1فان 2z z2أو 1z z

1إذا كان ) ب( 2x x 1، فان 2x x 2أو 1x x 1وعلیھ 2z z2أو 1z z

1وعلیھ فیكون أما 2z z2أو 1z z

)4.3.5(مبرھنة
)الحقل العقدي  , , ; )   لیس حقلا مرتبا

: البرھان 
)لو فرضنا  الحقل  , , ; )   مرتبا

0بما ان  (0,0) (0,1) i   20، أي ان 1 0 1 0 0i i i i i           وھذا تناقض



104ر
Foundations of Mathematics II)  2(أسس الریاضیات

3: عدد الوحدات 1: قشة منا3: نظري 

54

ملاحظة 
ذو فائدة كبیرة جدا وقد لاحظنا احد ھذه الفوائد في أن توسیع نظام الأعداد الحقیقیة إلى نظام أوسع وھو نظام الأعداد العقدیة 

فلا نستطیع أنولكن ھنا خسرنا خاصیة مھمة ھي خاصیة الترتیب ، حیث لایوجد ترتیب طبیعي على. الفقرة السابقة 
.وبصورة خاصة لاتوجد أعداد عقدیة موجبة أو سالبة ) اصغر ،اكبر(نقول 

Geometricالعقدیة لأعدادھندسي لالتمثیل ال4.5 Representation of Complex Numbers
العقدیة الأعدادان الآنالحقیقیة وسنرى الأعدادالحقیقیة یمكن ان تمثل بنقاط على خط مستقیم یسمى بخط الأعداد

)یمكن ان تمثل بنقط في المستوي حیث ان أي عدد  , )z x y اتبالإحداثییمكن ربطة),( yx من المستوي.
العقدیة وبین النقط في المستوي ، ویطلق على المستوي  بالمستوي لعقدي ، الأعدادبین أحادينلاحظ انھ یوجد تقابل 

ور الخیالي یسمى بالمحyومحور بالمحور الحقیقيأحیانافي ھذا المستوي xویسمى  محور 

( , )z x y x yi  ),0( y
y

)0,(xx

)1.4.5(تعریف
zلیكن   أي ان ،( , )z x yحیث,x y، یسمى عددان حقیقیان
 العددx یسمى بالجزء الحقیقي)Real Part (للعدد العقديz ویرمز لھ بالرمزRe( )zأي أن،Re( )z x،

)Imإذا كان ) Pure real number(بأنھ عدد حقیقي بحت zویقال للعدد العقدي  ) 0z  0، أي إذا كانy .
العددy بالجزء التخیلي یسمى)Imaginary Part(العقديللعددzویرمز لھ بالرمزIm( )zأي أن،Im( )z y،
)Reإذا كان ) Pure imaginary number(بأنھ عدد تخیلي بحت zیقال للعدد العقديو ) 0z  0، أي إذا كانx  .

: مثلا 
z(4,7)إذا كان ) 1(  فان ،Re( ) 4, Im( ) 7z z )2 ( إذا كان( 5,3)z   فان ،Re( ) 5, Im( ) 3z z  
,0)إذا كان ) 3( 4)z   فان ،Re( ) 0, Im( ) 4z z  )4 ( إذا كان( 9,0)z   فان ،Re( ) 9, Im( ) 0z z  

) 2.4.5(مثال
zلیكن   فان ،Re( ) ( ), ( ) Re( )iz m z m iz z   

: الحل 
)Reلیكن  ) , ( ) ( , )z x m z y z x y    

2( )iz i x iy ix i y ix y y ix        
Re( ) ( ), ( ) Re( )iz y m z m iz x z      

)3.4.5(مبرھنة
1إذا كان   2,z z  1، فان 2 1 2 1 2 1 2Re( ) Re( ) Re( ), Im( ) ( ) ( )z z z z z z m z m z       
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:البرھان 
1لیكن  1 1 2 2 2( , ), ( , )z x y z x y 

1 2 1 2 1 2( ) ( )z z x x i y y    

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2Re( ) Re( ) Re( ), Im( ) ( ) ( )z z x x z z z z y y m z m z           

)4.4.5(ف تعری
zلیكن  x yi  . یعرف مرافق)Conjugate ( العددz والذي یرمز لھ بالرمزz بأنھ العددx yi  أي انz x yi 

)5.4.5(مثال
2إذا كان ) 1( 3z i  2، فان 3z i )2 ( 3إذا كان 5z i  3، فان 5z i 
5zإذا كان ) 3( i 5، فانz i )4 ( 8إذا كانz  8، فانz 

)6.4.5(مثال
اختصر لأبسط صورة 

)1 (1
1

i

i




)2 (5 15
4 3

i

i




)3 (2 3
1 2

i i

i i




 
)4 (3 3 3 3

1 2 1 2
i i

i i

 


 
: الحل
)1 (1 1 1 (1 1) (1 1) 2

1 1 1 (1 1) (1 1) 2
i i i i i

i
i i i i

     
    

     

)2 (5 15 5 15 4 3 (20 45) ( 15 60) 65 75
4 3 4 3 4 3 (16 9) ( 12 12) 25

i i i i i

i i i i

       
   

      

)3 (

22 3 2 1 3 2 2 2 (6 1) (3 2) 2 2 7 5
1 2 1 1 2 2 (1 1) (1 1) (4 1) (2 2) 2 5

7 5 7 2( 1 ) ( ) 2 2
5 5 5

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i

          
        

           
 

        

)4(

3 3 3 3 (3 3 )(1 2 ) (3 3 )(1 2 ) ((3 6) ( 6 3)) ((3 6) (6 3))
1 2 1 2 (1 2 )(1 2 ) 1 4

(9 3 ) (9 3 ) 18
5 5

i i i i i i i i

i i i i

i i

              
  

    
  

 

)7.4.5(مثال
1اكتب العدد ) 1(

1 9 
xبالصیغة  iy حیث,x y )2 ( 3جد النظیر الضربي للعدد العقدي 2z i 

0zإذا كان ) 3( x yi     1فان
2 2 2 2

x y
z i

x y x y
  

 
22حل المعادلة ) 4(

1 2
x iy

i
 

 
: الحل 

)1    (1 1 1 1 3 1 3 1 3 1 3
1 3 1 3 1 3 (1 9) (3 3) 10 10 101 9

i i i
i

i i i i

  
      
      

1ھو zالنظیر الضربي العدد العقدي ) 2( 1
z

z
  وعلیھ
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1 1 1 1 3 2 3 2 3 2 3 2
3 2 3 2 3 2 (9 4) (6 6) 13 13 13

i i i
z i

z i i i i
   
       

     

)3   (1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( )

x iy x iy x iy x y
z i

x iy x iy x iy x y i xy xy x y x y x y
   
      
         

)4(
2 2 1 2 2( 1 2 ) 2 4 2 42

1 2 1 2 1 2 ( 1 2 )( 1 2 ) (1 4) (2 2) 5
i i i i

x iy
i i i i i i

       
      

            
1 4 2 4, 2 ,
5 5 5 5

x y x y         

)8.4.5(مبرھنة
zإذا كان  فان

)1 (z z)2 (z عددا حقیقیا إذا وفقط إذا كانz z)3 (1
2

1Re( ) ( ), ( ) ( )
2

z z z m z z z
i

    

zإذا كان) 4( x yi  2فان 2z z x y 
:البرھان 
zنفرض  x iy 

)1  (z x iy z z x iy z x iy        

0zعدد حقیقي zنفرض )  2( z z x z x y      

0نفرض : الاتجاه الأخر  2 0y y y y x iy x iy z z           
z z x  عدد حقیقي.

)3 (1Re( ) ( ) 2 Re( )
2

z z z z z x z z x iy z x iy           

1( ) ( ) 2 2 ( )
2

m z z z z z iy i m z z x iy z x iy
i

             

)4 (2 2 2 2( )( ) ( ) ( )z z x yi x yi x y i xy xy x y        

)9.4.5(مبرھنة
1إذا كان  2,z z    فان

)1  (1 2 1 2z z z z     ،)2 (1 2 1 2z z z z   ،)3 (1 2 1 2z z z z ، )4   (1 1

2 2

( )z z

z z
 2عندما 0z 

:  البرھان 
1نفرض  1 1 2 2 2,z x iy z x iy   

)1 (1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z x x i y y x iy x iy z z z z x x i y y                

) 2(وبالثل نبرھن 
)3  (1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )z z x x y y i x y x y z z x x y y i x y x y        

1لكن  2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( )( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x y y i x y x y      1 2 1 2z z z z 
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2بما ان ) 4( 0z 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1

2 2 2 22

( ) ( )z z z z z
z z z z z z

z z z zz
          

)  10.4.5(مثال
x,جد قیمة  y 2الحقیقیتین إذا علمت ان 6,

3
i

i x iy


 

مترافقان 

: الحل 
2 3 5 2 5 2 5 2 5( )
3 3 3 33

i i i i i

i i x yi i x yi x yi i x yii

    
       

       
10 5(1 ) 5 5 5 5 (6 1) ( 3 2) 5

1 10 10 9 1
i i i

x yi
i x yi x yi x yi

     
       

    
10(1 ) 10 15, 5 5 5

2 1 1
i i

x y x yi i x yi x yi
i i

 
             

 

Modulus of Complexمقیاس العدد العقدي  5.5 Number

)1.5.5(تعریف
zلیكن  x iy  .مقیاس العددz ) أو القیمة المطلقة للعددz (یرمز لھ  بالرمزz ویعرف كالأتي :

22 yxZ 

)2.5.5(مثال
4إذا كان ) 1( 3z i  2فان 2 16 9 25 5Z x y     

2إذا علمت ان zاوجد ) 2( (2 4 )(1 )z i i i   
22 (2 4 )(1 ) 2 ((2 4) (2 4)) 2 ( 2 6 ) 4 12 4 12( 1) 12 4z i i i i i i i i i i i                   

2 2 144 16 160 4 10Z x y     

1إذا علمت ان zاوجد ) 3( 3
3 4

i
z

i





1 3 1 3 3 4 (3 12) ( 4 9) 15 5 3
3 4 3 4 3 4 9 16 25 5

i i i i i i
z

i i i

        
     
   

2 2 9 1 10 10
25 25 25 5

Z x y     

)3.5.5(مبرھنة 
1لیكن  2,z z   1) 1(فان 2 1 2z z z z)2 (11

2 2

zz

z z
 2عندما 0z 

: البرھان 
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)1 (2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( ) ( )( )z z z z z z z z z z z z z z z z   

1وبأخذ الجذر التربیعي الموجب للطرفین نحصل على  2 1 2z z z z

2بما ان ) 2( 0z 11 1 1 1
2 1 2 1 2 1

2 2 2 2 2

zz z z z
z z z z z z

z z z z z
          

)4.5.5(مثال
xإذا كان) 1( yi

a bi
x yi


 


2برھن على ان .  2 1a b 

1لیكن ) 2( 1 1 2 2 2,z x iy z x iy    2بحیث ان
1

2

1
1

z
z

z





برھن على ان 
2 2

2 2 2 2
1 2 2 2

2 2

( 1)
( 1)
x y

x y
x y

 
 

 

1لیكن )3( 2,z z  1بحیث ان 1z  1برھن على ان 2

1 2

1
1
z z

z z






: الحل 

)1 (
2 2

2 2

2 2

x yix y x yi x yi
a b a bi a bi a bi

x yi x yi x yix y

  
          

  
2 2 2 21 1a b a b     

2بما ان )  2( 2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2

( ) 1 ( 1) 1
( ) 1 ( 1) 1
x y i x y i z

x y i z
x y i x y i z

    
    

    

2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)
x y i x y i

x y i x y i
x y i x y i

   
     

  
2 22 2

2 22 2 2 22 2
1 1 1 12 2 2 2

2 2 2 2

( 1)( 1)
( 1) ( 1)

x yx y
x y x y

x y x y

  
     

   

)3(2
1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2(1 ) ( ) 1z z z z z z z z z z z z z z          1لان 1z 

1 2 1 2 1 2
1 1

1 2 1 2 1 2

1
1 1 1
z z z z z z

z z
z z z z z z

  
     

  

)5.5.5(مبرھنة
zلیكن  

)1 (2
z z z ،)2 (ZZ  ،)3 (z z ،)4 (0z  لكل عدد عقديz لا یساوي صفر

(5)0z   0إذا وفقط إذا كانz )6  (Re( )z z z  )7  (( )z m z z   

: البرھان 
zلیكن  x iy 

)1 (22 2 2 2( )( ) ( ) ( )z z x iy x iy x y i xy xy x y z         

)2 (( 1) 1z z z z     



104ر
Foundations of Mathematics II)  2(أسس الریاضیات

3: عدد الوحدات 1: قشة منا3: نظري 

59

)3 (2 2 2 2( )z x y x y z z x iy z x iy           

2بما ان ) 6( 2 2 2 2Re( ) 0z z z x y x x y y          

2بما ان ) 7( 2 2 2 2( ) 0z m z z x y y x y y           

)6.5.5(مثال
zلیكن   . 1برھن على ان 1z z  

:الحل
1بما ان  1z z  1 1 1 1z z z z       

ملاحظة 
1إذا كان   2,z z  1فان 2 2 1 1 22Re( )z z z z z z 

1إذا كان : في الواقع  1 1 2 2 2,z x iy z x iy    فان

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2( )( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x y y i x y x y      

2 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1( )( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x y y i x y x y      

1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 2( ) 2Re( )z z z z x x y y i x y x y x x y y i x y x y x x y y z z           

)7.5.5(مبرھنة
1لیكن  2,z z  1فان 2 1 2z z z z  

: البرھان
1لیكن  1 1 2 2 2,z x iy z x iy   

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2( )( ) ( )( )z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z              

2 2 2
1 2 1 1 2 22 Re( )z z z z z z    

2ولكن  2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 22 ( ) Re( )z z z z z z z z z z z z       

1ذر التربیعي الموجب للطرفین نحصل وبأخذ الج 2 1 2z z z z  

ملاحظة 
. المبرھنة التالیة ھي تعمیم للمبرھنة أعلاه

)8.5.5(مبرھنة
1لیكن  2, , , nz z z  1فان 2 1 2 2nz z z z z z       

: البرھان 
سنبرھن بطریقة الاستقراء الریاضي 

2nعندما العبارة صحیحة كما في المبرھنة أعلاه
nنفرض العبارة صحیحة عندما  m 1، أي نفرض 2 1 2m mz z z z z z        ونبرھن على

1nصحتھا عندما  m 

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1( )m m m m m m m mz z z z z z z z z z z z z z z z                        
1nالعبارة صحیحة عندما  m  وعلیھ العبارة صحیحة لجمیع قیمnمن الأعداد الصحیحة الموجبة .
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)9.5.5(مثال
5zإذا كان ) 1(  2،فان القیمة العظمى للمقدار 3z 28ھو
2zإذا كان )2(  3،فان القیمة العظمى للمقدار 2 1z z z  15ھو
1إذا كان ) 3( 2,z z  1فان 2 1 2z z z z  

: الحل
)1(22 23 3 3 25 3 28z z z       

)2(3 23 2 3 21 1 1 8 4 2 1 15z z z z z z z z z               

1بما ان )3( 2 1 2( )z z z z  1 2 1 2 2 1 2( )z z z z z z z     

1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z       

Square Roots of Complex Numberر التربیعي للعدد العقديوالجذ6.5
2wیكافئ ایجاد حلا للمعادلةzایجاد الجذر التربیعي للعدد العقدي z ولإیجاد ھذا الحل نفرض ان ،

,z x yi w a bi   
2wبما ان  z2 2 2( ) 2 ( )a b abi x yi w a bi x yi        

2 2 (1), 2 (2)a b x ab y   نحصل على ) 2(،)1(بتربیع الطرفین للمعادلتین ،
4 2 2 4 2 2 2 22 (3), 4 (4)a a b b x a b y   

4نحصل على ) 4(،)3(وبجمع المعادلتین  2 2 4 2 22a a b b x y   2 2 2 2 2( )a b x y    وبأخذ الجذر ،
2التربیعي الموجب للطرفین نحصل على    2 2 2 (5)a b x y   نحصل على ) 5(،)1(وجمع المعادلتین

2 2 2 2
2 2 2 22

2 2
x x y x x y

a a a x x y
   

       نحصل على  ) 2(ومن المعادلة

2 22
2

2

y y
b

a x x y
 

 
 وعلیھ

2 2

2 22
2

2

x x y y
z x yi a bi i

x x y

 
    

 
 

)1.6.5(مثال
3للأعداد ةر التربیعیواوجد الجذ 4i ،8 6i ،4 ،i ،8i ،2 1 2a ai 

: الحل 
3نفرض ) 1( 4z i 3, 4x y  2 2 9 16 25 5x y     

2 2 3 5 8 4 2
2 2 2

x x y  
    

2 2

2 2

42 (2 )
2 4

2
2

x x y y
z i i i

x x y

 
    

 
    
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8نفرض )  2( 6z i 8, 6x y  2 2 64 36 100 10x y     

2 2 8 10 18 9 3
2 2 2

x x y  
    

2 2

2 2

63 (3 )
2 6

2
2

x x y y
z i i i

x x y

 
    

 
    

4zنفرض )  3(  4, 0x y   4 4 2z i i    

zنفرض )  4( i 0, 1x y   2 2 0 1 1 1x y     

2 2 0 1 1 1
2 2 2 2

x x y  
   

2 2

2 2

1 1 1 (1 )12 2 222 22

x x y y
z i i i

x x y

  
    

  
    

8zنفرض )  5( i0, 8x y  2 2 0 64 64 8x y     

2 2 0 8 8 4 2
2 2 2

x x y  
    

2 2

2 2

82 (2 2 )
2 4

2
2

x x y y
z i i i

x x y

 
    

 
    

2نفرض )  6( 2 2 2 2( ) 2 2 1 1 2z a i z a ai i z a ai z a ai             

( )z a i  
)2.6.5(مثال
عادلات التالیة المكل من حل 

)1 (2 2 2 0z z  )2 (2 4 5 0z z  )3 (2 (2 2 ) (2 ) 0iz i z i    )4 (4 1 0z  )5 (4 0z i 
: الحل 
)1 (2 2 2 0z z   باستخدام قانون الدستور ،

2 4 ( 2) 4 4 1 2 2 4 8 2 4 2 2 1
2 2 1 2 2 2

b b ac i
z i

a

        
     


     

)2 (2 4 5 0z z   باستخدام قانون الدستور ،
2 4 4 16 4 1 5 4 16 20 4 4 4 2 ( 2 )

2 2 1 2 2 2
b b ac i

z i
a

          
      


     

2z i   أوz i 
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)3 (2 (2 2 ) (2 ) 0iz i z i     باستخدام قانون الدستور ،
22 2(2 2 ) (2 2 ) 4 (2 )4 (2 2 ) 8 8 4 (2 2 ) 4

2 2 2 2
(2 2 ) 2 ( 1) 1

2

i i i ib b ac i i i i i
z

a i i i
i i

i
i

            
   




   

  

 

2z i   أوz i 
)4 (2 2 4( 1)( 1) 0 1 0z z z     

2أما  21 1 1 0z z z      2أو 21 1 0z i z z      

)5 (2 4 41 (1 ) 0
2

z i z i z i       

1wنفرض i x iy   1, 1x y   2 2 1 1 2x y    

2 2 1 2
2 2

x x y  
 

2 2

2 2

1 2 1 1 2 1
2 2 21 2 2 1 222 22

x x y y
w i i i

x x y

     
   

    

     

1 1 2 1 1 2 1 2( ) ( )
22 2 2 2 22 1 2

z i i
   

   
 

 

ملاحظة 
2نعلم ان جذري المعادلة التربیعیة الدستور قانون من  0az bz c   حیث, ,a b c ، 0ثوابتa  ھما

2 2

1 2
4 4,

2 2
b b ac b b ac

z z
a a

     
  1وان 2 1 2,b c

z z z z
a a

    

2و بقسمة طرفي المعادلة  0az bz c   0على الثابتa  2نحصل على 0b c
z z

a a
   والتي ھي عبارة عن

0)حاصل ضرب الجذرین (z )2)مجموع الجذرینz 
)3.6.5(مثال

2)جد المعادلة التربیعیة التي جذراھا ) 1( 2 )i )2 ( 2كون المعادلة التي جذراھا
1 2

3 , (3 2 )
1

i
z z i

i


  


3إذا كان ) 3( i 2ھو احد جذري المعادلة (5 5 ) 0z z i    ما ھو الجذر الأخر وما قیمة ،.
: الحل 

1لیكن ) 1( 22 2 , 2 2z i z i    

1 2 1 2(2 2 ) ( 2 2 ) 0, (2 2 ) ( 2 2 ) ( 4 4) ( 4 4) 8z z i i z z i i i i                     

 2المعادلة التربیعیة ھي 28 0 ( 8 ) 0z i z z i      

)2(1
3 3 1 (3 1) ( 3 1) 2 4 1 2
1 1 1 1 1 2

i i i i i
z i

i i i

       
      
   
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2
2 (3 2 ) (9 4) ( 6 6) 5 12z i i i        

1 2 1 2(1 2 ) (5 12 ) 6 14 , (1 2 ) (5 12 ) (5 24) ( 12 10) 19 22z z i i i z z i i i i                   

 2المعادلة التربیعیة ھي (6 14 ) ( 19 22 ) 0z i z i     
1لیكن ) 3( 3z i  2، ونفرض الجذر الأخر ھوz x yi 

2بما ان  1 2(3 ) 5 5 5 5i z i z z i       

2
5 5 5 5 3 (15 5) ( 5 15) 20 10 2
3 3 3 9 1 10

i i i i i
z i

i i i

       
       
   

1بما ان  25 2 (3 ) (2 )i i i z z           

ملاحظة 
,أي ان (إذا كانت المعاملات حقیقیة  ,a b c (بعبارة أخرى . قان ، فان الجذران متراف) :إذا كان ) 1x yi احد

2جذور المعادلة التربیعیة  0az bz c  حیث, ,a b c فانx yi ھو الجذر الأخر.
)4.6.5(مثال

3ة واحد جذریھا كون المعادلة التربیعیة التي معاملاتھا حقیقی)1( 4i

2ما المعادلة التربیعیة ذات المعاملات الحقیقیة واحد جذریھا ھو ) 2( 3
4

i

: الحل 
1لیكن ) 1( 3 4z i     2الجذر الأخر ھو 3 4z i 

1 2 1 2(3 4 ) (3 4 ) 6, (3 4 ) (3 4 ) (9 16) (12 12) 25z z i i z z i i i                

 2المعادلة التربیعیة ھي 6 25 0z z  

1لیكن )  2(
2 3

4
i

z


    2الجذر الأخر ھو
2 3

4
i

z




1 2 1 2
2 3 2 3 2 2 2 1 2 3 2 3 2 9 11,

4 4 4 2 4 4 16 162
i i i i

z z z z
    

           

 2المعادلة التربیعیة ھي 1 11 0
162

z z  

الجذور التكعیبیة للواحد الصحیح 7.5
3لیكن  1z   2، ومنھا 3( 1)( 1) 0 1 0z z z z       1وعلیھz  2أو( 1) 0z z  

)2ولحل المعادلة  1) 0z z   نستخدم الدستور
2 4 1 1 4 1 1 1 3 1 3 1 3

2 2 1 2 2 2 2
b b ac i

z i
a

            
      



1أي أن الجذور التكعیبیة للواحد الصحیح الموجب ھي  3 1 31, ,
2 2 2 2

i i    ولیكن ،

1 2 3
1 3 1 31, ,
2 2 2 2

i i        
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خواص الجذور التكعیبیة للواحد الصحیح 

1مجموع الجذور الثلاثة یساوي صفر، أي أن  ) 1( 2 3
1 3 1 31 ( ) ( ) 0
2 2 2 2

i i           

2ا عددان عقدیان مترافقان ، أي أن الجذران التخیلیان ھم) 2( 3 3 2,    

2حاصل ضرب الجذرین التخیلین یساوي واحد ، أي أن  ) 3( 3
1 3 1 3 1 3( )( ) 1
2 2 2 2 4 4

i i         

مربع أي من الجذرین التخیلین یساوي مربع الجذر التخیلي الأخر ، أي أن ) 4(

2

2 2 2
3

1 3 1 3 3 1 3 3 1 3( )
2 2 4 2 4 4 2 4 2 2

i i i i i             

2 2 2
3 2

1 3 1 3 3 1 3 3 1 3( )
2 2 4 2 4 4 2 4 2 2

i i i i i             

ولذلك یمكن كتابة الجذور التكعیبیة للواحد 2، فان الجذر التخیلي الثاني ھو وإذا رمزنا لأحد الجذرین التخیلین بالرمز 
,21الصحیح على الصورة  ,   21) 1(، ومن الخواص أعلاه نحصل على 0   )2 (3 1  . ومن العلاقة

3 1  نحصل على ،
3

4 3 4 2
4

3
5 3 2 2 2 5

5 2 2

6 3 2 2 6
6

1 11 ,

1 11 ,

1 1( ) (1) 1, 1
1


      

  


      
  

  








        

        

     

3nوبصورة عامة r r   حیثn  ،0,1,2r .
36: مثلا  3 12 0 0 91 3 30 1 107 3 35 2 21, ,                   

)1.7.5(مثال
7) 1(اثبت أن   5 1 0   )2 (2 2 2 3(5 3 3 ) 4(2 2 ) 4         )3 (2 3(2 2 ) 1    

)4 (2 2(2 3 ) 3    
: الحل 

)1 (7 5 3 2 1 3 1 2 21 1 1 0                
)2(2 2 2 2 2 2(5 3 3 ) (5 3( )) (5 3( 1)) (2) 4            
)3 (2 3 2 3 3 3(2 2 ) (2(1 ) ) (2( ) ) ( ) 1                 
)4 (

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2(2 3 ) (2 ( ) 2 ) (2 1 2 ) (1 2 ) 1 4 4 1 4( ) 1 4 3                              

)2.7.5(مثال
21)1(كون المعادلة التي جذراھا   , 1i i  )2(2

2 2,
1 1  

: الحل 
2مجموع الجذرین ھو ) 1( 2(1 ) (1 ) 2 ( ) 2i i i i           حاصل ضرب الجذرین ھو و
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2 2 3 2 2(1 )(1 ) 1 1 ( ) 1( 1) 1 1 ( 1)i i i i i i i i                     
z) حاصل ضرب الجذرین(0صیغة المعادلة التربیعیة ھي  )2) مجموع الجذرینz  وعلیھ المعادلة  المطلوبة  ھي

2 (2 ) 0z i z i   

مجموع الجذرین ھو     ) 2(
2 2

2 2 3 2

2 2 2 2 2 2 4 2( ) 4 2( 1) 6 2
1 1 1 1 ( ) 1 1 ( 1) 1 3

   
      

      
     

          

2حاصل ضرب الجذرین ھو      2 3

2 2 4 4 4
1 1 1 1 1 1 3    

   
      

z) حاصل ضرب الجذرین(0صیغة المعادلة التربیعیة ھي  )2) مجموع الجذرینz   وعلیھ المعادلة  المطلوبة
2ھي  2 43 6 4 0 2 0

3
z z z z      

Polar Representation of Complex Numbersالتمثیل القطبي للأعداد العقدیة 8.5
xسبق وان درسنا العدد العقدي بصیغتھ الجبریة  iy والدیكارتیة( , )x y صیغة تمثیل أو وفي ھذا البند سندرس

. وتحویل احدھما إلى الأخرى. )Polar formal(الصیغة القطبیة بالتمثیل القطبي أو دد العقدي تسمى أخرى للع
zنفرض لدینا العدد العقدي : الآن  x iy  ومثلناه بالنقطة( , )P x y كما في الشكل أدناه

x                    P(x,y)

r
    y


O

)قان , )r  ھما الاحداثیان القطبیان للنقطةP0یمثل القطب ، 0، حیثx


یمثل الضلع الابتدائي ، وھذا یعني أن 
2 2r z x y   وھو عدد حقیقي غیر سالب ویسمى مقیاس العدد العقدي)Modulus of complex number (z .

0xفھي الزاویة التي یصنعھا أما 


Argument(مع الاتجاه الموجب لمحور السینات ، وقیاسھا یسمى سعة العدد العقدي 
of complex number(z واختصار یكتب،arg( )z . نلاحظ أن الزاویة وان قیم .لیست وحیدة من الممكن

tanأن توجد من المعادلة     y

x
 .

ملاحظة 
سعة فإذا كانت . عددا غیر منتھ من القیم التي تختلف كل منھا عن الأخرى لعدد صحیح من الدوراتیمكن أن تأخذ 

2nعدد عقدي فان كلا من الأعداد   حیثnأما إذا كانت . عدد صحیح یكون أیضا سعة لنفس العدد العقدي
[0,2 ] ي الدالة على سعة العدد العقدي فیقال لھا القیمة الأساسیة لسعة العدد العقد)Principle Value .( من الممكن

zالإفادة من المقیاس والقیمة الأساسیة لسعة العدد العقدي  x iy  بصورة أخرى تسمى الصیغة القطبیة وكمایلي :
cos , cosx r y r   وعلیھcos sin (cos sin )z x iy r ir r i         تسمى الصیغة القطبیة للعدد

.zالعقدي 
ملاحظة 

0zأن سعة العدد العقدي   غیر معرفة وذلك لان المتجھ الصفري لیس لھ اتجاه.
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)1.8.5(مثال
2إذا كان ) 1( 2 3z i   2، فان, 2 3x y 2 2 4 12 16 4r x y        وكلك

2 3arg( ) tan 3
3 2

y
z

x


       وعلیھ الصیغة القطبیة للعدد العقدي ھي

(cos sin ) 4(cos sin )
3 3

z r i i
 

    

3zإذا كان ) 2( i    3، فان, 1x y   2 2 3 1 4 2r x y        وكلك
7 1 1arg( ) tan

6 6 3 3
y

z
x

 
  


       


الثالث  وعلیھ الصیغة القطبیة للعدد تقع في الریعلان 

7العقدي ھي  7(cos sin ) 2(cos sin )
6 6

z r i i
 

    .

cos)إذا كان ) 3( sin )z r i   فان ،

2 2

1 1 1 1 cos sin 1 cos sin 1 (cos sin )
(cos sin ) cos sin cos sin cos sin

i i
i

z r i r i i r r

   
 

       
 

       
   

)2.8.5(مبرھنة 
1كانت إذا 1 1 1(cos sin )z r i  ،2 2 2 2(cos sin )z r i   فان ،

)1 (1 2 1 2 1 2 1 2(cos( ) sin( ))z z r r i      )2 (1 2 1 2arg( ) arg( ) arg( )z z z z 

)3 (1 1
1 2 1 2

2 2

(cos( ) sin( ))z r
i

z r
      )4 (1

1 2
2

arg( ) arg( ) arg( )z
z z

z
 

: البرھان 
)1 (

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

(cos sin ) (cos sin ) (cos cos sin sin (cos sin sin cos ))
(cos( ) sin( ))

z z r i r i r r i

r r i

           
   

       
   

1بما ان )2( 1 2 2arg( ) , arg( )z z  1 2 1 2 1 2arg( ) arg( ) arg( )z z z z    

)3 (
1 1 1 1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 2 2 1 1
1 2 1 22 2

2 2 2 2

(cos sin ) cos sin cos sin( )
(cos sin ) cos sin cos sin
(cos cos sin sin ) (sin cos sin cos )( ) (cos( ) sin( ))

cos sin

z r i r i i

z r i r i i

r i r
i

r r

     
     
       

   
 

  
  

  
  

    


1بما ان )4( 1 2 2arg( ) , arg( )z z  1
1 2 1 2

2

arg( ) arg( ) arg( )z
z z

z
    

)3.8.5(مثال
1لیكن  2

3 3 33 ,
2 2

z i z i    . 1اوجد كل من
1 2

2

, z
z z

z
بالصیغة القطبیة ثم حقق ذلك بالطریقة الجبریة

: الحل
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1 3z i 3, 1x y  2 2
1 3 1 4 2r x y      

1وكلك  1 1
1 1arg( ) tan

6 3 3
y

z
x


       لانوعلیھ الصیغة القطبیة للعدد ول تقع في الریع الا

1العقدي ھي  1 1 1(cos sin ) 2(cos sin )
6 6

z r i i
 

    

2
3 3 3
2 2

z i 
3 3 3,
2 2

x y  2 2
2

9 27 36 9 3
4 4 4

r x y       

2وكلك   2 2

3 3
2arg( ) tan 333
2

y
z

x


       لانوعلیھ الصیغة القطبیة ول تقع في الریع الا

2للعدد العقدي ھي  2 2 2(cos sin ) 3(cos sin )
3 3

z r i i
 

    

1بما ان  2 1 2 1 2 1 2(cos( ) sin( ))z z r r i      فان ،

1 2 2 3(cos( ) sin( )) 6(cos( ) sin( )) 6(0 1 ) 6
6 3 6 3 2 2

z z i i i i
     

          

1بما ان  1
1 2 1 2

2 2

(cos( ) sin( ))z r
i

z r
      فان ،

1

2

2 2 2 2 3 1 3 1(cos( ) sin( )) (cos( ) sin( )) (cos( ) sin( )) ( ) )
3 6 3 6 3 3 6 6 3 6 6 3 2 2 3 3

z
i i i i

z

       
              

الطریقة الجبریة 

1 2
3 3 3 3 3 3 3 9 3 12( 3 )( ) ( ) ( ) 0 6
2 2 2 2 2 2 2

z z i i i i i         

1

2

3 3 2 3 1 3 2 ( 3 3) ( 3 1) 2 2 3 2 1 3 1( 3 )3 3 3 1 3 3 4 3 3 33 3 3 1 3 1 3(1 3 )
22 2

z i i i i i i
i i

z i iii

        
            

 

Demoiver's Theoremمبرھنة دیموافر)4.8.5(مبرھنة
cos)لیكن  sin )z r i   فان(cos sin )n nz r n i n   لكلn 
: البرھان 

cos)سنبرھن بطریقة الاستقراء الریاضي  sin )n nz r n i n   لكلn 
1nعندما ) 1( 

1 1(cos sin ) (cos1 sin1 )nz z z r i r i          
 1العبارة صحیحة عندماn 

nنفرض العبارة صحیحة عندما ) 2( mنفرض ،(cos sin )m mz r m i m   1ولإثبات صحة العبارة عندماn m 
1

1 1

(cos sin ) (cos sin ) (cos sin ) (cos sin )
(cos( ) sin( )) (cos( 1) sin( 1) )

m m m m m

m m

z z z r i r i r m i m r i

r m i m r m i m

       

     



 

         

       
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 1العبارة صحیحة عندماn m یھ العبارة صحیحة لكل وعلn 
)5.8.5(مثال

4احسب كل من ) 1( 6,z z 2إذا علمت ان 2z i )2 ( 4احسبz 1)إذا علمت ان 3) (1 3)z i   
: الحل

)1 (2 2z i 2, 2x y  2 2 4 4 8 2 2r x y      

)2argوكلك  ) tan 1
4 2

y
z

x


       لانوعلیھ الصیغة القطبیة للعدد ول تقع في الریع الا

cos)العقدي ھي  sin ) 2 2(cos sin )
4 4

z r i i
 

    

4 4 4(cos 4 sin 4 ) (2 2) (cos sin ) 64( 1 0 ) 64z r i i i            

4 6 6 3 3(cos 6 sin 6 ) (2 2) (cos sin ) 502(0 ( 1) ) 502
2 2

z r i i i i
 

          

)2 ((1 3) (1 3)z i   1 3, 1 3x y    
2 2 2 2(1 3) (1 3) 1 2 3 3 1 2 3 3 8 2 2r x y              

وكلك 
tan( ) tan( )1 3 4 3arg( ) tan tan( ) tan( )

12 4 3 121 3 1 tan( ) tan( )
4 3

y
z

x

 
   

 
 


          

 
وعلیھ 

الصیغة القطبیة للعدد العقدي ھي 
(cos sin ) 2 2(cos( ) sin( )) 2 2(cos( ) sin( ))

12 12 12 12
z r i i i

   
        

4 4 4 3 1(cos 4 sin 4 ) (2 2) (cos sin ) 64( ) 32 3 32
3 3 2 2

z r i i i i
 

        

ملاحظات 
)1 (3 3sin 3 3sin 4sin , cos3 4cos 3sin         ،sin( 2 ) sin , cos( 2 ) cosk k        

)2 (
1

2 3 11
1

n
n z

z z z z
z

 
     




0aإذا كان )3( b c   3فان 3 3 3a b c abc  

)4(tan tan tan tan tan tantan( )
1 (tan tan tan tan tan tan )

     
  

     
  

  
  

)6.8.5(مثال
sinلیكن ) 1( sin sin cos cos cos 0          ن على ان  ، برھ

cos3 cos3 cos3 3cos( )          وكذلكsin 3 sin 3 sin 3 3sin( )         
1لیكن ) 2( 2 3, ,z z z 3جذور للمعادلة 2 0z az bz c    1وكان 2 3 1 2 3z z z z z z   . برھن على ان

1 1 1
1 2 3tan tan tanz z z n     لكلn 
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1)1برھن على ان )3( cos sin ) (1 cos sin ) 2 cos ( )cos( )
2 2

n n n n x nx
x i x x i x      

1اوجد ) 4( cos cos 2 cos , sin sin 2 sinn n            

2لیكن ) 5( 2cos( ) sin( )z i
n n

 
  . 2برھن على ان ( 1)1 0k k n kz z z      حیثk 

: الحل 
1لیكن ) 1( 2 3cos sin , cos sin , cos sinz i z i z i          

1 2 3 (cos sin ) (cos sin ) (cos sin ) (cos cos cos ) (sin sin sin )
0 0 0

z z z i i i i

i

                        

   

3أعلاه ، نحصل على ) 3(استخدام الملاحظة  3 3
1 2 3 1 2 33z z z z z z   وعلیھ

3 3 3(cos sin ) (cos sin ) (cos sin ) 3(cos sin )(cos sin )(cos sin )i i i i i i                   
(cos3 sin 3 ) (cos3 sin 3 ) (cos3 sin 3 ) 3(cos sin )(cos( ) sin( ))i i i i i                    

(cos3 cos3 cos3 ) (sin 3 sin 3 sin 3 ) 3(cos( ) sin( ))i i                     
cos3وعلیھ  cos3 cos3 3cos( )          وكذلكsin 3 sin 3 sin 3 3sin( ))         

1لیكن ) 2( 1 1
1 2 3tan , tan , tanz z z      1 2 3tan , tan , tanz z z     

1 2 3 1 2 3

1 2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 3

tan tan tan tan tan tan 0tan( ) 0
1 (tan tan tan tan tan tan ) 1 ( ) 1 ( )

z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

     
  

     
    

     
        

1 1 1
1 2 3tan tan tan tan( ) 0z z z n n                    

21بما ان ) 3( cos 2cos ( ), sin 2sin( )cos( )
2 2 2
x x x

x x  

2 2(1 cos sin ) (1 cos sin ) (2cos ( ) 2 sin( )cos( )) (2cos ( ) 2 sin( )cos( ))
2 2 2 2 2 2

2 cos ( )((cos( ) sin( )) (cos( ) sin( )) ) 2 cos ( )((cos( ) sin( )) (cos( ) sin( )))
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

n n n n

n n n n n n

n

x x x x x x
x i x x i x i i

x x x x x x nx nx nx nx
i i i i

        

       

 1cos ( )(cos( ) cos( )) 2 cos ( )cos( )
2 2 2 2 2

n n nx nx nx x nx 

1لیكن )  4( cos cos 2 cos , sin sin 2 sin , cos sinx n y n z i                  
(1 cos cos 2 cos ) (sin sin 2 sin )x iy n i n               

1 (cos sin ) (cos 2 sin 2 ) (cos sin )x iy i i n i n             
1

2 2 11 (cos sin ) (cos sin ) (cos sin ) 1
1

n
n n z

x iy i i i z z z
z

     
 

              


 
1 1 (cos( 1) sin( 1) ) 1 (cos( 1) 1) sin( 1) (cos 1) sin

1 (cos sin ) 1 (cos 1) sin (cos 1) sin

nz n i n n i n i

z i i i

     
     

           
  

      
1

2 2 2 2

1 (cos( 1) 1)(cos 1) sin( 1) sin sin( 1) (cos 1) sin (cos( 1) 1)
1 (cos 1) sin (cos 1) sin

nz n n n n
i

z

       
   

           
 

    

2 2 2 2

(cos( 1) 1)(cos 1) sin( 1) sin sin( 1) (cos 1) sin (cos( 1) 1),
(cos 1) sin (cos 1) sin

n n n n
x y

       
   

         
  

   
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2بما ان ) 5( ( 1) 11
1

nk
k k n k z

z z z
z

 
    




2ولكن  2cos(2 ) sin(2 ) 1 0 1 cos( ) sin( )nkz k i k i z i
n n

 
         

2وعلیھ  ( 1) 1 11 0
1

k k n kz z z
z

 
     


 حیثk 

Roots of Complex Numbersجذور الأعداد  العقدیة 9.5
z,لیكن كل من  w عددا عقدیا بحیث أنnw z فان ،w یسمى الجذر النوني للعدد العقديz.

)1.9.5(رھنةمب
cos)إذا كان  sin )z r i   فان

1 1 2 2(cos sin )n n
k k

z r i
n n

    
   0,1حیث, 2, , 1k n 

: البرھان 
باستخدام مبرھنة دي موفر نجد أن

1 2 2( (cos sin )) ( ( 2 ) sin( 2 )) (cos sin )nn
k k

r i r cos k i k r i
n n

   
     

 
      

وعلیھ 
1 1 2 2(cos sin )n n

k k
z r i

n n

    
 .

ملاحظة 
1نفرض أن .2سھما وسعتھما أو إذا كان الفرق بین السعتین مضاعفات یتساوى العددان العقدیان إذا تساوى مقیا 2,k k ھما

0بحیث أن kأي قیمتین للعدد الصحیح  1k n   1وكان 2k k.

2نلاحظ أن  1 2 1 1 22 2 2 ( ) 2 20 2k k k k k k

n n n n n

         


     
      وان

.المختلفة فان ھذه الجذور أیضا مختلفة kوھذا بین  لكل قیم 
)2.9.5(مثال

اوجد قیم 
1
3(8 )i

: الحل
8z i0, 8x y  2 2 0 64 64 8r x y      

)8argوكلك  ) tan
2 0

y
z

x


        وعلیھ الصیغة القطبیة للعدد العقدي ھي

(cos sin ) 8(cos sin )
2 2

z r i i
 

    

بما ان 
1 1 2 2(cos sin )n n

k k
z r i

n n

    
  0,1حیث, 2, , 1k n 
1 1
3 3 2 2(cos sin )

3 3
k k

z r i
    

   0,1حیث, 2k  8ولكن,
2

r


 



104ر
Foundations of Mathematics II)  2(أسس الریاضیات

3: عدد الوحدات 1: قشة منا3: نظري 

71

1 1
3 3

2 2 (1 4 ) (1 4 )2 2(8) (cos sin ) 2(cos sin )
3 3 6 6

k k k k
z i i

 
      

     0,1حیث, 2k 

0kعندما ) 1( 
1
3 (1 4 ) (1 4 ) 3 12(cos sin ) 2(cos sin ) 2( ) 3

6 6 6 6 2 2
k k

z i i i i
    

        

1kعندما ) 2( 
1
3 (1 4 ) (1 4 ) 5 52(cos sin ) 2(cos sin ) 2( cos sin ) 3

6 6 6 6 6 6
k k

z i i i i
      

          

2kعندما ) 3( 
1
3 (1 4 ) (1 4 ) 3 32(cos sin ) 2(cos sin ) 2(0 ) 2

6 6 2 2
k k

z i i i i
    

        

3وعلیھ الجذور الثلاثة ھي  i ،3 i  ،2i .
)3.9.5(مثال 

اوجد الصیغة القطبیة للمقدار 
2
5( 3 )i

: الحل
3z i 3, 1x y  2 2 3 1 4 2r x y      

)1argوكلك  ) tan
6 3

z


      وعلیھ الصیغة القطبیة للعدد العقدي ھي

(cos sin ) 2(cos sin )
6 6

z r i i
 

    

2 2 (cos 2 sin 2 ) 4(cos sin )
3 3

w z r i i
 

     

بما ان 
1 1

1 1
1

2 2(cos sin )n n
k k

w r i
n n

    
  0,1حیث, 2, , 1k n 

1ولكن  14,
3

r


 

2 1 1
55 5 5

2 2 (1 6 ) (1 6 )3 34 (cos sin ) 4(cos sin )
5 5 15 15

k k k k
z w i i

 
      

      0,1حیث, 2,3, 4k 

1 1
3 3

2 2 (1 4 ) (1 4 )2 2(8) (cos sin ) 2(cos sin )
3 3 6 6

k k k k
z i i

 
      

     0,1حیث, 2k 

0kعندما ) 1( 
2

5 55 (1 6 ) (1 6 )4(cos sin ) 4(cos sin )
15 15 15 15

k k
z i i

    
    

1kعندما ) 2( 
2

5 55 (1 6 ) (1 6 ) 7 74(cos sin ) 4(cos sin )
15 15 15 15

k k
z i i

    
    

2kعندما ) 3( 
2

5 55 (1 6 ) (1 6 ) 13 134(cos sin ) 4(cos sin )
15 15 15 15

k k
z i i

    
    

3kعندما ) 4( 
2

5 55 (1 6 ) (1 6 ) 19 194(cos sin ) 4(cos sin )
15 15 15 15

k k
z i i

    
    
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4kعندما ) 5( 
2

5 5 55 (1 6 ) (1 6 ) 25 25 5 54(cos sin ) 4(cos sin ) 4(cos sin )
15 15 15 15 3 3

k k
z i i i

      
      

للواحد الصحیحیة ر النونوالجذ
1nzإذا كان   فان ،zلأتي  ویكن حي ھذه المعادلة جبریا على النحو ا.  یسمى بالجذر النوني للواحد الصحیح:

1nz  1یؤدي إلى 2( 1)( 1) 0 1 0n n nz z z z z         
1أما  1 0z z   1أو 2 1 0n nz z z      ومن ھذه المعادلة نحصل على( 1)n من الجذور.

)4.9.5(مثال
4اوجد الجذور الأربعة للواحد الصحیح  1z 

: الحل 
3 2 4( 1)( 1) 0 1z z z z z      

1أما  1 0z z    2أو 3 2( 1)( 1) 0 ( 1) 0z z z z z       
1أما  1 0z z     2أو 21 ( 1) 0z i z z       

,1وعلیھ الجذور الأربعة للواحد الصحیح ھي  1, ,i i 

) 5.9.5(مبرھنة
1nzكان إذا  ) حیثn 2فان  ) عدد موجب 2(cos sin )k k

z i
n n

 
   0,1حیث, , 1k n 

:البرھان 
1 1 0nz i   1, 0x y 2 2 1 0 1 1r x y      

)0argوكلك  ) 0 tan 0
1

y
z

x
       وعلیھ الصیغة القطبیة للعدد العقدي ھي

(cos sin ) 1(cos 0 sin 0)nw z r i i     

بما ان 
1 1 2 2(cos sin )n n

k k
w r i

n n

    
  0,1,2حیث, , 1k n 

1 1 2 2 2 2(cos sin ) cos sinn n
k k k k

z w r i i
n n n n

      
      0,1حیث, 2, , 1k n 

)6.9.5(مثال
3كان إذا)1( 1z   2فان 2(cos sin )

3 3
k k

z i
 

   0,1حیث, 2k  وعلیھ الجذور الثلاثة ھي

1 3 1 31, ,
2 2 2 2

i i   

4كان إذا)2( 1z   2فان 2(cos sin )
4 4
k k

z i
 

   0,1حیث, 2,3k  وعلیھ الجذور الأربعة  ھي

1, 1, ,i i 
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معادلة الدائرة في المستوي العقدي10.5
0تمثل دائرة مركزھا النقطة Cكن لت 0 0z x iy  ونصف قطرھاr ولتكن النقطة ،z x iy  أیة نقطة تقع

على الدائرة ، فان 
2 2 2

0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x i y y x x y y r r              

0zوعلیھ معادلة الدائرة ھي  z r 

)1.10.5(مثال
,01إذا كانت ) 1( 1r z i   1)فان معادلة الدائرة ھي ) 1z i   وعلیھ

2 2 2 22 2 1 0 ( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1) 1 ( ) (1 ) 1x y x y x y x i y x iy i                   

1zمركز ونصف قطر الدائرة ) 2( i  0ھما , 1z i r 

)5.5.5(مثال
3اوجد المحل الھندسي المتمثل بالمعادلة  3 10z z   

: الحل
zلیكن  x yi 3 3 ( 3) , 3 3 ( 3)z x yi x yi z x yi x yi              

2 2 2 23 ( 3) ( 3) , 3 ( 3) ( 3)z x yi x y z x yi x y              

3بما ان  3 10z z   
2 2 2 2 2 2 2 2( 3) 10 ( 3) ( 3) ( 3) 10x y x y x y x y             

2لى بتربیع الطرفین ، نحصل ع 2 2 2 2 2( 3) 100 20 ( 3) ( 3)x y x y x y        
2 2 2 2 2 2 2 25 ( 3) 25 3 6 9 100 20 ( 3) 6 9x y x x x y x y x x y                

بتربیع الطرفین مرة أخرى نحصل على  
2 2 2 2 2 225 150 225 625 150 9 25(( 3) ) (25 3 )x x y x x x y x          

2 2
2 21 16 25 40

25 16
x y

x y      ،وھذه معادلة  قطع ناقص

3المحل الھندسي المتمثل بالمعادلة أي ان   3 10z z   اقصھو معادلة  قطع ن.
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)5(تمارین
ضع كلا ممایاتي بالصیغة العادیة للعدد العقدي 1.5

5 27 333 71 124 999, , , , ,i i i i i i

x,جد قیمة كل من 2.5 yالحقیقیتین اللتین تحققان المعادلة في كل ممایاتي
)1(2 1 2 1 ( 1)x i y i    )2 (3 4 2 8x i yi  )3 ((2 1) (2 1) 8 3y x i i     
)4(3 ( 2) (5 2 ) (3 8)x y i x y i     

اختصر لأبسط صورة 3.5
)1 ((5 2)(2 )i i )2 ((2 3 )(4 2 )i i )3 ((4 )( 3 3 ) ( 2 3 )(2 )i i i i      )4 (2(7 11 )i

)5 (2(2 3 ) (12 2 )i i  )6 (4 4(1 ) (1 )i i  )7 (3 3(1 ) (1 )i i  )8 (1 2
2
i

i




)9 (2
3 4

i

i




)10 (12 i

i



)11 (3 4
3 4

i

i




)12 (
2 3

i

i
)13 (2 3 1 4

1 4
i i

i i

 


 
)14(4 72 14 52

12 16 3 4
i i

i i

 


 
)15 (

2 2

2 2

( ) ( )
( ) ( )
x yi x yi

x yi x yi

 


 

)16 ((69 7 5) (3 6 5)
3 ( 5 5)

i

i

  
  

)17 (
3 4

4

(2 ) (2 )
(2 3 )
i i

i

  


x,جد قیم 4.5 y من المعادلات التالیة
)1 (2(1 4 ) 2( )i x iy x iy    )2 (5 (2 )( 2 )y i x i x i   )3 ((2 4 ) (1 2 ) (3 2 )i i i i    

)4 (8 ( 2 )( 2 ) 1i x i y i   )5(22 1( ) 2
2 2

i
i

i x iy


  

 
)6 (

2

2

(1 ) 2 0
(1 )

i

i x yi


 

 

)7 (21 ( ) (1 2 )
1

i
x yi i

i


   



)4 (2 3 1
1 2

i i
x y

i i i

 
 

 
انبرھن على 5.5

)1(2 3(1 )(1 )(1 ) 4i i i   )2 (31 3( ) 1
2 2

i  )3 ( 1إذا كان 3
2 2

z i  2فان 1 0z z  

)4 (2 2

1 1 8
(2 ) (2 ) 25

i
i i
 

 

x,جد قیمة 6.5 y 3الحقیقیتین إذا علمت ان 2,
1 5
x iy i

i i

 


مترافقان

1لیكن 7.5 2,z z . 2برھن على ان 2
1 2 1 2 1 2z z z z z z  

zلیكن 8.5 x iy  . 2برھن انz x y z  

1لیكن 9.5 2,z z  1بحیث ان 21, 1z z  . 1برھن على ان 2

1 2

1
1
z z

z z






ة التربیعیة التي جذورھا كون المعادل10.5
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)1 (21 ,1  )2 (
2

2 ,
2 2

 
  

)3 (
2

2

3 3,i

i





جد قیمة11.5

)1 (
10 11

7 8

1 3 3
1 3 3

z z

z z

 
 

2إذا علمت أن  1 0z z  )2 (
2

2

1 10 10
1 3 3

 
 

 
 

أن اثبت 12.5
)1 (2 8( ) 1  )2 (2 3 3(1 ) (1 ) 2     )3 (2 3 2 3(3 4 3 ) (3 4 3 ) 1        

)4 (
14 7

10 5

1 2
2 3

 
 
 


 

)5 (2
2

1 1 1( )
2 2 3 

  
 

)6 (2
2

2 5(1 )(1 ) 18 
 
    

)7 (3 3 2
2 2

i i

i i
 

 
)8 (3

2

3 4( ) 1
3 4








جد مجموعة الحل للمعادلة 13.5
)1 (2 50 0z i

i
 )2 (2 6 7 0z zi  )3(2(1 ) (11 9 ) 20 8 0i z i z i     )4(4 11 0

3
z i  )5 (

6 1 0z  

1علمت ان إذا6zاحسب  cos sinz i   
2احسب كل من 3 4 5 8, , , ,z z z z z 1إذا علمت انz i 

cos)إذا علمت ان 8zاحسب  cos ) (sin sin )z i      

2إذا علمت ان zاحسب  4 4z a ai  
1ن لیك 2,z z برھن على ان

)1 (2 2 2 2
1 2 1 2 1 22 2z z z z z z    )2 (1 2 2 1z z z z  )3 (1 2 1 2 1 2

1 ( )
2

z z z z z z 

1لیكن  2 3, ,z z z  1برھن على ان 2 1 2 32z z z z z    2كان إذاإذا وفقط 3z z

1لیكن  2 3, ,z z z  2بحیث ان 2 2
2 1 2 3 1 3z z z z z z     2برھن على ان 3 1 3( )z z i z z   حیث


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Introduction to Numbers Theoryمقدمة في نظریة الأعداد .6
.بدراسة خواص الأعداد الصحیحة ،بصورة عامة والأعداد الطبیعیة  بصورة خاصة)أو الحساب(تھتم نظریة الأعداد

یة موضوع الھندسة أقدم موضوعین في الریاضیات ونظریة الأعداد أكثر المواضیع الریاضوتشكل ھذه النظریة ، مع
یضم ھذا الجزء خوارزمیة القسمة، القاسم المشترك الأعظم ،الأعداد الأولیة والمبرھنة الأساسیة في . إثارة لشعور الناس

.الحساب وبعض تطبیقاتھا
Divisibilityقابلیة القسمة 1.6

)1.1.6(تعریف 
a,لیكن كل من  b  0بحیث أنb . ن عیقالb یقسمبأنھ)Divides(a)أوa یقبل القسمة)Divisible( علىb(

aبحیث أن kإذا وجد عدد صحیح  b k  ویعبر عن ذلك بالشكلab aأو |

b
.

bمضاعف للعدد aأو aللعدد ) Divisor(قاسمbأو aعامل للعددbكما یقال أحیانا إن 

ذا كان إab 1  وكان/b a فیقال أنb قاسم فعلي للعددaإذا كانb لا یقسمa فتكتب أحیانا|b a

)2.1.6(مثال
)1(3 12لان 12| 3 4  4وان)2 (4 | 6 لعدم وجودk  6بحیث ان 4k
)3 (| 0a لكلa )4 (|a a لكلa )5 (1| a لكلa

)3.1.6(مثال
الاستقراء الریاضي ةبرھن بطریق

7إذا كان ) 1( 2n n
nx   5، فان | nx ،)أي انnx لكل ) 5یقبل القسمة علىn 

2إذا كان ) 2( 1 2 12 3n n
nx    5، فان | nx ،) أي انnx لكل ) 5یقبل القسمة علىn 

:الحل 
0nإذا كان ) 1(  0، فان 0

0 7 2 1 1 0x      5، أي ان 5، یقبل القسمة على | 0.
5نفرض ان  | nx یوجدk  7بحیث ان 2 5 7 2 5 5n n n n

nk k x k      

15ولكي نثبت ان  | nx  لاحظ ان
1 1 1 1

1 7 2 7 7 2 7(5 2 ) 2 35 2 (7 2) 7 2
5 5 5 5 5

n n n n n n n
nnx k k

k
   

       
     

15 | nx   5، وعلیھ فان | nx لكلn  .
1nإذا كان ) 2(  1، فان 2 3 5x    5، أي ان 5، یقبل القسمة على |1.

5نفرض ان  | nx یوجدk   بحیث ان
2 2 1 2 1 2 12 10 2 3 2 3 5 5n n n n

nk k x k         

15ولكي نثبت ان  | nx لاحظ ان
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1

2 11 2 3 2 2 3 2(10 2 3 ) 3 20 ( 4 9) 3 4 3
5 5 5 5 5

n n n n n n n
nnx k k

k
     

          
     

15 | nx   5، وعلیھ فان | nx لكلn .
)4.1.6(مبرھنة

,لیكن   ,a b c 
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)1 (|a a ،1| a ،| 0b)2(1b1كانت إذاوفقط إذا| b)3(كان إذاab b|فان  | c a c 
abكان إذا)4( c|وكان | b فان|c a)5(|b a و|a bكان إذاوقط إذاba 
c|كان إذا)6( a و|c b فان| ( )c a n b m   لكل,n m 

)مباشرة من التعریف(واجب :  البرھان 
) 5.1.6(مبرھنة 

a,لیكن كل من  b  0بحیث انb وحیدین ینصحیحیند، فانھ یوجد عدq،r بحیث انa bq r  ،
0 r b . ) ان العددq یسمى خارج قسمةa علىbr )باقي القسمة ,

: البرھان
}لتكن  : , 0}A a xb x a xb    A  

1بما ان 0a b a b b     وكذلك( ) 0a a b a a b a a      

xوعلیھ ، لكل  a  ،a xb A  A  

A  مجموعة جزئیة غیر خالیة  من، بما ان حسنة الترتیبA تحتوي على عنصر أول ولیكنr

 توجدq  بحیث انa bq r r a bq     ،0r 
rالآن نبین ان  b . سنبرھن بطریقة التناقض نفرض انr b

( 1) ( ) 0 0r b A a q b a bq b r b r b              
rلكن  b r  یناقض كونr عنصر أول فيA وعلیھ ،r b

r,لبرھان  q 1وحیدین ، نفرض ان 1,r q 1عددان آخران یحققان 1a bq r  ،10 r b 

1 1 1 1 1 1( )r r b q q r r b q q bq r bq r           

0بما ان  0b r r b       1وكذلك بما ان 1 10r r b b r r b r b         

1 10 1q q b q q b     

1بما ان  1 10 0q q q q q q       1ولكن 1 1r r bq r bq r    

Division Algorithm)خوارزمیة القسمة للأعداد الصحیحة ()6.1.6(نتیجة 
a,لیكن كل من  b  0بحیث انbوحیدین ینصحیحیند، فانھ یوجد عدq،r بحیث انa bq r  ،0 r b .

:البرھان 
0b0bبما ان    0أوb 

0bإذا كانت   5.1.6(، فھذا نص المبرھنة(
0أما إذا كانت  0b b   وحیدین ینصحیحیند، یوجد عد)5.5.2(، باستخدام مبرھنةq ،r ان بحیث

a b q r  ،0 r b .
0bبما ان  b b    ضع ،q q   نحصل على ،a bq r  ،0 r b .

Greatest Common divisorالأعظم القاسم المشترك 2.6
)1.2.6( تعریف 

a,لیكن  b  . یقال ان العدد الصحیحdقاسم مشترك)Common divisor( للعددین,a bكان إذاadbd |,|.
)2.2.6(تعریف 

a,لیكن ) 1( b  یقال للعدد.لیس كلیھما صفراd  الأعظمالقاسم المشترك بأنھ)Greatest Common divisor(
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a,للعددین  b  ا(إذا كان (adbd cكان إذا)ب(|,|  وكان| , |c b c aفانdc |

gوباختصار فان  c d( , )a b صحیح في مجموعة كل القواسم المشتركة للعددین ھو اكبر عدد,a b.
1لیكن ) 2( 2, , , na a a   یقال للعدد. لیس كلیھما صفراd  1للأعداد الأعظمالقاسم المشترك بأنھ 2, , , na a aإذا

|) ا(كان  id a1,2لكل, ,i n )كان إذا)بc  وكان| ic a 1,2لكل, ,i n فانdc |

1وباختصار فان  2g c d( , , , )na a a   1للأعدادھو اكبر عدد صحیح في مجموعة كل القواسم المشتركة 2, , , na a a.
)3.2.6(مثال

)1 (g c d(6,9) g c d( 6,9) g c d(6, 9) g c d( 6, 9) 3               
)2(g c d(14,21,91) 7, g c d(144,54,90) 18     

) 4.2.6(مبرھنة 
a,لیكن  b  یختلف عن الصفر ، فان الأقلواحدھما علىg c d( , )a b یوجد عددان صحیحان كما. ووحیدموجودyx,

gبحیث ان  c d( , )a b a x b y     
:البرھان

}لتكن  : , ; 0}A a n b m n m a n b m        A  
a,بما ان  b لیست كلاھما مساویة للصفر

0aإذا كانت  0 0a a n b      1عندما نختارn  1أوn  A a A   

A  مجموعة جزئیة غیر خالیة  من، بما ان حسنة الترتیبA تحتوي على عنصر أول ولیكنd

 توجد,x y  بحیث انd a x b y   .
gولكي نثبت ان  c d( , )d a b   .

r,باستخدام خوارزمیة القسمة ، یمكننا نجد  q  بحیث انa qd r  ،0 r d r a qd  
( ) (1 ) ( )r a q ax by a qx b qy       0،وبما انr 

0rإذا كان A r   وبما ان ،r d وھذا تناقض لانdي عنصر أول فA.0r  
d|بما ان  a a qd a qd r     وبالمثل نبرھن|d b وعلیھ ،d قاسم مشترك للعددین,a b

cكان إذا كان و| , |c b c aفان| ( )c ax by وعلیھ ،dc |d  قاسم مشترك للعددین,a b

e، نفرض ان dولبرھان وحدانیة  نأخر للعددیقاسم مشترك أعظم,a b|d e  وان ،|e d وعلیھ فان ،e d.
ملاحظة 

gإذا كان  c d( , )a b a x b y      فان ،,x yیوضح ذلك لیس بالضرورة ان یكونا وحیدین ، والمثال التالي
)5.2.6(مثال 

,9إذا كانت ) 1( 6a b  فان ،. . (9,6) 3g c d  . 3لكن 9 1 6 ( 1), 3 9 3 6 ( 4)         
,90إذا كانت ) 2( 252a b  فان ،. . (90, 252) 18g c d  . 18لكن 90 3 252 ( 1), 3 90 255 252 ( 91)         

Prime Numbersولیة الاعتداد الأ3.6
) 1.3.6( تعریف 

إذا كان قاسمھا المشترك الأعظم )Relatively Prime(یقال عن عددین صحیحین غیر صفریین إنھما أولیان نسبیا 
a,العددان الصحیحان بعبارة أخرى .یساوي واحد bنھما أدى أو كل م( یساوي صفرا ، یقال لھما أولیان نسبیا كلاھما لا

)g.c.dإذا كــان) للآخر  , ) 1a b .
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)2.3.6(مثال
g.c.d(3,5)أولیان نسبیا لان 5.3) 1( 1)2 (4،13 اولیان نسبیا لانg.c.d(13, 4) 1
g.c.d(9,8)اولیان نسبیا لان 8،9) 3( 1

)3.3.6(مبرھنة 
a,لتكن  b یساوي صفر فان العددین وكل منھما لا,a b وجد إذاوفقط إذااولیان نسبیا,x y  بحیث ان

byax 1.
: البرھان

a,نفرض  b أولیین نسبیاg.c.d( , ) 1a b  
x,یوجد، ) 4.2.6(باستخدام المبرھنة  y  بحیث انbyax 1.

x,نفرض یوجد  : الاتجاه الأخر  y  بحیث انbyax 1 ولیكن ،g.c.d( , )d a b|d a ،|d b

d|لكن  ax by|1d  1، بما انd d   g.c.d( , ) 1a b  . وعلیھ,a bأولیین نسبیا.
)4.3.6(مبرھنة 

)g.c.dإذا كان ) 1( , )a b d فان ،g.c.d( | , | ) 1d a d b 
)g.c.dإذا كان ) 2( , ) 1a b  وكانg.c.d( , ) 1a c  فان ،g.c.d( , ) 1a b c 

: البرھان 
)g.c.dنفرض ) 1( | , | )d a d b m ،1m 

( | )d a mr  ،( | )d b ms حیث ان,r s  وعلیھ فانa dmr ،b dms ومنھ ینتج ان|dm a ،|dm b ،
)g.c.dوبالتالي فان  , )a b dوھذا یناقض الفرض.

)g.c.dبما ان ) 2( , ) 1a b  ،g.c.d( , ) 1a c یوجد ) 14.1.7(، باستخدام المبرھنة ،,n m  1بحیث انan bm  ،
r,وكذلك یوجد  s  1بحیث انar cs  وعلیھ فان( ) ( ) 1 ( ) 1a n bmr bm cs an bm ar cs      

)g.c.dوعلیھ فان  , ) 1a b c .
Euclid's Lemmaمأخوذة اقلیدس )5.3.6(مبرھنة 

a|إذا كان  b c وكان,a b فان أولیین نسبیا ،|a c

:البرھان 
a,بما ان  b أولیین نسبیاg.c.d( , ) 1a b  ،یوجد ) 2.3.6(باستخدام المبرھنة ،,n m  بحیث ان

1an bm  بضرب الطرفین في ،c نحصل على ،acn bcm c  لكن ،|a b c بالفرض و|a ac وعلیھ فان
| |a c a bcn acm .

)6.3.6( تعریف 
pلیكن  . یقال عنp بأنھ عدد أولي)Prime Number ( 1إذا كانp  ولا یقبل القسمة الا على ،p 1و .
)7.3.6(مثال

)1(2,3,5,7,11,13,17,19,23,یة أعداد أول)8لیس عددا أولیا لان 8العد ) 2 2 4  2، وعلیھ فان | 8 ،4 | 8
1pإذا كان وبصورة عامة   فیقال ان أولیاولم یكن عددا ،a عدد قابل للتحلیل أو( عدد مركب ()Composite(

یوجد إذاوفقط إذاقابلا للتحلیل aكما انھ لیس مركبا ، وعلیھ یكون العدد الصحیح أولیالیس 1لاحظ ان العدد 
bcعددان صحیحان  1بحیث ان , , 1 ,c a b a a b c     
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)8.3.6(مبرھنة
a,كانإذا)1( b ،p وكان أولیاعددا|p a bفان ،|p a أو|p b

1،أولیاعددا pكانإذا)2( 2| ( )np a a a فانkap k ،1لبعض| k n .
.كل عدد صحیح اكبر من الواحد یقبل القسمة على عدد أولي ) 3(

: البرھان
p|نفرض ) 1( bg.c.d( , ) 1b p  

p|بما ان  a b باستخدام مأخوذة اقلیدس ، نحصل على ،|p a

بطریقة الاستقراء الریاضي سنبرھن)2(
1nإذا كان   1، فان|p aبالفرض ، وعلیھ فان النتیجة صحیحة في ھذه الحالة.

nالآن نفرض النتیجة صحیحة عندما  m 1ولكي نثبت صحة النتیجة عندماn m .
1لاحظ انھ إذا كان  2 1| ( )mp a a a  1، فان 2 1| ( )mp a a a 1، نحصل على أما )1(، باستخدام فرع|p a 2أو 1| ( )mp a a 

p|1إذا كان  a1أما إذا كان . فینتھي البرھان|p a 2، فان 1| ( )mp a a  باستخدام فرضیة الاستنتاج الریاضي  یوجد ،
2 i m   بحیث ان| ip a، 1النتیجة عندماn m . وعلیھ فانھ صحیحة لجمیع قیمn .

}اكبر من واحد ولا یقبل القسمة على عدد أوليn{لتكن) 3( :A n  A  
Aیجب ان نبرھن   : سنبرھن بطریقة التناقض ، نفرض انA 

A  مجموعة جزئیة غیر خالیة  من، بما ان حسنة الترتیبA تحتوي على عنصر أول ولیكنm

1m   ولا یقبل القسمة على عدد اولي
m|عددا أولیا فانmكان فإذا  m وھذا خلاف الفرض ، أما إذا كانm عددا غیر أولیا، فان|r m ،1 r m  ،

rوعلیھ فان  mنتج ان ومنھ یr A وبالتالي فانr یقبل القسمة على عدد اولي ولیكنp وعلیھ فان|p m

A.وھذا خلاف الفرض أیضا  

The Fundamental Theorem of Arithmeticفي الحسابالمبرھنة الأساسیة)9.3.6(مبرھنة 
.وھذا التمثیل وحید، بصرف النظر عن ترتیب العوامل أولیةأعدادعنھ كضرب یمكن ان یعبر1aكل عدد صحیح موجب

:البرھان 
ر من الواحد والتي لایمكن التعبیر عنھا كحاصل ضرب أعداد تمثل مجموعة الأعداد الصحیحة الموجبة الأكبAلتكن 
Aأولیة     

Aیجب ان نبرھن   : سنبرھن بطریقة التناقض ، نفرض انA 
A  مجموعة جزئیة غیر خالیة  من، بما ان حسنة الترتیبA تحتوي على عنصر أول ولیكنm

1m   لایمكن التعبیر عنھا كحاصل ضرب أعداد أولیةولاm دد غیر اولي ، وعلیھ یوجد ع,n k 
mبحیث ان  nk 1، وان n m  ،1 k m لكن ،mعنصر أولA فيAn A  وكذلكk A ،

n,وعلیھ فان كلا من  k لكن . یمكن التعبیر عنھ كحاصل ضرب أعداد أولیةm nk یمكن التعبیر عنm

mداد أولیة وھذا تناقض كون كحاصل ضرب أع AA   وعلیھ فان أي عدد صحیح اكبر من الواحد ،
نفرض . ولإثبات وحدانیة ذلك التعبیر . یمكن التعبیر عنھ كحاصل ضرب أعداد أولیة

1 2 1 2r sm p p p q q q        
1أعداد أولیة لجمیع قیم ip ،jqحیث ان  , 1i r j s    .الریاضي على جسنبرھن بطریقة الاستنتاr بانr s    ،

i ip q لكلi 1، فإذا كانr  1فان 1 2( )sm p q q q   1، لكنp، 1عدد اوليs   ،1 1p q . والان لنفرض



104ر
Foundations of Mathematics II)  2(أسس الریاضیات

3: عدد الوحدات 1: قشة منا3: نظري 

81

1rان   وانھ عندما یعبر عنm ضرب أعداد أولیة عددھا اقل من كحاصلrوحیث ان . یكون ذلك التعبیر وحیدا
1 2 1 2r sp p p q q q        1یعني ان 1 2| ( )sp q q q  

 1یوجد k s  1بحیث ان | kp q) 2، فرع 8.3.6حسب(
1وحیث انھ یمكن ان نفرض بدون التأثیر على عمومیة البرھان ان  1|p q 1نجد ان 1p q 1لانq 1عدد اولي لكن 1p q

2یعني ان  2r sp p q q      .1وامل الطرف الأیسر من ھذه المعادلة یساوي وعلیھ فان عدد عr .
2 2 3 3, , r sp q p q p q   حسب فرضیة الاستقراء الریاضي.

ملاحظة 
1mإذا كان    1، فانm  وعلیھ یمكن التعبیر عن ،mریقة وحیدة كحاصل ضرب أعداد أولیةبط.

1

i

s

i
i

m p



   وعلیھ فان ،
1

( 1) i

s

i
i

m p



   حیث فانip 1أعداد أولیة مختلفة لجمیع قیم i s 

)10.3.6(مثال
)1 (260 2 3 5  )2 (4 2144 2 3 )3 (3 2 212600 ( 1) 2 3 5 7      

Euclidاقلیدس)11.3.6(مبرھنة
، بعبارة أخرى مجموعة الأعداد الأولیة لانھائیةالأولیةالأعدادیوجد عدد غیر منتھ من 

: البرھان 
1نفرض یوجد عدد منتھي من الأعداد الأولیة ، ولتكن : سنبرھن بطریقة التناقض  2, , , np p p

1لیكن 21 nm p p p    1m  وعلیھ فان ،mیقبل القسمة على عدد اولي مثلp)19.5.2مبرھنة )3(حسب(
ipلو فرضنا ان  p 1لبعض قیم i n  فان ،|p m 1و 2| ( )np p p p   1، وعلیھ فان |1p p 

ip.عددا أولیاpوھذا تناقض كون  p  1,2لكل, ,i n عداد الأولیة مجموعة لانھائیة، وعلیھ فان مجموعة الأ.
)12.3.6(تعریف 

a,لیكن) 1( bیقال للعدد. یساوي صفرعددین صحیحین كلاھما لاe البسیط(المضاعف المشترك الأصغر بأنھ      (
)Least Common Multiple( للعددینab, إذا كان
)1 (|a e،|b e أي انe ھو مضاعف لكل,a b)2 (كان إذا|a c ،|b c فانce |

.وباختصار فان  . ( , )i c m a bالمشتركة للعددین مضاعفات یح في مجموعة كل العدد صحصغر ھو ا,a b.
1لیكن ) 2( 2, , , na a a  یقال للعدد. لیس كلیھما صفراe  1للأعداد الأعظمالقاسم المشترك بأنھ 2, , , na a aإذا

ia|) ا(كان  e 1,2لكل, ,i n )كان إذا)بc  وكان|ia c 1,2لكل, ,i n فان|e c

1وباختصار فان 2c ( , , , )ni m a a a   1للأعدادالمشتركة المضاعفاتعدد صحیح في مجموعة كل اصغر ھو 2, , , na a a.
.ویمكن ان نبرھن على ان المضاعف المشترك البسیط لأي عددین غیر صفرین یكون وحیدا

)13.3.6(مثال
. . (24,9) 72, . . (36,9) 36, . . (2,3) 6i c m i c m i c m  
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Congruenceالتطابق 4.6
)1.4.6(تعریف 

nلیكن  ،,a b . عن العددان یقال,a b متطابقانبأنھما)Congruent(معیارللn) أو یقال ان العددa یطابق أو
mod)(وتكتب ) nللمعیارbیوافق العدد  nba  إذا كانba  یقبل القسمة علىn.

mod)(یعني ان  nba  إذا كانknba  لعدد صحیح مثلk

baإذا كانت   لا تقبل القسمة علىn فنقول انa غیر متطابقة معb معیارn . الحالة تكتب  ھذهوفي)(mod nba 

)2.4.6(مثال 
)1(10 4(mod 3) 10لان 4 3یقبل القسمة
)2(13 3(mod 4)  13لان 3  4یقبل القسمة
)3(11 4(mod 4)  11لان ( 4)  5یقبل القسمة
)4(17 3(mod 7)   17لان ( 3)   7یقبل القسمة
)5 (36 4(mod 5) 36لان 4 5لا یقبل القسمة
)6 (10 4(mod 3)  10لان 4 3لقسمة لا یقبل ا

ملاحظة
mod)(المتطابقة nbax  كانإذالھا حلولb یقسمg.c.d( , )a nأوg.c.d( , )a n یقسمb وعدد الحلول یساويg.c.d( , )a n

)3.4.6(مبرھنة
.علاقة تكافؤ علىnعددا صحیحا موجبا فان التطابق معیار nلیكن

: البرھان
aلیكن ) 1(/    

mod)بما ان   ) 0 0.a a n a a n    
 التطابق علاقة انعكاسیة على

a,لیكن ) 2( b  ولیكن ،)(mod nba 
a b kn   لبعضk ( )a b kn    ( )b a k n   

(mod )b a n  التطابق علاقة متناظرة على
,لیكن ) 3( ,a b c  ولیكن ،)(mod nba  ،)(mod ncb 

a b kn   ،nkcb 2 1لبعض 2,k k 

1 2 1 2( ) ( ) ( )a c a b b c k n k n k k n         

(mod )a c n عدیة على التطابق علاقة مت
على تطابق التطابق علاقة وعلیھ 

)4.4.6(مبرھنة 
,عددا صحیحا موجبا ثابتا ، nلیكن  ,a b c  فان

mod)(كانتإذا)1( nba  و)(mod ndc  فان( )(mod )a c b d n   و)(mod nbcac .
mod)(كانتإذا)2( nba   فان)(mod nbcac 
mod)(كانتإذا)3( nba فان)(mod nba kk  لكلk 

:البرھان
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mod)(بما إن)1( nba  ،)(mod ndc  فانnkba 1  ،nkdc 2 1لبعض 2,k k 
nkknknkdcbadbca )()()()()( 2121 

( )(mod )a b b c n   
1وكذلك 2 2 1 1 2 3( )( ) ( )ac b k n d k n bd bk bk k k n n bd k n         حیثznkkdkbkk  21123

(mod )ac bd n 
mod)(بما إن  )2( nba a b kn   لبعضk 

1( ) ( )ca cb ck n k n c a b ckn       1حیثk kn(mod )ca cb n 

سنبرھن بطریقة الاستقراء ) 3(
1بما ان  1(mod ) (mod )a b n a b n  

 1العبارة صحیحة عندماk .
kنفرض العبارة صحیحة عندما mأي نفرض(mod )m ma b n1ونثبت صحتھا عندماk m  أي نبرھن ،

1 1(mod )m ma b n 
mod)بما ان  )m ma b n وكذلك(mod )a b n نحصل على ) 1(، باستخدام الفرع ،(mod )m ma a b b n  

1 1(mod )m ma b n  ھ وعلی)(mod nba kk   لكلk 
ملاحظة 

mod)(كانت إذاأي ، من المبرھنة اعلاة غیر صحیح) 2(معكوس الحالة  nbcac  فلیس من الضروري ان یكون
)(mod nba  4ومثال ذلك 3 2 3(mod3)   3(ولكن(mod24 

)5.4.6(مبرھنة 
mod)(كانت إذا nbcac  وg.c.d( , ) 1c n  فان)(mod nba 

: البرھان
mod)(بما إن  nbcac  فانknbcac  لبعضk ( )c a b kn  

)g.c.dان بما , ) 1c n a b یقبل القسمة علىn(mod )a b n .
)6.4.6(تعریف 

{وتعرف بالصیغةa][بالرمزnمعیارaمع یرمز لمجموعة كل الأعداد الصحیحة المتطابقة . عدد صحیح اختیاريaلیكن
]kلبعض عدد صحیح ] { : (mod )} { : ,a x x a n x x a kn        ونطلق على][aصف التطابق)Congruence

Class (معیارn المعیّن بـa ونعزو لـa  ممثل ھذا الصف
)7.4.6(مثال 
فان 4nلتكن 

k[0]لبعض عدد صحیح{ { : 0(mod 4)} { : 4 ,x x x x k      
 [0] , 12, 8, 4,0,4,8,12,     

k[1]لبعض عدد صحیح{ { : 1(mod 4)} { : 1 4 ,x x x x k       
[1] { , 11, 7, 3,1,5,9,13, }     

k[2]لبعض عدد صحیح{ { : 2(mod 4)} { : 2 4 ,x x x x k       
[2] { , 10, 6, 2, 2,6,10,14, }     

k[3]لبعض عدد صحیح{ { : 3(mod 4)} { : 3 4 ,x x x x k       
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[3] { , 9, 5, 1,3,7,11,15, }     
k[4]لبعض عدد صحیح{ { : 04(mod 4)} { : 4 4 ,x x x x k       

[4] { , 8, 4,0, 4,8,12, } [0]     
]7[]3[,]6[]2[,]5[]1[كذلك    وھكذا
)8.4.6(تعریف

,n{[0],[1],[2]مجموعة صفوف التطابق معیار. عددا صحیحا موجبا nلیكن ,[ 1]}n  مجموعة الأعداد الصحیحة تسمى
]}0,[]1,[]2,...,[]1{[أي أنnZ، ویرمز لھا بالرمزnمعیار  nZ n 0,1}ویرمز لھا اختصارا, , 1}nZ n 

)9.4.6(مبرھنة
عددا صحیحا موجبا فان nلیكن 

nZaلكل ) 1( ][ فان[ ]a 

nZaإذا كانت ) 2( ][ و][ab  فان][][ ba 

nZbaإذا كان  ) 3( ][],[ حیث][][ ba  فان[ ] [ ]a b  

)4 ([ ]
a

a






:البرھان 

   : (mod )a x z x a n  

mod)(یما إن ) 1( naa  a a  وعلیھ[ ]a 

لیكن )  2( (mod )x a n x a  

بما ان  ab(mod )b a n (mod )a b n (mod )x b n  x b 

   a b وبالمثل نبرھن[ ] [ ] [ ] [ ]a b b a  

]نفرض ) 3( ] [ ]a b   یوجدx  بحیث أن   bax 

 x a  و bx(mod )x a n  و)(mod nbx (mod )b x n 

(mod )b a n  b a  .نحصل على ) 2(باستخدام الفرع   ba 

]بما ان ) 4( ]a   لكلa[ ]
a

a






]لیكن  ] [ ] [ ] [ ]

a a a

a a a a a a a
  

        
  

    
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)6(تمارین
3للمعادلة xجد قیم1.6 6(mod15)x  0حیث 15x 
6برھن على ان 2.6 6(mod10)n  لكلn 
2برھن على انھ أما . aلكل عدد صحیح 3.6 0(mod 4)a  2أو 1(mod 4)a 
2إذا كان4.6 2 (mod )a b n حیثn برھن على انھ أما . عدد اولي(mod )a b n أو(mod )a b n 
10باستخدام الحقیقة 5.6 1(mod 9)إذا كان مجموع أرقامھ9نة على ان عددا صحیحا یقبل القسمة على للبرھ

9یقبل القسمة على 


