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Sequence and Series of Functionsمتتابعات ومتسلسلات الدوال . 1
ت اللانھائیة مقدمة، التقارب النقطي، التقارب المنتظم، التقارب المقید، العلاقة بین التقاربات الثلاثة، المتسلسلا

.للدوال، متسلسلات القوى
Integral لـكامـالت. 2

مبرھنة لبیك في التكامل الریماني، الخواص الأولیة ،  تكامل ریمان مع بعض المبرھنات المتعلقة بقابلیة التكامل
تكامل ریمان  دالة لتكامل ریمان، مبرھنة القیمة الوسطى للتكامل، فضاء الدوال القابلة للتكامل الریماني كتحویل، 

.تعریف وأمثلة وخواصھ، تكامل ریمان ستیلجس، ، الاشتقاق والتكامل الریماني)خطیة، رتبیھ ، غیر متباینة(
Measureالقیاس. 3

أطوال المجموعات المفتوحة المقیدة، القیاس الخارجي للمجموعات المقیدة، القیاس الداخلي للمجموعات المقیدة، 
قیاس،  قیاس المجموعات المقیدة، قیاس المجموعات غیر المقیدة، مثال على مجموعة غیر المجموعات القابلة لل

.فضاء الدوال القابلة للقیاس، قابلة للقیاس، الدوال القابلة للقیاس، وبعض المبرھنات المكافئة للدوال القابلة للقیاس
The Lebesgue Integralتكامل لبیك. 4

فضاء الدوال القابلة ، العلاقة بین التكامل الریماني واللیبیكي، خواص تكامل لیبیكتعریف تكامل لیبیك مع أمثلة،
.للتكامل اللیبیكي

Functions ofالدوال مقیدة التغایر. 5 Bonded Variation
قة  الاستمراریة المطلقة والعلاقة بین الاستمراریة المطل، بعض أنواع الدوال مقیدة التغایر، دوال مقیدة التغایر

.والدوال المقیدة التغایر
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Sequence and Series of Functionsمتتابعات ومتسلسلات الدوال . 1
Sequence of Functionsمتتابعات الدوال 1.1

),(لیكن dXالدوال التي مستقرھا مجموعھ جزئیة من مجموعة الإعداد الحقیقیة سبق وان عرفنا . فضاء متریا
، أي أن XRV)(بالرمزXللدوال ذات القیم الحقیقیة والمعرفة على المجموعة نارمزو. بالدوال ذات القیم الحقیقیة

}fدالة  { : ,RV X f X 
ولتكن nfمتتابعة  في)(XRV .لكلXx تحصل على متتابعة عددیھ )(xf n.لعددیةالو فرضنا المتتابعة
 )(xf nتقاربة لجمیع نقاط مX . فیمكننا تعریف دالھ:f X   بالصیغة الآتیة :

نقطة تقارب للمتتابعة العددیةxf)(فأنXxلكل )(xf n أي إن
)(lim)( xfxf n

n 
       أو)()( xfxf n .

بحیث إن kیوجد عدد صحیح موجب 0من تعریف التقارب للمتتابعات العددیة نحصل على لكل 
 )()( xfxf n        لكلkn .

:مما تقدم یمكن أن یصاغ  في التعریف الأتي .,xبصوره عامھ ، تعتمد على كل منkلاحظ  إن
)1.1.1(تعریف 

لتكن nf متتابعة من الدوال ذات القیم الحقیقیة المعرفة على ألمجموعھXولتكنfھ ذات قیم حقیقیة معرفھ دال
یقال عن المتتابعة. Xعلى nf بأنھا

إذا كانت المتتابعةfإلى الدالة(Converge pointwise)متقاربة نقطیا ) 1( )(xf nتقترب إلى العدد)(xf

) ،xیعتمد على كل من (kیوجد عدد صحیح موجب0ولكل Xxبعبارة أخرى إذا كان لكل. Xxكلل
بحیث إن 

 )()( xfxf n     لكلkn .
ffویكتب   n .

یعتمد لا(kیوجد عدد صحیح موجب0إذا كان لكلfإلى الدالة( Uniformly Converge)تقترب بانتظام ) 2(
بحیث إن )  xعلى  )()( xfxf n لكلkn ولكلXx.

ffویكتب  u
n . أذا كانتff u

n  فأنff n والعكس غیر صحیح دائما.
یوجد عدد صحیح 0ولكلXxإذا كان لكل( pointwise Cauchy sequence)بعة كوشي النقطیة متتا) 3(

بحیث إنkموجب )()( xfxf mn    لكلkmn ,

kیوجد عدد صحیح موجب0إذا كان لكل( Uniformly Cauchy sequence)متتابعة كوشي المنتظم ) 4(

إن  بحیث )()( xfxf mn   لكلkmn ,  ولكلXx.
)2.1.1(الـمث

nf:لتكن الدالة     معرفة بالصیغة
n

x
xf n )( لكلx  ولكل,2,1n . فانnf f حیث أن الدالة

:f   0معرفة بالصیغة)( xf لكلx .
:الحل 
xلكل   .0إذا كان فانھ باستخدام خاصیة ارخمیدس ، یوجد عدد صحیح موجبk بحیث أن

k

x
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ومن ھذا نحصل على 


n

x لكلkn  أي أن  ، 0)()0()( xffxf nn لكلkn   . وعلیھff n 

: سؤال 
ff u

n :0k


0k

x تحقق لكلx  ولكلnk 0.

:الجواب 
0kxلو كان الجواب نعم نحصل على   لكلx وھذا غیر ممكن

)3.1.1(الـمث
:لتكن الدالة   (0, )nf b    معرفة بالصیغة

n

x
xf n )( لكل),0( bx ولكل,2,1n .ff n 

f:أن الدالة    0معرفة بالصیغة)( xf لكلx .
: الحل 

0)2.1.1  (),0( bxk
n

x
kn 

ffولذلك  فان   n .

)0,(لاحظ الآن لكل     bx   فانbx
n

b

n

x
0k


0k

b فان ،
n

b  0لكلkn  وعلیھ
n

x  0لكلkn  0,(ولكل( bx وعلیھ

)4.1.1(الـمث
:لتكن الدالة    [0,1]nf        معرفة بالصیغةn

n xxf )(]1,0[x,2,1n .ff n 

:أن الدالة  [0,1]f  معرفة بالصیغة









1,1

10,0
)(

x

x
xf

: الحل
10لكل   a .0یكنل یوجد عدد صحیح موجبk بحیث أنloglog ak أي أن   ،ka

وعلیھ  knn aax knكلل0 كل ول ax ,0 0وھذا یعنيna

ffوعلیھ 1naفان 1aوإذا كانت 0naفمن الواضح أن  0aإذا كانت  n 

: سؤال 
ffھل أن    u

n :0knx

0knولكل x]1,0[تحقق لكل  .
:الجواب 

0kxلو كان الجواب نعم نحصل على   لكلx وھذا غیر ممكن
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0أعلاه نستنتج أن، ) 4.1.1(المثال من ff u
n على كل فترة مغلقة a,0 10بحیث أن  a

في : الآن  1,0 :

لیكن
4

1
، یوجد عدد صحیح موجبk1بحیث أن

0
4

nx  لكلkn  ولكل 1,0x

 1 1 1
1 1 0,1

4

n

nn h x
n n

          
 


4

11e

  nx لیس متقاربة بانتظام على 1,011كانت إذا، أما  xx n.
المتتابعة nx على0إلىمتقاربة بانتظام aXa ,0,10 وغیر متقاربة على 1,0.

)5.1.1(مثال
المتتابعة







 xn

xn
21

.متقاربة نقطیا ولیس متقاربة بانتظام على

 



k

n
knxnxn

xn

xn

xn
xf n

111

1
0

222





xلكل0المتتابعة متقاربة إلىأننستنتج  .
)6.1.1(مثال

:لتكن الدالة  (0, 2]nf  معرفة بالصیغة














n
x

x
nxxf n 1

,0

2
1

,
1

)(

:ولتكن الدالة  (0, 2]f  فة بالصیغة معر
x

xf
1

)(  20لكل  x فانff n  ولكن المتتابعة nf  غیر متقاربة

.fبانتظام إلى الدالة 
میزات التقارب المنتظم 

لتكن nfلمجموعةاذات القیم الحقیقیة المعرفة على متتابعة من الدوالXولتكنf دالھ ذات قیم حقیقیة معرفھ
ffبحیث أن Xعلى n  .

كما في . (لیس بالضرورة أن تكون مقیدةfفان الدالة . Xلمجموعةمقیدة على اnfإذا كانت  كل من الدوال ) 1(
)6.1.1المثال 

.تكون  مستمرة لیس بالضرورة أن fفان الدالة . Xلمجموعةمستمرة على اnfإذا كانت  كل من الدوال ) 2(
)4.1.1كما في المثال (

)7.1(مبرھنة 
لتكن nf لمجموعةامتتابعة من الدوال ذات القیم الحقیقیة المعرفة علىXولتكنf دالھ ذات قیم حقیقیة معرفھ

ffبحیث أن Xعلى u
n  .

.مقیدة أیضاfفان الدالة . Xلمجموعةمقیدة على اnfإذا كانت  كل من الدوال ) 1(
.مستمرة أیضاfفان الدالة . Xلمجموعةمستمرة على اnfإذا كانت  كل من الدوال ) 2(
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:البرھان
ffبما أن )1( u

n  عدد صحیح موجب، یوجدk 1بحیث أن)()(  xfxf n لكلkn  ولكلXx.
Mxfبحیث أن M، یوجد عدد صحیح موجب Xلمجموعةمقیدة على اnfوبما أن كل من الدوال  n )(

Mxfوعلیھ . Xxلكل  k  Xxلكل 1)(

فان Xxولذلك لكل 
Mxfxfxfxfxfxfxf kkkk   1)()()()()()()( 1111

.مقیدةfوعلیھ الدالة 
Xxلتكن ) 2( 0 . یجب أن نبرھن الدالةf 0مستمرة عند  النقطةx لتكن}{ mx متتابعة فيX بحیث أن

0xxm 

)()(نبرھن  : الآن  0xfxf m  : 0لیكن

ffبما أن  u
n  عدد صحیح موجبیوجد بحیث أن

3
)()(


 xfxf n لكلn ولكلXx.

0xxmوبما أن   وكل من الدوالnfلمجموعةمستمرة على اX  فان ،)()( 0xfxf nmn  وعلیھ یوجد عدد

بحیث أن kصحیح موجب 
3

)()( 011


  xfxf m  لكلkm 

)()()()()()(

))()(())()(())()(()()(

0010111

00101110

xfxfxfxfxfxf

xfxfxfxfxfxfxfxf

mmm

mmmm













kmلكل  





333
)()( 0xfxf m

 )()( 0xfxf m  وھذا یعني أن الدالةf 0مستمرة عند  النقطةx0ما أن النقطة ، وبx اختیاریة فان الدالة
f مستمرة.

ة ـظـملاح
نعطي  في المبرھنة التالیة الشرط  الكافي لأجل أن یكون التقارب . بعد أن لاحظنا بعض میزات التقارب المنتظم 

.منتظما 
)8.1.1(مبرھنة

),(لیكن  dX فضاء متریا مرصوصا ولیكن)(, XCff n  لكل قیمn بحیث أن
)1 (ff n   ،)2 ()()( 1 xfxf nn  لكلXx ولكل قیمn 1)()(أو xfxf nn  لكلXx ولكل قیمn.

ffفان  u
n .

:البرھان 
1)()(سنبرھن في حالة  xfxf nn  لكلXx

ffg، نضع nلكل قیم  nn  . الدالةng 0مستمرة  وكذلكng. كما انھ لكلXx فان
)()(1 xgxg nn .

0uیجب أن نبرھن  
ng
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حیث أنبxn)(، یوحد عدد صحیح موجب Xxلكل . 0لیكن 
2)(


xng

)(بما أن الدالة   xng مستمرة ، یوجد فترة مفتوحةxJ تحتوي علىx  بحیث أن إذا كانتXJy x  فان

22
)()( )()(


 xgyg xnxn

}:{لتكن   XxJF x  فان العائلة ،F تغطيX وبما أن ،X یوجد غطاء جزئي منتھي . مجموعة مرصوصة
}:2,1,,{ولیكن . Fمن  miJG

ix  ھو الغطاء جزئي منتھي منF .
}max),(),(,){(نضع  21 mxnxnxnk   . من الواضح أن)(xg k  لكلXx

1)()(بما أن  xgxg nn   لكلXx فان)(xg n  لكلXx ولكلkn  0وعلیھu
ng وبذلك

ff u
n .

مبرھنة وایرشترایز)9.1.1(مبرھنة
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  دالة مستمرة، فانھ توجد متتابعة من متعددات الحدود}{ nP إلىالتي تقترب بانتظامf.

Series of Functionsالدوالمتسلسلات 2.1
لتكن nf والمعرفة على المجموعة حقیقیة دوال ذات القیم المن المتتابعة . لكلx.نعرف

)()()()(

......

)()()()(

)()()(

)()(

21

3213

212

11

xfxfxfxS

xfxfxfxS

xfxfxS

xfxS

nn 








ةللانھائیامتسلسلة یقال عن ال


1n
nf متقاربة في النقطةxمتتابعة إذا كانت ال )(xSn متسلسلة ویقال عن ال. متقاربة

ةللانھائیا


1n
nf ة أو تتقارب إلى القیم(متقاربةS( علىمتتابعة إذا كانت ال nS إلى(متقاربةS( على) أي أذا

SSnكان 
n




lim .(ویطلق على العددSلانھائیةمجموع المتسلسلة ال


1n
nf أي أن ،






1n

nfS. وإذا كانت

}{المتتابعة nS أي أن(متباعدةn
n

S


limفنقول إن المتسلسلة اللانھائیة) غیر موجود
1

n
n

f



متباعدة ولیس لھا مجموع.

ةلانھائیلامتسلسلة ویقال عن ال


1n
nf متقاربة بانتظام علىمتتابعة إذا كانت ال nS متقاربة بانتظام على

: برھن نأن یمكن بسھولة 
ةللانھائیامتسلسلة ال



1n
nf على تكون متقاربة بانتظام 0إذا وفقط إذا كان لكل یوجد عدد صحیح موجب ،

k بحیث أن




)(
1

xf
mn

ni
i لكلx 0ولكلm وkn 
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ةللانھائیالة المتسلسوأخیرا نقول أن


1n
nf تكون متقاربة بصورة مطلقة في النقطةx إذا كانت المتسلسلة

ةللانھائیا


1

)(
n

n xfمتقاربة

)1.2.1(مثال
nf:لتكن الدالة     1معرفة بالصیغة)(  n

n xxfلكلx . ولكل قیمn إذا كانت. ةللانھائیمتسلسلة
.مستمرةfان الدالة فعلى fوكانت المتسلسلة  تقترب بانتظام الى الدالة مستمرة على nfكل من الدوال

: الحل 

x

x
xxfxS

kn

k

k
n

k
kn 


 





 1

1
)()(

1

1

1

}){(ولذلك فان المتتابعة 1xعندما  xSnمتقاربة

وان 
x

xSn 


1

1
ةللانھائیاوعلیھ  المتسلسلة 1xإذا كانت )(



1n
nf 1تتقارب إذا كانتx وتتباعد إذا

1xكانت 

)2.2.1(مبرھنة
لتكن 



1n
nf كل من الدوالإذا كانت. ةلانھائیمتسلسلةnf مستمرة على وكانت المتسلسلة  تقترب بانتظام

.مستمرةfفان الدالة على fالدالة إلى

Power Seriesالقوى تمتسلسلا3.1
متسلسلات یطلق علیھا. ة إلى نوعاً مھماً من المتسلسلات اللانھائیة ذات الحدود المتغیره المحاضرةسنتطرق في ھذ

. القوى 
)1.3.1(تعریف 
}{لتكن  na التعبیر . متتابعة من الثوابت

)1(
0

n

n
n xa





10، حیث أن xفي ) Power Series(یطلق علیھ متسلسلة القوى  x لكل قیمx . 0ومن ضمنھاx . كما یطلق
على 

)2()(
0

n

n
n bxa 





bxمتسلسلة قوى في حیث ،bعدد ثابت.
، والتي سبق وان أعدادھا متسلسلات غیر منتھیة حدودأعلاهتصبح المتسلسلات . بعدد معینxعندما نعوض عن 

xسنبحث عن قیم المحاضرةهفي ھذ. السابقة وتعلمنا كیفیة اختیار تقاربھامحاضراتتطرقنا لھا بالتفصیل في ال
bxمتقاربة عندما ) 2(متسلسلة القوىأنمن الواضح . التي تجعل متسلسلة القوى متقاربة تسلسلة وكذلك م

التي عندھا تتقارب متسلسلة القوى الأعدادمجموعة . 0aوان مجموعھا یساوي 0xمتقاربة عندما) 1(القوى
Convergence(تسمى مجموعة التقارب  Set (لمتسلسلة القوى
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)2.3.1(مثال
متسلسلة القوى  ) 1(







1

1

)!1(n

n

n

xبة لكل متقارx 

متسلسلة القوى  ) 2(







1
1

1

n
n

n

r

x متقاربة عندماrx  ومتباعدة عندماrx 

)3 (0
!

lim 
 n

x n

n
الحقیقیةالإعدادلكافة 

)3.3.1(مبرھنة 
كانت متسلسلة القوىإذا



0n

n
n xa00متقاربة عند ,0 xx متقاربة مطلقا لكلفإنھاx  0أنبحیثxx .

)4.3.1(جة ـنتی
كانت متسلسلة القوىإذا



0n

n
n xa0متباعدة عندxلكلأیضاتتباعد فأنھاx 0بحیث انx x.

)5.3.1(مبرھنة 
متسلسلة قوىلأي



0n

n
n xaتكون واحدة فقط ممایلي متحققة

.فقط0xالمتسلسلة متقاربة عندما)1(
.xالمتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم )2(
rxأنبحیث xالمتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم أنبحیث rیوجد عدد حقیقي موجب)3( 

)6.3.1(جة ـنتی
متسلسلة قوى لأي






0

)(
n

n
n bxa مایلي متحققةمتكون واحدة فقط

bxالمتسلسلة متقاربة فقط عندما )1( 
.xلة متقاربة مطلقا لكل قیم المتسلس)2(
rbxالتي تحقق xبحیث ان المتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم rیوجد عدد حقیقي موجب)3(  وتكون

rbxالتي تحقق xمتباعدة لكل قیم  

تكون فأنھا) bأوصفر(لم تكن مجموعة التقارب لمتسلسلة قوى مكونة من عدد واحد إذامما تقدم نستنتج انھ 
(الفترة rbrb(أو) ,  ي تجعل متسلسلة القوى التxولذلك یطلق على مجموعة كل قیم ). ,







0

)(
n

n
n bxa متقاربة بفترة التقارب)Interval of Convergence( للمتسلسلة كما یطلق على العددr في

rكان إذاوعلیھ ). Radius of Convergence(نصف قطر التقارببأعلاهفي المبرھنة والنتیجة ) 3(الحالة 

نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى 





0

)(
n

n
n bxa فان فترة التقارب ھي واحدة من الفترات( , )b r b r  ،

( , ]b r b r  ،[ , )b r b r  ،[ , ]b r b r 
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)7.3.1(مبرھنة 
0limكانإذا)1( 


ran

n
n

فان نصف التقارب لمتسلسلة القوى


0n

n
n xa ھو

r

1.

طرفي فترة تقاربھا فان تكون متقاربة مطلقا في إحدىكانت متسلسلة القوى متقاربة مطلقا عند إذا)2(
.الأخرالطرف 

ھو نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوىrكانإذا)3(


0n

n
n xa فان نصف قطر تقارب المتسلسلة




0

2

n

n
n xa ھوr.
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Integral لـكامـالت. 2
، أما ابن ) ھـ228-221(كتجمیع كبیر لكمیات متناھیة في الصغر، وتطور مع ثابت بن قرة أرخمیدسعند ظھرالتكامل 

أما الانجاز الأھم لكل من نیوتن ولیبنز ھو . أرخمیدسالھیثم  والذي یعتبر المؤسس الثاني لعلم التكامل فقد عمم نتائج 
فقد بین نیوتن إمكانیة حساب المساحة تحت . لیة التفاضل والتكامل ھما وجھان لموضوع ریاضي واحد اكتشافھما بان عم

طرق 1684للتكامل ووصف سنة المنحني باستخدام ما یسمى المشتقة العكسیة، أما لیبنز فھو أول من استخدم الرمز 
أما المبرھنة الأساسیة في التفاضل والتكامل فقد كتبت واثبت . یة لإیجاد میل المماسحساب المساحة باعتبارھا العملیة العكس

التعریف الدقیق للتكامل المحدد فقد ظھر عند الألماني ریمان أما. بطریقة ھندسیة من قبل بارو، ثم اثبت من كل نیوتن ولیبنز
.معتمدا على نتائج كوشي) م1866–1826(
Anti-derivativeعكس المشتقة 1.2ا

نحن الآن .الخ...العملیات العكسیة كثیرة مثل الجمع والطرح عملیتان أحدھما عكس الأخرى، كذلك الضرب والقسمة
. نبحث عن العكس في عملیة الاشتقاق والذي سوف تطلق علیھ مؤقتا عكس الاشتقاق 

)1.1.2(تعریف 
F:یقال عن الدالة    س مشتقة بأنھا عك)Antiderivative ( الدالة:f    في الفترة إذا كان)()( xfxF 

.xلكل 
cFفان fعكس مشتقة الدالة Fومن الواضح انھ إذا كانت الدالة   عكس مشتقة الدالة أیضایكونf على نفس

ثابت اختیاري لأنھ cالفترة حیث
  )()()( xfxFcxF

dx

d


)1.1.2(مثال 
F:تأمل الدالة     34المعرفة بالصیغة)( xxF  لكلx.

:الحل
وكذلك مشتقة كل الدوال 34xھي 4xاعد وقوانین المشتقات نستنج أن مشتقة  الدالة ومن معلوماتنا السابقة عن ق

74 x ،54 x 34ھيx وبصورة إذا كانC أي ثابت اختیاري فان مشتقة  الدالةCx 4 34ھيx . وعلیھ .
Cxھي مشتقة لمجوعة غیر منتھیة غیر منتھیة من الدوال بالشكل 34xنستطیع أن نقول أن   4 لكلRC .

CXxFوعلى ھذا الأساس ، سوف نقول أن   . ثابت اختیاري Cحیث )(4
، ھكذا فان المشتقة وعكس المشتقة عملیتان عكسیتان في الوقت الذي یكون لأیة دالة مشتقة واحدة على الأكثر و

. یات المشتقة فقد یكون لھا عدد من عكس
)3.1.2(مبرھنة

)(0كانت إذا  xf لكلx فانCxf )(   لكلx حیثCثابت اختیاري
:البرھان

0),(لیكن  bax  ولتكنx 0بحیثxx 

fبما أن   موجودة لكل نقاط),( ba فانf  موجودة لكل نقاط),( 0 xxوf مستمرة على الفترة المغلقة],[ 0 xx

),(باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى ، فانھ یوجد  0 xxc بحیث أن))(()()( 00 xxcfxfxf 

)(0لكن   cf فان)()( 0xfxf   أي أن ،Cxfxf  )()( .ثابت اختیاريCحیث 0
:لة الآن برھان المبرھنة الآتیةومن السھو

)4.1.2(مبرھنة
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Rbafإذا كانت كل من  ],[: وRbag ],[: دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على الفترة),( ba بحیث
)()(أن  xgxf  لكل),( bax فانCxgxf  .ثابت اختیاريCحیث )()(

:البرھان 
h:لتكن  الدالة     معرفة بالصیغة)()()( xgxfxh  لكلx

0)()()(  xgxfxh لكلx وعلیھCxh )( لكلx حیث ،Cثابت اختیاري.
 CxgxfCxgxf .ثابت اختیاريC، حیث xلكل )()()()(

CxFفان على الفترة fة الدالة عكس مشتقFالدالة إذا كانت : من ھذه المبرھنة یمكننا أن نقول  )( حیثC

.  على xf)(ثابت اختیاري ھي عكس مشتقة 
:بالصیغة الآتیة ) 1(عن التعریف أن نعبرفنستطیع . إذا استخدمنا التفاضل بدلا عن المشتقة

)5.1.2(تعریف 
F:یقال عن الدالة     بأنھا عكس مشتقة الدالة:f    في الفترة إذا كانdxxfxdF )()(  لكلx. یطلق

ویستعمل الرمز) Antidifferentiation(عكس المشتقة الأكثر عمومیة لدالة معطاة بعكس التفاضل على عملیة إیجاد
)()(عندما تكون للتعبیر عن عملیة عكس التفاضل لذلك  xfxF  أي أنdxxfxdF )()( . نكتـب

  cxFdxxf )()(

أي أن   cxFxFd )()( .
.رمز التكامل وأطلق على الرمز) Indefinite Integral(وقد سمیت عملیة عكس التفاضل بعملیة التكامل غیر المحدد 

Integration formulasصیغ التكامل  )6.1.2(مبرھنــة
)1 (  cxdx

)2  ( 





1,
1

1

nc
n

x
dxx

n
n

)3 (  dxxfdxxf )()(  لكلR

)4 (    dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

)5  (   
 






1,
1

)(
)()(

1

nc
n

xf
dxxfxf

n
n

)6 (     cxgFdxxgxgf .fعكس مشتقة Fحیث  )()()(

Applications ofتطبیقات التكامل غیر المحدد2.2 Indefinite Integral
.لمعادلات التفاضلیة اسوف نتطرق بشيء من التفصیل حول تطبیقات التكامل غیر المحدد في موضوع

)1.2.2(مثال
والذي میلھ في أیة نقطة على المنحني یساوي ضعف الإحداث السیني )2,1(جد معادلة المنحني الذي یمر بالنقطة 

.ك النقطةلتل
:الحل
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),(بما أن المیل لمنحني في نقطة  yx ھو
dx

dy والإحداث السیني  للنقطة ھوx فانx
dx

dy
2 وعلیھ

xdxdyxdxdycxy 222   حیثCثابت اختیاري.
،ومعنى ذلك أن )2,1(، نرجع للشرط الابتدائي المعطى في المثال وھو أن المنحني یمر بالنقطة Cتعین قیمة  ول
2y 1عندماx وبالتعویض في ناتج التكامل غیر المحدد ، نحصل ،CC  وتكون 21)1(2

12معادلة المنحني المطلوب ھي   xy

)2.2.2(مثال
523جد الحل العام للمعادلة التفاضلیة  2  xx

dx

dy

:الحل
3 2 2 25 (3 2 5) (3 2 5)y x x x C dy x x dx dy x x dx             ، حیثC

.ثابت اختیاري
)3.2.2(مثال

23tvنقطة تتحرك بسرعة   حیث ،t تمثل الزمن ، فإذا رمزنا  للازاحة  بالحرفs فجد الإزاحة بدلالة ،
0tعندما 0sالزمن ، علما بان 

:الحل
3 2 2 23 3 3

ds
s t C ds t dt ds t dt v t

dt
         ، حیثCثابت اختیاري.

3tsوبذلك تكون 0C، نحصل على 0tعندما 0sوباستعمال الشرط الابتدائي وھو 

Definite integralالتكامل المحدد3.2
وھو عملیة جمع مساحات أشكال ھندسیة أولیة Definite integral)(ل المحدد ھنالك نوع آخر من التكامل یعرف بالتكام

.وسوف نتطرق إلى ھذا النوع من التكامل بالتفصیل. منفصلة عن بعضھا وثم المرور إلى الغایة بطریقة أو أخرى 
)1.3.2(تعریف 

],[لتكن  baJ  أي أن ،Jالتجزئة . مقیدة من الأعداد الحقیقیة فترة مغلقة)Partition (PللفترةJ ھي المجموعة المنتھیة
nxxxمن النقاط  ,,, 10  حیث

bxxxa n  10

أي أن 
 bxxxaP n  10

أو تكتب أحیانا بالشكل      nn xxxxxxP ,,,, 12110   ، 121وتسمى النقاط ,,, nxxx نقاط التقسیم للتجزئةP .
وسترمز لطول الفترة الجزئیة  iii xxJ ,1 بالرمزix 1وعلیھ iii xxx . وبسھولة یمكن إثبات

abx
n

i
i 

1

ویعرف بالشكل Pبالرمز Pذلك ترمز لمعیار التجزئة وك،  nixP i ,2,1:max 

)2.3.2(تعریف 
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لتكن كل من   }{, 102101 byyyaPbxxxaP nn   تجزئة للفترة baJ ,

12اذا كانت 2Pللتجزئة ) Refinement(نعمة بانھا تنعیم أو م1Pیقال عن .  PP .
21یسھولة یمكن اثبات  PP 

)3.3.2(ثالم
1}5,3,1,1,3{ولیكن J]5,3[لتكن  P ،}5,1,2,3{2 P3و { 3, 5}P  

3حظ ان نلا 2 1P P P  وان
  2}2,2,2,2max{}35,13,11,31max{4,3,2,1:max1  ixP i

  4}4,3,1max{}15,21,32max{3,2,1:max2  ixP i

  8}8max{}35max{1:max3  ixP i

321وعلیھ  PPP .وھذا یعني ان لكل فترة اكثر من تجزئة.
ملاحـظة

عدد صحیح موجب ، یمكن تجزئة الفترة nاذا كان baJ , الىnمن الفترات الجزئیة متساویة الطول .

نفرض ان 
n

ab
xi


 لكلni ,,2,1 

1ولكن  iii xxx

n

ab
xxxx iiii


  11

1 0

b a b a
x x a

n n

 
   

2 0 1 2
b a b a b a b a

x x x a a
n n n n

   
       

3 0 1 2 2 3
b a b a b a b a

x x x x a a
n n n n

   
        

وھكذا 

0 1 1 ( 1)k k

b a b a b a b a
x x x x a k a k

n n n n
   

          

nkلكل  ,,2,1 وتسمى ھذه التجزئة بالتجزئة المنتظمة.
)4.3.2(تعــریف 

]:لتكن  , ]f a b  ولتكن دالة مستمرة ، bxxxaP n  10 تجزئة للفترةJ .  عـرف





n

i
iip xxfS

1

)(

}:],[تجزئة للفترةP{ولیكن  baSS P .برھن كوشي)Cauchy ( إن للمجموعةS 0غایة عندماP وأطلق

ورمز لھا بالرمز fدد للدالة كوشي على ھذه الغایة بالتكامل المح
b

a

dxxf )(.
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Sdxxf
b

a
P 


0

lim)(

xf)(بأنھ الحل العام للمعادلة لتفاضلیة fوقد عرف كوشي التكامل غیر المحدد للدالة المستمرة 
dx

dy
 وعلیھ

cxFفالتكامل غیر المحدد ھو مجموعة الدوال من النوع  )(حیثFحل للمعادلة التفاضلیة وc ثابت اختیاري وان
ھـــيFوالدالة fالعلاقة التي تربط بین التكامل المحدد للدالة 

 
b

a

aFbFdxxf )()()(

xfy)(كما أن كوشي أعطى تفسیرا ھندسیا للتكامل المحدد بكونھ یمثل المساحة المحصورة بین المنحني   ،
axالسیني والمستقیمین الأحداثي ،bx  .ن تعمیم أفكاره ھذه لتعریف تكامل الدوال المقیدة وقد استطاع كوشي م

.التي مجموعة نقاط عدم الاستمراریة لھا مجموعة منتھیة 

The Riemann Integral تكامل ریمان  4.2
)1.4.2(تعریف 

]:لتكن  , ]f a b   دالة مقیدة ولتكن}...{ 10 bxxxaP n  تجزئة للفترة],[ baJ 

نضــــــع 

niJxxfmJxxfM

JxxfmJxxfM

iiii ,,2,1},:)(inf{}:)(sup{

}:)(inf{}:)(sup{




MMmmمقیدة نحصل على fالدالةبما إن ii  لكل قیمni ,,2,1 

نعــرف الآن

 
 


n

i

n

i
iiii xmPfRxMPfR

1 1

),(,),(

),(,),(یطلق على العددین  PfRPfRن الأعلى ومجموع ریمان الأسفل للدالةعلى التوالي اسم مجموع ریماf

.Pبالنسبة للتجزئة 
بسھولة یمكن إثبات 

),(),(),,(),( PfRPfRPfRPfR 

)2.4.2(مثال
3جد مجموع ریمان الأعلى والأسفل للدالة 

: [ , 2]
2

f    2المعرفة بالصیغة)( 23  xxxxf بالنسبة للتجزئة

}2,
2

3
,

2

1
,

2

3
{ P

:الحل
3,2,

2

3
,

2

1
,

2

3
3210  nxxxx



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

16

]2,
2

3
[],

2

3
,

2

1
[],

2

1
,

2

3
[ 321  JJJ ,

2

1
,2,1 321 

1 2 3

3 17 3 13
( ) , (1) 1, ( )

2 8 2 8
m f m f m f       

1 2 3

1 9 1 59
( ) , ( ) , (2) 4

2 8 3 57
M f M f M f       

11 2369
( , ) , , ( , )

16 456
R f p R f p 

)3.4.2(مبرھنة
:لتكن  [ , ]f a b  مقیدة ولتكندالةPتجزئة للفترة],[ baفان كل من),(),,( pfRpfRدالة مقیدة وان

),(),( pfRpfR 
:البرھان 

مقیدة  fبما أن الدالة  MMmm ii لكل قیمni ,,2,1 

 iiiiii MMmm لكل قیمni ,,2,1 

 


n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i MMmmMMmm

11111111

 )(),(),()( abMPfRPfRabm

)4.4.2(مبرھنة 
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة ولتكن كل منP،Qتجزئة للفترة],[ ba .كانت التجزئة إذاQ التجزئة إلىتنعیم

P) أي أنQP  ( فـــــــان
),(),(),,(),( PfRQfRPfRQfR 

),(),(),(),(وعلیھ PfRQfRQfRPfR 
:البرھان 

}...{لتكن   10 bxxxaP n  ،}...{ 10 byyyaQ m  لتكن  ،nJJJ ,,, 21  تمثل
1بحیث Pالفترات الجزئیة للتجزئة  iiii xxJ لیكن،mKKK ,,, 21  تمثل الفترات الجزئیة للتجزئةQ

1بحیث  iiii yyK.
niلكل  ,,2,1  لتكن ،

iniii KKK ,,,
21
 تمثل الفترات الجزئیة منQ الجزئیة المحتواة في الفترةiJ

),(}:)(sup{

}:)(sup{

}:)(sup{),(

1

1 1

1

PfRJJxxf

KKxxf

KKxxfQfR

n

i
ii

n

i

n

k
ii

m

i
ii

i

kk















 



),(),(وبالمثل نبرھن  PfRQfR .
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)5.4.2(نتیجة
:لتكن  [ , ]f a b  لة مقیدة ولتكن كل من داP،Qتجزئة للفترة],[ baفــان),(),( QfRPfR 

: البرھان 
],[للفترةتجزئة QPلتكن  ba وانP وكذلكQ وعلیھ

),(),(),(),( QfRfRfRPfR 
:للدالة المقیدة الأسفلوالتكامل الأعلىنعرف التكامل أننستطیع الآن [ , ]f a b   وكالاتي:

)6.4.2(تعریف
:لتكن  [ , ]f a b  نعــــــرف. دالة مقیدة

}Pرةتجزئة للفت( ) { ( , ) :[ , ]R f R f P a b و}Pتجزئة للفترة( ) { ( , ) :[ , ]R f R f P a b
0},{كانت إذا baP فـــــــان

)(),(,)(),( 00 abmPfRabMPfR 

وعـلیـھ 
)1 ()( fR  لان)()( fRabM 
)2 ()( fR لان)()( fRabm 

)3 ()( fR مقیدة من الأسفل بالعدد)( abm  وكذلك كل عنصر من)( fR إلىأسفلھو قید)( fR.
)4 ()( fRمقیدة من الأعلى بالعد)( abM  وكذلك كل عنصر من)( fR إلىأعلىھو قید)( fR.

]:للدالة والأسفلالأعلىنعرف تكامل ریمان أنولھذا نستطیع  , ]f a b على النحو الآتي:

  )}(sup{,)}(inf{ fRfRfRfR

حـیـث
 fR للدالةالأعلىیقرا بتكامل ریمانfعلى الفترة],[ ba،

 fR للدالةالأسفلیقرا بتكامل ریمانfعلى الفترة],[ ba.
ملاحـظة

A,لتكن كل من B إذا كان  . مجموعة جزئیة غیر حالیة من الأعداد الحقیقیةba  لكلAa ولكلBb   فان
BA infsup 

)7.4.2(مبرھنـة
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة فان  fRfR.

: البرھان
)(بما أن كل عنصر من عناصر  fR اقل أو یساوي كل عنصر من عناصر)( fR وعلیھ باستخدام الملاحظة

}sup){(}inf){(أعلاه ، نحصل على  fRfR   وھذا یعني أن  fRfR.
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مل ریمـــانالآن نأتي إلى تعریف تكا
)8.4.2(تعریف
:لتكن  [ , ]f a b   یقال عن الدالة . دالة مقیدةfقابلة للتكامل بأنھا)Integrable (الریماني على الفترة],[ ba

كان إذا  fRfR.
بالرمز والأسفلالأعلىنالتكاملییالمشتركة بین وفي ھذه الحالة تكتب القیمة  fRالدالة وتسمى تكاملf على

],[الفترة  ba. أحیاناكما سنكتب
b

a

fأو
b

a

dxxf )Integrand(بالدالة المكاملةfیطلق على الدالة ،)(

للتكامل المحدد الأعلىالحد bوعلى الأدنىالحد aوعلى
b

a

dxxf )(.

)9.4.2(ثالم
:لتكن الدالة  [ , ]f a b   معرفة بالصیغةcxf )( لكل],[ bax) أنأيf فان) دالة ثابتةf قابلة للتكامل

],[الریماني على الفترة  ba وان 
b

a

abcdxxf )()(

:البرھان
],[أي  تجزئة للفترة Pلتكن ba

)(),(),(),( abcPfRabcPfR 

)}({)()},({)( abcfRabcfR 

)()}(sup{,)()}(inf{ abcfRfRabcfRfR  
],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة fفانوعلیھ ،  baوان 

b

a

abcdxxf )()(

ملاحظـــة
:بعض الصیغ المفیدة مكتوبة برمز الجمع ھي 

)1()1(
2

1
21

1




nnnk
n

k

)2 ()12)(1(
6

1
21 222

1

2 


nnnnk
n

k



)3  (2333

1

3 ))1(
2

1
(21 



nnnk
n

k

)4 ()196)(1(
30

1
21 23444

1

4 


nnnnnnk
n

k



)10.4.2(مثال
:لتكن الدالة  [0, 2]f   معرفة بالصیغةxxf 3)(  2,0[لكل[x .لى أن برھن ع 

2

0

6)( dxxf

:الحل
مقیدة fمن الواضح أن الدالة  

.المتساویة الطولمن الفترات الجزئیةnمكونة من ]2,0[تجزئة للفترة nPلتكن nلكل عدد صحیح موجب 

nn

ab
xi

2



 لكلni ,,2,1 
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ni
n

i

n
i

n

ab
iaxi ,,2,1,

202
0 







ni
n

i

n

i
fxfJxxfM iii ,,2,1,

6
)

2
()(}:)(sup{ 

ni
n

i

n

i
fxfJxxfm iii ,,2,1,

)1(6
)

)1(2
()(}:)(inf{ 1 





 

 
 


n

i

n

i

n

i
iin n

nn
n

i
nnn

i
xMPfR

1
2

1
2

1

6
6)1(

2

1121226
),(

 
 





n

i

n

i

n

i

n

i
in n

nnn
n

i
nnn

i
xmPfR

1
2

11
2

1

6
6))1(

2

1
(

12
)1(

122)1(6
),(

n
fRfR

n
fRfR

6
6)}(sup{,

6
6)}(inf{  

لو كان   fRfRفان
nnn

fRfRd
126

6
6

6   لكلn

بما أن    fRfRd وعلیھ  ارخمیدسوھذا یناقض خاصیة 0  fRfR

6}:
6

6inf{)}(inf{)(
2

0

  Nn
n

fRfRdxxf

6}:
6

6sup{)}(sup{)(
2

0

  Nn
n

fRfRdxxf

)(6ینتج من ھذا أن  
2

0

  fRfRdxxf

ملاحظــــة 
],[تكون كل دالة مقیدة على الفترةأنمن الضروري لیس baوالمثال التالي قابلة للتكامل ریمانیــا على تلك الفترة أنھا

یوضح ذلك 
)11.4.2(مثال

:لتكن الدالة  [ , ]f a b  معرفة بالصیغة








 cQbax

Qbax
xf

],[,2

],[,3
)(

مقیدة fلاحظ أن الدالة 
}...{لتكن  10 bxxxaP n  تجزئة ما للفترة],[ ba

],[كل فترة جزئیة  1 iii xxJ تحتوي على أعداد نسبیة وغیر نسبیة بسب كثافة الأعداد النسبیة  والأعداد غیر
النسبیة لھذا فان 

niJxxfmJxxfM iiii ,,2,1,3}:)(inf{,2}:)(sup{ 

 
 


n

i

n

i
iiii abxmPfRabxMPfR

1 1

)(3),(),(2),(
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)(3)}(sup{,)(2)}(inf{ abfRfRabfRfR  
وھكذا فان   fRfR . وعلیھ الدالةf قابلة للتكامل ریمانیــا على الفترةغیر],[ ba.

ةظـملاح
مجموعة جزئیة Aتإذا كان: على أن ) 1(سبق وان برھنا في المحاضرة الأولى من موضوع التحلیل الریاضي

a,كانت وغیر خالیة من مجموعة الأعداد الحقیقیة  b  فان
aAإذا كان ) 1( inf 0، فانھ لكل یوجد ،Ay  بحیث أن ay

bAإذا كان) 2( sup 0، فانھ لكل ، یوجدAy  بحیث أن by

.المبرھنة التالیة تبین الشرط الضروري والكافي لكي تكون الدالة المقیدة قابلة للتكامل الریماني 
) 12.4.2(مبرھنـــة 

:لتكن  [ , ]f a b  دالة مقیدة فانfتكون قابلة للتكامل ریمانیــا على الفترة],[ ba0كان لكل إذاوفقط إذا

],[للفترة Pتوجد تجزئة  ba أنبحیث ),(),( PfRPfR

:البرھان 
],[قابلة للتكامل ریمانیــا على الفترةfنفرض الدالة  ba أي أن ،  fRfR

0لیكن 
بما أن   )}(sup{,)}(inf{ fRfRfRfR

],[للفترة 1Pتوجد تجزئة infباستخدام تعریف  ba أنبحیث
2

),( 1


  fRPfR

],[للفترة 1Pتوجد تجزئة supوكذلك باستخدام تعریف  ba أن بحیث
2

),( 2


 PfRfR

21نضع  PPP  یجب أن نبرھن على أن : ),(),( PfRPfR

),(),,(),(),(فان  1P ،2Pتنعیم إلى كل من  Pبما أن  21 PfRPfRPfRPfR 

2
),(),(,

2
),(),( 21


  PfRfRPfRfRfRPfRfRPfR

بما أن   fRfR  2
),(,

2
),(


PfRfRfRPfR وعلیھ



  22

),(),( PfRfRfRPfR

 ),(),( PfRPfR

],[للفترة Pتوجد تجزئة 0لكل نفرض : الاتجاه الأخر ba أنبحیث
 ),(),( PfRPfR

],[للفترة Pبما أن كل تجزئة  ba   نحصل على  ),(,),( PfRfRPfRfR وعلیھ
  ),(),( PfRPfRfRfR

بما أن   fRfRfRfRfRfR 00  0لكل وعلیھ  fRfR
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)13.4.2(مبرھنــة
الفترةتلكقابلة للتكامل ریمانیا علىكون كل دالة رتیبة معرفة على فترة مغلقة ت

:البرھان
:الدالة لتكن  [ , ]f a b   رتیبة

 الدالةf تكون مقیدةمعرفة على فترة مغلقةلان كل دالة رتیبة (مقیدة .(
0لیكن :   غیر متناقصة fسنبرھن في حالة الدالة 
],[تجزئة للفترة Pلتكن nلكل عدد صحیح موجب  ba مكونة منnمن الفترات الجزئیة المتساویة الطول.

n

ab
xi


 لكلni ,,2,1 

ni
n

ab
iaxi ,,2,1, 




nixfJxxfM iii ,,2,1),(}:)(sup{ 

nixfJxxfm iii ,,2,1),(}:)(inf{ 1  

 
 







n

i

n

i
i

n

i
iii xf

n

ab

n

ab
xfxMPfR

1 11

)()(),(

 
 










n

i

n

i
ii

n

i
i xf

n

ab

n

ab
xfxmPfR

1 1
11

1

)()(),(

))()(())()(())()((

)()(),(),(

0
1

1

1
1

1

afbf
n

ab
xfxf

n

ab
xfxf

n

ab

xf
n

ab
xf

n

ab
PfRPfR

n

n

i
ii

n

i
i

n

i
i






























بحیث أن kیوجد عدد صحیح موجب ارخمیدسولكن حسب خاصیة 



k

ab
afbf ))()((

وھكذا فان  ),(),( PfRPfR وعلیھ تكون الدالةf قابلة للتكامل ریمانیا على الفترة],[ ba. وبالمثل
.غیر متزایدةfنبرھن في حالة  الدالة 

ملاحظة
.في نفس الفترةرتیبةتكون كل دالة قابلة للتكامل ریمانیا تكونأنورة لیس بالضر

)14.4.2(مبرھنـــة
.الفترةتلكقابلة للتكامل ریمانیا علىمعرفة على فترة مغلقة تكون مستمرةكل دالة 

:البرھان
0لیكن :  مقیدة fالدالة مستمرةبحیث أنالدالة لتكن 

],[مستمرة على الفترة المغلقة fبما أن الدالة   baفان
لھا قیمة عظمى مطلقة وقیمة صغرى مطلقة في تلك الفترة ، ولتكن fالدالة ) 1(

]},[:)(min{]},,[:)(max{ baxxfmbaxxfM 
],[مستمرة بانتظام على الفترة المغلقة fالدالة  ) 2( ba
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0بما أن 



ab

 0یوجد بحیث أن لكل],[, bayx 

 yx   یؤدي إلى
ab

yfxf





)()(

abnبحیث أن nیوجد عدد صحیح موجب ارخمیدسحسب خاصیة  
],[تجزئة للفترة Pلتكن  ba مكونة منnمن الفترات الجزئیة المتساویة الطول.

ni
n

ab
xi ,,2,1, 


 

,],[مستمرة على كل من الفترات المغلقة fبما ان الدالة  1 iiiiii xxJJ بحیث ان
)(}:)(min{),(}:)(sup{ iiiiii fJxxfmfJxxfM  

  ii   یؤدي إلى
ab

ff ii 



 )()(

 
 








n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii ab

ab
x

ab
ffxmxMPfRPfR

1 111

)())()((),(),( 




وھكذا فان  ),(),( PfRPfR وعلیھ تكون الدالةfقابلة للتكامل ریمانیا على الفترة],[ ba

ملاحظـــة
.والمثال التالي یوضح ذلكتكون كل دالة قابلة للتكامل ریمانیا تكون مستمرة في نفس الفترةأنلیس بالضرورة 

)15.4.2(مثال
:لتكن الدالة [ 5,5]f   معرفة بالصیغة









50,7

05,3
)(

x

x
xf

قابلة للتكاملfوالآن سنبرھن الدالة . 0xمقیدة وغیر مستمرة عند النقطة fلاحظ أن الدالة 

,5[لیكن nلكل عدد صحیح موجب 
1

[],
1

,5[],
1

,
1

[
n

B
n

A
nn nnn 

{ولتكن
1

5{ 10 n
xxxP mn   تجزئة إلىnA5{ولتكن

1
{ 10  kn xyy

n
P  تجزئة إلىnB

nnnنضع  P
nn

PP  }
1

,
1

nفان تجزئة إلى }





n

i
iin nnnn

xMPfR
1

4
50)

1
5(7)

2
(7)

1
5(3),(

nnnn
xmPfR

n

i
in

4
50)

1
5(7)

2
(3)

1
5(3),(

1




n
fRfR

n
fRfR

4
50)}(sup{,

4
50)}(inf{  

لو كان   fRfRفان
nnn

fRfRd
84

50
4

50   لكلn

بما أن    fRfRd وعلیھ  ارخمیدسوھذا یناقض خاصیة 0  fRfR
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50}:
4

50inf{)}(inf{)(
2

0

  Nn
n

fRfRdxxf

50}:
4

50sup{)}(sup{)(
2

0

  Nn
n

fRfRdxxf

50ینتج من ھذا أن   fRfR وھكذا فان الدالةf5,5[قابلة للتكامل ریمانیــا على الفترة[.

Lebesgue Theorem In Riemann Integralریمانيمبرھنة لبیك في التكامل ال5.2
)1.5.2(تعریف
أمكن إذا) Negligible(مھملة بأنھاAیقال عن . الحقیقیة الأعدادمجموعة جزئیة من مجموعة Aلتكن 
أخرىبعبارة . قي موجب بعائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة التي یقل مجموع أطوالھا عن أي عدد حقیAتغطیة 

توجد عائلة قابلة للعد ، 0كان إذا n أنمن الفترات المفتوحة بحیث
)1 (n

n
A  )2 (

n
n

)2.5.2(مبرھنــة
.الحقیقیة تكون مھملة الأعدادد من كل مجموعة قابلة للع) 1(
.كل مجموعة جزئیة من مجموعة مھملة تكون مھملة ) 2(
.اتحاد أي عائلة قابلة للعد من المجموعات المھملة تكون مجموعة مھملة ) 3(

: البرھان
مجموعة قابلة للعد من الأعداد الحقیقیة Aلتكن )1(

},,,{، ) یمكن أن تكون خالیة(منتھیة Aانت المجموعة إذا ك) ا( 21 mxxxA 

mnلكل . 0لیكن  1 نأخذ)
4

,
4

(
2 m

x
m

x
m nnnn




وعلیھ . nxفترة مفتوحة تحتوي على nمن الواضح أن 
m

n
nA

1





 

 22211

m
mm

m

n

m

n
n

},,{غیر منتھیة،  Aإذا كانت المجموعة ) ب( 21 xxA 

(نأخذ nلكل . 0لیكن 
2

,
2

(
2 1 nnnnnnn xx


 

وعلیھ . nxفترة مفتوحة تحتوي على nمن الواضح أن 





1n

nA







 












 22

1

2 1
1

1
1

1 n
n

n
n

n
n

ABمجموعة مھملة ولتكن Aلتكن ) 2( 
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عائلة قابلة للعد ، توجد 0لیكن  n أنمن الفترات المفتوحة بحیثn
n

A   و
n

n

ABبما أن  n
n

B   و
n

n وعلیھBمجموعة مھملة

}{لتكن )3( nAعائلة قابلة للعد من المجموعات المھملة
}{إذا كانت العائلة  nA  غیر  منتھیة ، أي إذا كانت,, 21 AA 0لیكن :   مجموعات مھملة

عائلة قابلة للعد توجد kلكل  kn أنمن الفترات المفتوحة بحیثk
n

n
kA   و

k
n

k
n 2




kمن الواضح أن 
n

nkk
kA   و


  k

kn

k
n

k 2

}{وبالمثل نبرھن في حالة العائلة  nA  منتھیة ، أي إذا كانتmAAA ,,, 21 جموعات مھملةم.
ملاحظة

، مثل مجموعة  كانتورتوجد مجموعات مھملة وغیر معدودة
)3.5.2(نتیجة

تكون مجموعة غیر مھملةكل فترة في ) 1(
موعة مھملة وكان مجفرضنا لو: فترة ما في لتكن 

2

بعائلة فمن الواضح انھ لایمكن تغطیة 1

. قابلة للعد من الفترات المفتوحة التي یقل مجموع أطوالھا عن
تكون غیر مھملةتحتوي على فترة كمجموعة جزئیةكل مجموعة جزئیة في ) 2(
تكون مھملة لأنھا معدودة مجموعة الأعداد النسبیة في )  3(
مجموعة الأعداد الحقیقیة تكون غیر مھملة) 4(
ة كانت مھملة لكان اتحادھا مع مجموعلأنھا لوغیر مھملةمجموعة في غیر النسبیة الأعدادمجموعة ) 5(

الأعداد النسبیة مجموعة مھملة ولكن ھذا الاتحاد ھو مجموعة الأعداد الحقیقیة وھذه المجموعة غیر مھملة 
)4.5.2(تعریف
f:فترة ما ولتكن Jلتكن  J   لكل فترة مفتوحة . دالة مقیدة فيJ . نضع

}:)(inf{),(},:)(sup{),(  xxffLxxffU

والآن نضع 
),(),(),(  fLfUfW

),(0من الواضح أن  fW . تذبذب الدالة)Saltus of a function (f عند النقطةJx یرمز لھ بالرمز
),( xfSيویعرف كالأت:

}:),(inf{),(  xfWxfS

)5.5.2(مبرھنة
f:الدالة  J   تكون مستمرة عند النقطةx 0إذا وفقط إذا كان),( xfS

:البرھان 
),(0نفرض  xfS : 0لیكنحسب تعریف،inf توجد فترة مفتوحة،  بحیث إنx وان),( fW

فان yلكل . وعلیھ )()( xfyf وھذا یبین الدالة ،f مستمرة عند النقطةx.
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xبحیث إن  ،  توجد فترة مفتوحة 0ولیكن . xمستمرة عند النقطة fنفرض أن الدالة : والاتجاه الأخر 

فان yولكل 
2

)()(

 xfyf ومن ھذا نحصل على),( fW 0وبذلك نستنتج أن),( xfS.

)6.5.2(مبرھنة
f:لتكن  J  0لكل . دالة مقیدةa فان المجموعة}),(:{ axfSJxDa تكون مغلقة
:البرھان

cلیكن 
aa DxDxaxfS ),( فانھ ، توجد فترة مفتوحة  بحیث إنx وafW ),(

ayfSفان yوعلیھ لكل  ),( فانc
aD مجموعة مفتوحة وعلیھaDمجموعة مغلقة.

)7.5.2(نتیجة
f:لتكن  J   دالة مقیدة ولتكنD مجموعة النقاط التي تكون فیھا الدالةf غیر مستمرة فان

Nn n

DD


 1 .

.قابلة للعد من المجموعات المغلقةھي اتحاد عائلةDوعلیھ فان 
في التكامل الریمانيلیبیكمبرھنة)8.6.2(مبرھنـــة

]:لتكن  , ]f a b  دالة مقیدة ولتكنDمجموعة النقاط التي تكون فیھا الدالةfالدالةغیر مستمرة فانf تكون
.مجموعة مھملة Dكانت إذاوفقط إذاقابلة للتكامل الریماني 

:البرھان
مجموعة مغلقة 0 ،Dلیكن : مھملة Dنفرض المجموعة 

JDبما أن  وJ مجموعة مقیدة ، فانDمجموعة مقیدة وعلیھD حسب خاصیة ھاین(مجموعة مرصوصة-
)  بوریل
DDبما أن  وD مجموعة مھملة فانD، وعلیھ توجد عائلة  قابلة للعد من الفترات مجموعة مھملة

والتي یقل مجموع أطوالھا عن Dالمفتوحة التي تغطي 
M2

 حیث}:)(sup{ JxxfM 

ھي عائلة Dوحة التي تغطي مجموعة مرصوصة، یمكن أن نفترض أن ھذه العائلة  من الفترات المفتDبما أن 
لتكن ھذه الفترات . من الواضح إننا نستطیع أن نفرض أن ھذه الفترات منفصلة عن بعضھا . منتھیة 

njba jjj ,,2,1),,( 

وان    



n

j
j M1 2

 .    ضع الآنnjba jj ,,2,1],,[  و)(|
1


n

j
jJS



 ھي اتحاد عائلة منتھیة

mnnلتكن ھذه الفترات . من الفترات المغلقة    ,,, 21 
}:2,1,,{التي فتراتھا الجزئیة ھي الفترات Jھي تجزئة الفترة Pلنفرض أن  mjj 

لاحظ انھ 
mjnا كانت  إذ  فان ),( jfW وإذا كانتmj 1 فانMfW j 2),( 

: الآن 
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)1(
2

2

}):)((inf{}:)((sup{}):)((inf{}:)((sup{

}):)((inf{}:)((sup{)(),(),(

11

11

JJ
M

M

xxfxxfxxfxxf

xxfxxfmMPfRPfR

m

nj
jjj

n

j
jjj

m

j
jjj

m

j
jjj


















الدالةf قابلة للتكامل الریماني
قابلة للتكامل الریماني fأن الدالةنفرض :  الاتجاه الأخر 

مھملة غیر مجموعة Dنفرض أن : سنبرھن بطریقة التناقض 
بما أن 

Nn n

DD


 بحیث أن Nnفانھ یوجد 1
n

D1مجموعة غیر مھملة

فان Nnكانت لكللأنھ لو(
n

D1 مجموعة  مھملة  لكانتDمجموعة مھملة(

من الفترات المفتوحة ) وبصورة خاصة العائلة المنتھیة(بحیث أن كل عائلة مجموعة قابلة للعد 0وعلیھ یوجد 
موعة التي تغطي المج

n

D1 یزید مجموع أطوالھا عن .

}:2,1,,{التي فتراتھا الجزئیة ھي الفترات Jھي تجزئة الفترة Pلتكن الآن   mjj 

من الواضح أن ھذه الفترات تغطي المجموعة 
n

D1 . بعد تغییر الترقیم إذا أقصى الأمر(لنفرض أن (

mkkjD
n

j  ,11         وmjkD
n

j  ,1 

من الواضح أن 


k

j
j

n

D
1

1


 ولھذا   فان


k

i
j

1

j ،kjفي كل من الفترات fفان تذبذب الدالة .  بالإضافة إلى ھذا 1  لایقل عن
n

وعلیھ فان 1

kj
n

xxfxxf jj ,,2,1,
1

}:)((inf{}:)(sup{ 

0
1

}):)((inf{}:)((sup{)(),(),(
11

 



n

xxfxxfmMPfRPfR
m

j
jjj

m

j
jjj

.  وھذا تناقضقابلة للتكامل الریمانيغیر fلیھ الدالة وع.Pیعتمد على التجزئة لا,nوبما أن كلا من 
 المجموعةDمھملة.

)9.5.2(نتیجة 
]:كانت الدالة إذا , ]f a b  رتیبة فان المجموعةD تكون مھملة.

: نالبرھا
],[على الفترة المغلقة fبما أن  الدالة  ba

.مھملةDو  علیھ المجموعة قابلة للتكامل الریمانيfإذن الدالة
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)10.5.2(نتیجة 
f:إذا كانت  الدالة  المقیدة .  Jفترة جزئیة مغلقة بحیث  ،Jلتكن  كل من J  قابلة للتكامل الریماني

f:فان الدالة    قابلة للتكامل الریماني.
:البرھان
),(لتكن  JfD المقیدة نقاط  عدم الاستمراریة للدالةتمثل مجموعةf المعرفة على الفترةJ  . ولتكن),( fD

f:أن الدالة بما. المعرفة على الفترة fالمقیدة تمثل مجموعة نقاط  عدم الاستمراریة للدالة J   قابلة
),(للتكامل الریماني JfDبما أن .  مجموعة مھملة),(),( JfDfD ),( fD       مجموعة مھملة

f:الدالة وعلیة   قابلة للتكامل الریماني.

Properties ofان ریمخواص تكامل6.2 Riemann Integral
)1.6.2(مبرھنـة 

bcaلتكن   . إذا كانت الدالة المقیدة: [ , ]f a b   الفترتینعلى كل من قابلة للتكامل الریماني],[ ca و],[ bc ،
],[تكون قابلة للتكامل الریماني على الفترة fفان الدالة  ba .ھذا فان إلىبالإضافة

  
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

:البرھان
],[الفترتینقابلة للتكامل الریماني على كل من fبما أن الدالة  ca و],[ bc فان كل من]),[,( cafD ،]),[,( bcfD

),],([),],([),],([وعلیھ فان . مجموعة مھملة bcfDcafDbafD 0لیكن .  مجموعة مھملة
],[الفترتینقابلة للتكامل الریماني على كل من fبما أن الدالة  ca و],[ bc 1توجد تجزئةP للفترة],[ ca

],[للفترة 2Pوتجزئة  bc بحیث أن

2
),(),(

2
),(),( 2211


 PfRPfRPfRPfR

21نضع  PPPP  تجزئة للفترة],[ ba

),(),(),(),(),(),( 2121 PfRPfRPfRPfRPfRPfR 

1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 2

R f P R f P R f P R f P R f P R f P

R f P R f P R f P R f P
 



    

      

 الدالةf قابلة للتكامل على],[ ba

   ),()(),(),()()(),( 22 PfRdxxfPfRPfRdxxfdxxfPfR
b

a

b

c

c

a

ومن ھذا نستنج أن 0لكل  
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(
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)2.6.2(مبرھنة 
bcaلتكن   . إذا كانت الدالة المقیدة: [ , ]f a b   فان الدالة قابلة للتكامل الریماني ،f تكون قابلة للتكامل

],[الفترتینالریماني على كل من  ca و],[ bc .ھذا فان إلىبالإضافة

  
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

:البرھان
],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة f،  بما أن الدالة 0لیكن   ba

 توجد تجزئة}...{ 10 bxxxaP n  للفترة],[ baبحیث أن
 ),(),( PfRPfR

Pxیوجد Pcنستطیع أن نفرض   j  بحیث أنjxc  لبعضnj ,,2,1 )  ما عدى ذلك نتأمل تجزئة
},,,{فان ) . cبإضافة النقطة Pتنعیم إلى  101 jxxxP  تجزئة للفترة],[ ca و},,,{ 11 njj xxxP 

],[تجزئة  للفترة  bc وأكثر من ذلك
),(),(),(),(),(),( 2121 PfRPfRPfRPfRPfRPfR 

وعلیھ 
 ),((),()),(),(()),(),(( 2211 PfRPfRPfRPfRPfRPfR

),(),(0),(),(0ولكن  2211  PfRPfRPfRPfR  فان
  ),(),(),(),( 2211 PfRPfRPfRPfR

],[الفترتینتكون قابلة للتكامل الریماني على كل من fوعلیھ  الدالة  ca و],[ bc . وكذلك

),()(),(),()(),( 2211 PfRdxxfPfRPfRdxxfPfR
b

c

c

a

 

  ),(),()()(),(),( 2121 PfRPfRdxxfdxxfPfRPfR
b

c

c

a

  ),()()(),( PfRdxxfdxxfPfR
b

c

c

a

],[للفترة Pلكل تجزئة  ba  وعلیھ  
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

ملاحظة
سبق وان عرفنا التكامل 

b

a

dxxf baفقط عندما )(  ،نُضیفُ بِالتعریف ذلك

 
a

b

b

a

a

a

dxxfdxxfdxxf )()(0)(

)3.6.2(مبرھنــة
]:لتكن الدالة المقیدة  , ]f a b   فان، لكل قابلة للتكامل الریماني ،الدالة ،f تكون قابلة

],[علىالریمانيللتكامل ba وان
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 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( 

:البرھان
],[على الفترة الریماني قابلة للتكاملfالدالة بما أن ba فان ،]),[,( bafDمجموعة مھملة
),],([),],([بما أن  bafDbafD  0لكل]),[,( bafD  الدالةمجموعة مھملة وعلیھf تكون

],[علىالریمانيقابلة للتكامل ba

],[على الفترة الریماني قابلة للتكاملfبما أن  ba  fRfRdxxf
b

a

)(

بما أن    )}(sup{,)}(inf{ fRfRfRfR )}(sup{)}(inf{)( fRfRdxxf
b

a

],[للفترة P، توجد  تجزئة 0لیكن  ba بحیث أن

),()()(),( PfRdxxfdxxfPfR
b

a

b

a

  

  0إذا كانت فان لكل تجزئة ،P للفترة],[ ba  نحصل على
),(),(),(),( PfRPfRPfRPfR  

  )(),(),())(()( fRPfRPfRdxxfdxxf
b

a

b

a



   
b

a

b

a

dxxfdxxfPfRPfRfR )())((),(),()(

0،0بما أن المتراجحات أعلاه تتحقق لكل   ینتج أن  :

 
b

a

b

a

dxxffRfRdxxf )()()()( 

ومن ھذا نستنتج أن 

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )())(( 

0إذا كانت فان لكل تجزئة ،P للفترة],[ ba  نحصل على
),(),(),(),( PfRPfRPfRPfR  

  )(),(),())(()( fRPfRPfRdxxfdxxf
b

a

b

a



   
b

a

b

a

dxxfdxxfPfRPfRfR )())((),(),()(

ومن ھذا نستنتج أن 
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 
b

a

b

a

dxxfdxxf )())(( 

)4.6.2(مبرھنــة
,لتكن كل من  :[ , ]f g a b   فان الدالةقابلة للتكامل الریماني دالة مقیدة ،gf  الریمانيتكون قابلة للتكامل

],[على  ba وان

 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()(

:البرھان 
,بما أن كل من  :[ , ]f g a b   فان كل من  الریمانيقابلة للتكامل دالة مقیدة ،]),[,( bafD ،]),[,( bagD

مجموعة مھملة  ]),[,(]),[,( bagDbafDمجموعة مھملة
),],([),],([),],([),],([بما أن   bagDbafDbagfDbagfD مجموعة مھملة
gfالدالةوعلیھ   على الریمانيتكون قابلة للتكامل],[ ba .تجزئة وكذلك لكلP للفترة],[ ba  نحصل على

),(),(),(),(),(),( PgRPfRPgfRPgfRPgRPfR 

),(),(),(),(),(),(وعلیھ  PgRPfRPgfRPgfRPgRPfR 
0لیكن 

],[على الفترة بلة للتكامل الریمانيقاgوالدالة fبما أن كل من الدالة  ba 1توجد تجزئةP للفترة],[ ba

],[للفترة 2Pوتجزئة  ba بحیث أن

2
),(),(

2
),(),( 2211


 PgRPgRPfRPfR

21نضع  PPPP  تجزئة للفترة],[ ba 1وتنعیم لكل منP ،2P



 
),(),(),(),(

),(),(),()(),(),(),(),(),(

2121

21

PgRPfRPgRPfR

PgRPfRPgfRgfRPgfRPgRPfRPgRPfR

وبالمثل 

  ),(),()()(),(),( 2121 PgRPfRdxxgdxxfPgRPfR
b

a

b

a

وعلیھ 

 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()(

أي عدد موجب، فان  بما أن  
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()(

: برھان أخر
gfالدالةممكن أن نبرھن على أن  على الریمانيتكون قابلة للتكامل],[ ba بدون استخدام مبرھنة لیبیك في
0لیكن :  التكامل الریماني وكالاتي 



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

31

gfبما أن كل من   ],[على الریمانيقابلة للتكاملدالة , ba 1توجد تجزئةP للفترة],[ ba 2وتجزئةP للفترة
],[ baبحیث أن

),()()(),( 11 PfRdxxfdxxfPfR
b

a

b

a

  

),()()(),( 22 PgRdxxgdxxgPgR
b

a

b

a

  

21نضع  PPPP  تجزئة للفترة],[ ba},,{ 21 nJJJP 
}:)(inf{}:)(inf{}:))(inf{( iiiiii JxxgmJxxfmJxxgfm 

}:)(sup{}:)(sup{}:))(sup{( iiiiii JxxgMJxxfMJxxgfM 

 iiiiii mmmMMMو علیھ نحصل على
),(),(),(),(),(),( PgRPfRPgfRPgfRPgRPfR 

 ),(),(),(),(),(),( PgRPfRPgfRPgfRPgRPfR فان
),(),(),(),(),(),( PgRPgRPfRPfRPgfRPgfR 

1ولكن  1 2 2( , ) ( , ) , ( , ) ( , )
2 2

R f P R f P R g P R g P
 

      فان ),(),( PgfRPgfR

 gfعلى الریمانيقابلة للتكامل],[ baوأكثر من ذلك ،
1 22 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )R f R g R f P R g P R f P R g P R f g P R f g           

  )(2 gfRgRfR  وبالمثل نبرھن2)(   gRfRgfR وعلیھ
 2)()(2   gRfRgfRgfRgRfR

أي عدد موجب، فانبما أن   gRfRgfRgfRgRfR )()(

gfبما أن كل من ],[علىالریمانيقابلة للتكاملدالة , ba

  fRfRdxxf
b

a

)و )( )
b

a

g x dx R g R g   

وعلیھ  
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfgfRgfRdxxgdxxf )()()()()()(

 
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgf )()())((

)5.6.2(نتیجة
,لتكن كل من  :[ , ]f g a b  ولتكن قابلة للتكامل الریمانيدالة مقیدةR gfفان الدالة,   تكون

],[على الریمانيلتكامل قابلة ل ba وان

 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()( 

)6.6.2(مبرھنــة
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,لتكن كل من  :[ , ]f g a b  فان قابلة للتكامل الریماني دالة مقیدة ،

)(0أي أن (0fإذا كانت  ) 1( xf لكل],[ bax  ( 0فان)( 
b

a

dxxf

gfإذا كانت ) 2( ) أي أن)()( xgxf  لكل],[ bax ( فان 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

Rإذا كانت ) 3( بحیث أن ,  )(xf لكل],[ bax فان)()()( abdxxfab
b

a

  

:البرھان 
)(0بما أن )1( xf لكل],[ bax 0),( PfR لكل  تجزئةP للفترة],[ ba0 fR

],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيfدالة بما أن  ال ba  fRfRdxxf
b

a

)( 0)(
b

a

dxxf

fghنضع )2( 

)()(بما أن   xgxf  لكل],[ bax 0)(xh لكل],[ bax  0وعلیھ)( 
b

a

dxxhولكن

0)())(()()(  
b

a

b

a

b

a

b

a

dxxhdxxfgdxxfdxxg( ) ( ) ( ) ( ) 0
b b b b

a a a a

f x dx g x dx g x dx f x dx       
)2(اشرة من بم)3(

)7.6.2(مبرھنــة
]:الدالة المقیدة لتكن  , ]f a b   الدالة، فانقابلة للتكامل الریمانيfعلى الفترة قابلة للتكامل الریماني],[ ba

وان 

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(

: البرھان
],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيfبما أن  الدالة  ba فان ،]),[,( bafDلة مجموعة مھم

),],([),],([),],([بما أن   bafDbafDbafD مجموعة مھملة
],[على الریمانيتكون قابلة للتكاملfالدالةوعلیھ   ba

0لیكن :برھان أخر
],[رة على الفتقابلة للتكامل الریمانيfبما أن  الدالة  ba فانھ توجد  تجزئة ،P للفترة],[ ba بحیث أن

 ),(),( PfRPfR

},,{ 21 nJJJP 

}:)(inf{}:)(inf{ iiii JxxfmJxxfm 

}:)(sup{}:)(sup{ iiii JxxfMJxxfM 

 iiii mMmMعلیھ نحصل على و



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

33

 ),(),(),(),( PfRPfRPfRPfR

],[على الریمانيتكون قابلة للتكاملfالدالةوعلیھ   ba

fffdxxfdxxfdxxfبما أن 
b

a

b

a

b

a

  )()()( 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(

ملاحظة
]:إذا كانت  , ]f a b  الدالة دالة المقیدة وكانتfعلى الفترة قابلة للتكامل الریماني],[ ba، فانھ لیس من
],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة fأن تكون الدالةالضروري ba

)8.6.2(مبرھنــة
,لتكن كل من  :[ , ]f g a b  فان قابلة للتكامل الریماني دالة مقیدة ،

],[على الریمانيقابلة للتكامل 2fالدالة ) 1( ba

],[على الریمانيقابلة للتكامل fgالدالة) 2( ba

إذا كانت الدالة )3(
f

],[على الریمانيقابلة للتكامل مقیدة فأنھا 1 ba

:البرھان 
0لیكن )1(

okیوجد مقیدة ، fبما أن الدالة   بحیث أنkxf )( لكل],[ baJx 

],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيfبما أن  الدالة  ba توجد تجزئة}...{ 10 bxxxaP n 

],[للفترة  baبحیث أن

k
PfRPfR

2
),(),(




k
xmMxmxMPfRPfR

n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii 2

)(),(),(
111


 



kMmkmMوكذلك  iiii  2

 0إذا كانتfفان















k
kxmMkxmMk

xmMmMxmMxmxMPfRPfR

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iiiii

n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii

2
2)(2)(2

))(()(),(),(

11

11

22

1

2

1

222

 2الدالةf على الریمانيقابلة للتكامل],[ ba

 0إذا كانتf

],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيfبما أن  الدالة  ba  الدالةfعلى الفترة قابلة للتكامل الریماني],[ ba

2الدالة 0fبما أن 
f على الریمانيقابلة للتكامل],[ ba

22ولكن 
ff  2الدالةf على الریمانيللتكامل قابلة],[ ba

)2(
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gfبما أن كل من  ],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيدالة , ba  فان كل من ،]),[,( bafD ،
]),[,( bagD مجموعة مھملة ]),[,(]),[,( bagDbafDمجموعة مھملة

),],([),],([),],([),],([بما أن   bagDbafDbafgDbafgD مجموعة مھملة
],[الفترةعلى الریمانيقابلة للتكاملfgالدالةوعلیھ   ba

:برھان أخر 
gfبما أن كل من  222ل من ، فان كقابلة للتكامل الریمانيدالة , )(,, gfgf  قابلة للتكامل دالة

الریماني
)(222وعلیھ الدالة  gfgf  على الفترة قابلة للتكامل الریمانيدالة],[ ba

))((ولكن
2

1 222 gfgffgfg  الفترةعلى الریمانيقابلة للتكاملدالة],[ ba

Mean Value Theorem for Integralمبرھنة القیمة الوسطى للتكامل )9.6.2(مبرھنــة
]:إذا كانت الدالة  , ]f a b  مستمرة ، فانھ یوجد],[ bac بحیث أن

 
b

a

abcfdxxf ))(()(

: البرھان
]:بما أن الدالة  , ]f a b  على الفترة قابلة للتكامل الریماني مستمرة فأنھا مقیدة و],[ ba و كذلك لھا قیمة

، أي أن 0yعند النقطة وقیمة عظمى مطلقة 0xعند النقطة صغرى مطلقة   )(,)( 00 yfxf ولذلك
فان    )(xf لكل],[ baxنحصل على ) 6مبرھنة ) 3((وعلیھ من

)()()( abdxxfab
b

a

  

0بما أن  ab


  
b

a

dxxf
ab

)(
1

إذا كانت    فان
  )()(
1

0xfdxxf
ab

b

a

 وعلیھ))(()( 0 abxfdxxf
b

a

 0، أي أنxc 

أما إذا كانت   فان    . ضع
b

a

dxxf
ab

ss )(
1



0بما أن الدالة  0:[ , ]f x y  مستمرة فأنھا تحقق خاصیة القیمة المتوسطة ، فانھ یوجد],[ 00 yxc بحیث أن
scf )(

],[],[],[بما أن  00 bayxbac  وان
b

a

dxxf
ab

scf )(
1

)())((وعلیھ )( abcfdxxf
b

a



ملاحظـــة
سترمز لمجموعة الدوال المقیدة المعرفة على الفترة المغلقة],[ baبالرمز],[ ba. أن إثباتویمكن بسھولة],[ ba

],[فضاء جزئي من فضاء الدوال الحقیقیة المعرفة على ba أخرىوبعبارة.
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,],[كان إذا bagf  ،,   فــان],[ bagf  
],[إثباتیمكن وأیضا ba جبر جزئي من جبر الدوال المعرفة على],[ ba ، كان إذاأي نبرھن],[, bagf 

],[فــــأن bafg .
فترة المغلقةالمعرفة على الستمرةسترمز لمجموعة الدوال الم],[ baبالرمز],[ baC. أن إثباتویمكن بسھولة
],[ baCفضاء جزئي من],[ ba أخرىوبعبارة.

,],[كان إذا baCgf  ،,   فــان],[ baCgf  
],[إثباتیمكن أیضاو baC جبر جزئي من],[ ba ، كان إذاأي نبرھن],[, baCgf فــــأن],[ baCfg 
 المقیدة القابلة للتكامل ریمانیا على الفترة المغلقةسترمز لمجموعة الدوال],[ ba بالرمز],[ baR. إثباتویمكن

],[أن  baRفضاء جزئي من],[ ba) أخرىوبعبارة ) 4، 3راجع المبرھنتین.
,],[كان إذا baRgf  ،,   فــان],[ baRgf  

],[إثباتیمكن وأیضا baR جبر جزئي من],[ ba) كان إذاأي نبرھن ، ) 8راجع المبرھنة],[, baRgf 
],[فــــأن baRfg 

],[],[],[ babaRbaC 

ملاحظة 
تكامل ریمان  ھو 

:أن الدالة ، أي )5راجع النتیجة (دالة خطیة ) 1( [ , ]R a b   خطیة، بعبارة أخرى

,],[إذا كانت baRgf  ،,  فــان 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()( 

:، أي أن الدالة ) 6راجع المبرھنة (دالة رتیبة ) 2( [ , ]R a b   رتیبة ،  بعبارة أخرى

,],[إذا كانت baRgf  بحیث أنgf  فان 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

:دالة غیر متباینة ، أي أن الدالة ) 3( [ , ]R a b   غیر متباینة  ،  بعبارة أخرى

,],[إذا كانت baRgf  بحیث أن 
b

a

b

a

dxxgdxxf gfیكونأنلیس من الضروري فانھ )()( .

والمثال التالي یوضح ذلك 

]:لتكن الدالة  1,1]f   معرفة بالصیغةxxf )( 1,1[لكل[x  . فان



1

1

0)( dxxf 0ولكنf

)10.6.2(ھنــةمبر
]:لتكن الدالة  , ]f a b   0إذا كان . مستمرة  وغیر سالبة)( 

b

a

dxxf 0فانf

:البرھان 
0],[یوجد 0fنفرض : سنبرھن بطریقة التناقض  bax  0بحیث أن)( 0 xf ولكن الدالةf غیر

سالبة  0)( 00 xfy
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(مستمرة وان الفترة المفتوحةfبما أن الدالة 
2

3
,

2

1
( 00 yy 0تحتوي على النقطةyفتوحة ، فانھ توجد فترة مV في

 0تحتوي علىx بحیث أن)
2

3
,

2

1
(]),[( 00 yybaVf  . من ھذا نستنتج انھ توجد فترة مغلقة],[ dcB 

],[في  ba 0تحتوي علىx 0بحیث أن)( xf لكلBx

مغلقة ومقیدة فأنھا مرصوصة Bبما أن الفترة 
min{0)(:{لتكن Bمستمرة فأنھا تمتلك  قیمة صغرى مطلقة على fبما أن الدالة  Bxxfmm 

)(0بما أن xf لكل],[ bax  0)()()( cdmdxxfdxxf
d

c

b

a

وھذا تناقض  0)(xf لكل],[ bax.

ملاحظة
إذا كانت  nf من الدوال المقیدة القابلة للتكامل ریمانیا على الفترة متتابعة],[ ba وكانتff n  فانھ لیس من

],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة fالضروري أن تكون ba والمثال التالي یوضح ذلك

)11.6.2(مثال
],[رة المغلقة تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفتAلتكن  ba . لكلNn نعرف الدالة:[ , ]nf a b   على

:النحو الأتي 









Bx

Bx
xf n ,2

,3
)(

ArrrBحیث  n  },,,{ 21    . نلاحظ أنBbafD n ]),[,( لكلNn

),],([بما أن  bafD مجموعة منتھیة]),[,( bafD n مجموعة مھملة وعلیھ الدالةnf قابلة للتكامل الریماني

],[على الفترة  ba لكلNn  (2)(وكذلك( abdxxf
b

a

n 
]:ولتكن الدالة  , ]f a b رفة على النحو الأتي مع:









Ax

Ax
xf

,2

,3
)(

ffنلاحظ أن  n  ولكنf لیس  قابلة للتكامل الریماني على الفترة],[ baوان ھذا التقارب غیر منتظم.
ملاحظة
إذا كانت  nf ل المقیدة القابلة للتكامل ریمانیا على الفترة من الدوامتتابعة],[ ba وكانتff n  بحیث أن الدالة

f قابلة للتكامل الریماني على الفترة],[ ba فانھ لیس من الضروري أن یكون

 
b

a

b

a

n dxxfdxxf )()(

أنأي 

lim ( ) lim ( ) ( )
b b b

n n
n n

a a a

f x dx f x dx f x dx
 

   
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والمثال التالي یوضح ذلك 
)12.6.2(مثال
nf[0,1]:نعرف الدالة Nnلكل   على النحو الأتي:






















1
2

,0

21
,2

1
0,

)( 2

2

x
n

n
x

n
nxn

n
xxn

xf n

وكذلكNnلكل ]1,0[على الفترة للتكامل الریماني قابلة nfمستمرة وعلیھ  الدالة nfالدالة 

1)0()2()(
1

2

2

1

2

1

0

2
1

0

 
n

n

n

n

n dxdxnxnxdxndxxf

})({فان المتتابعة العددیة 
b

a

n dxxf{ومن جھة أخرى  المتتابعة . }1{تقترب إلى المتتابعة{ nf إلى الدالة تقترب

0الصفریة ، أي أن  ff n وان ]1,0[ومن الواضح أن ھذة الدالة قابلة للتكامل الریماني على الفترة

0)( 
b

a

dxxf

lim)(1ولكن    
b

a

n
n

dxxf 0وكذلك)()(lim   

b

a

b

a

n
n

dxxfdxxf وعلیھ 
b

a

b

a

n dxxfdxxf )()(

)13.6.2(مبرھنة
إذا كانت  nf من الدوال المقیدة القابلة للتكامل ریمانیا على الفترة متتابعة],[ ba وكانتff u

n  فان الدالةf

],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة  ba  وان

 
b

a

b

a

n dxxfdxxf )()(

أي أن 


b

a

b

a

n
n

b

a

n
n

dxxfdxxfdxxf )()(lim)(lim

:البرھان 
ffبما أن  u

n  وكل من الدوالnf مقیدة على الفترة],[ ba فان الدالةf مقیدة على الفترة],[ ba

بحیث إن kیوجد عدد صحیح موجب0بالإضافة إلى ھذا  لكل 

)(2
)()(

ab
xfxf n 


 لكلkn  ولكلXx.

],[قابلة للتكامل ریمانیا على الفترة nfوال بما أن كل من الد ba فكل  من المجموعات ،]),[,( bafD n مجموعة
.مھملة 
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نضع 





1

]),[,(
n

n bafDD وعلیھD مجموعة مھملة

DbaDحیث  Dتكون مستمرة على المجموعة nfمن الواضح أن كل من الدوال  |],[

ffبما أن  u
n  فان الدالةf مستمرة علىD  أي أن،DbafD ]),[,(

]),[,( bafD مھملة وعلیھ الدالة مجموعةf قابلة للتكامل الریماني على الفترة],[ ba

knوالآن لكل   






  2

)(
)(2

)()())()(()()( ab
ab

dxxfxfdxxfxfdxxfdxxf
b

a

n

b

a

n

b

a

b

a

n

 
b

a

b

a

n dxxfdxxf )()(

Differentiation and Riemannالاشتقاق والتكامل الریماني7.2 Integration
)1.7.2(مبرھنة

f:ولتكن في فترة مفتوحةلتكن   منكل فترة جزئیة مغلقةعلىمقیدة وقابلة للتكامل الریمانيدالة .
F:ة، فان الدالaإذا كانت     لكل : التالیة المعرفة بالصیغةax 


x

a

dttfxF )()(

)(0وان  aF مستمرة تكون
:البرھان

f:بما أن الدالة      نضع . مقیدة]},[:)(sup{ baxxfM لكل فانyx, نحصل على

yxMdttfdttfdttfyFxF
y

x

y

a

x

a

  )()()()()(

، نأخذ 0والآن إذا كان 
M


  ولھذا

إذا كان  yx فان )()( yFxF

.بانتظاممستمرةFوعلیھ الدالة 
)التكامل ھو عكس التفاضل ( ن المقصود بالعبارة المبرھنة التالیة تبی

)2.7.2(مبرھنة
f:ولتكن في فترة مفتوحةلتكن   إذا كانت . مستمرةدالةaفان الدالة ،:F    المعرفة

axلكل : التالیة بالصیغة 


x

a

dttfxF )()(

)(0وان  aF قابلة للاشتقاق  وان تكونfF 



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

39

:البرھان
0hلیكن . 0xلیكن 

dttf
h

tfdttf
hh

xFhxF hx

x

x

a

hx

a




 0

0

00

)(
1

))()((
1)()( 00

],[لقیمة الوسطى للتكامل ، یوجد باستخدام مبرھنة ا 00 hxxc بحیث أن

hcfxhxcfdttf
hx

x

)())(()( 00

0

0




)(وعلیھ فان 
)()( 00 cf

h

xFhxF




)(lim
)()(

lim)(
0

00

0
0 cf

h

xFhxF
xF

hh 





],[بما أن 0000 hxxchxcx  0إذا كانh 0فانxc وعلیھ)()(lim 0
0

xfcf
h




 )()( 00 xfxF . 0وبالمثل نبرھن  في حالةh وكذلك تبرھن في حالةac  أوbc 

)3.7.2(مبرھنة
]:لتكن , ]f a b الدالةولتكن،مستمرة دالة:[ , ]g a b حیث أندالة ب)()( xfxg  لكل],[ bax ،

],[فان لكل  bax نحصل على

)()()( agxgdttf
x

a


: البرھان

]:نعرف الدالة  , ]F a b   بالصیغة
x

a

dttfxF ],[لكل )()( bax .تكون )  3(ھنة باستخدام  المبر

gFالدالة   قابلة للاشتقاق على الفترة],[ ba 0و)(  gFgF

cxgxFبحیث أن cفي المحاضرة الثالثة ، یوجد عدد ) 4(وباستخدام المبرھنة  ],[لكل )()( bax
)(0بما أن  aF فانcag )( وعلبھ لكل],[ bax فان

)()()()()( agxgcxgxFdttf
x

a


)4.7.2(نتیجـــــة

]:لتكن , ]f a b دالةفانھ توجد ،مستمرة دالة:[ , ]g a b قابلة للاشتقاق  بحیث أن)()( xfxg  لكل
],[ bax . بالإضافة إلى ھذا ، لكل دالة أخرى:[ , ]h a b  لھا الخاصیة نفسھا)()( xfxh  لكل],[ bax ،

cghأنبحیث cیوجد ثابت  .
لمبرھنـة الأساسیة لحساب التفاضل والتكاملاتالیة تسمى المبرھنة ال

)5.7.2(مبرھنة
]:لتكن , ]f a b  مقیدة وقابلة للتكامل الریماني على الفترة دالة],[ ba،الدالةولتكنRbag ],[: دالة

)()(بحیث أن xfxg  لكل],[ bax فان ،
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)()()( agxgdttf
b

a


:البرھان
}{لتكن  10 bxxxaP n   تجزئة للفترة],[ ba

iiقابلة للاشتقاق ، باستخدام  مبرھنة القیمة الوسطى ، یوجد gبما أن الدالة  Jt  بحیث أن

1

1)()(
)(









ii

ii
i xx

xgxg
tg

  ))(()()())(()()( 1111 iiiiiiiiii xxtgxgxgxxtfxgxg

niJxxfmJxxfM iiii ,,2,1},:)(inf{},:)(sup{ 

)())(()(فان  111   iiiiiiiii xxMxxtfxxm  )()()()( 111 iiiiiiii xxMxgxgxxm

 










n

i
iii

n

i
ii

n

i
iii xxMxgxgxxm

1
1

1
1

1
1 )())()(()(

 







n

i
iii

n

i
iii xxMagbgxxm

1
1

1
1 )()()()( ),()()(),( PfRagbgPfR

],[ني على الفترة قابلة للتكامل الریماfبما أن الدالة  ba  فان ،)()()( agxgdttf
b

a


)Leibniz's Ruleقاعدة لیبتز ( )  6.7.2(مبرھنة

]:كانت الدالة إذا , ]f a b   مستمرة وكانت كل من الدوال:[ , ]u a b   ،:[ , ]v a b   قابلة
],[للاشتقاق عند كل  bax فــأن

 
)(

)(

))(())(()(
xv

xu dx

du
xuf

dx

dv
xvfdttf

dx

d

Riemann-Stieltjes integralستیلتجس –تكامل ریمـان 8.2
تكامل الآنللتكامل یطلق علیھ أخرمفھوم إلىم من الوصول 1894سنة ستیلتجستمكن الریاضي الھولندي 

بعض خواص ھذا أوكامل وفیما یلي تعریف عمومیة من مفھوم ریمان للتأكثرستیلتجس والذي ھو –ریمان
.التكامل
)1.8.2(تعریف
]:لتكن , ]f a b   دالة مقیدة ولتكن:[ , ]a b   لكل تجزئة .متزایدة دالة}...{ 1 bxxxaP n  

],[للفترة baJ  .  نعرف)()( 1 iii xx  لكلni ,,2,1  . أنبماii xx 1  وان غیر
متناقصة  0i لكلni ,,2,1 .

نعرفالآن





n

i
ii

n

i
ii mPfRSMPfRS

11

),,(,),,( 

iiحیث  mM كما في تكامل ریمان,
niJxxfmJxxfM iiii ,,2,1},:)(inf{},:)(sup{ 
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),,(,),,(لق على العددین یط  PfRPfRالأعلى ومجموع ریمانستیلتجس –على التوالي اسم مجموع ریمان–
:ن نبرھن الآتــي وبنفس الطریقة التي برھنا بھا في تكامل ریما.Pلتجزئة واإلى بالنسبةfالأسفل للدالةستیلتجس 

)1 (),,(),,(  PfRSPfRS  لكل تجزئةP للفترة],[ ba.
QP(Pتجزئة منعمة للتجزئة Qكان إذا) 2( (فـــــأن

),,(),,(,),,(),,(  PfRSQfRSPfRSQfRS 
],[تجزئة للفترة,QPكانت كل من إذا) 3( baفـــــان

),,(),,(  PfRSQfRS 
نضـــــع

}P تجزئة للفترة],[:),,({),( baPfRSfRS  
}P تجزئة للفترة],[:),,({),( bapfRSfRS  

0},{كانت إذا baP فـــأن

))()((),,(

))()((),,(

0

0

abmPfRS

abMPfRS






حیــــث
}:)(inf{,}:)(sup{ JxxfmJxxfM 

وعلیـــــــھ
)1 (( , )RS f     لان),(),,( 0  fRSPfRS 

)2 (( , )RS f  لان),(),,( 0  fRSPfRS 

)3 (),( fRS  مقیدة من الأسفل لكل عنصر من),( fRS

)4 (),( fRS   مقیدة من الأعلى لكل عنصر من),( fRS

:على النحو بالنسبة للدالة fلدالةولھذا نستطیع أن نعرف التكامل الأعلى والتكامل الأسفل ل








)},(sup{

)},(inf{





fRSfdRS

fRSfdRS

ومن الممكن أن نبرھن على أن 
   fdRSfdRS

)2.8.2(تعریف
]:لتكن  , ]f a b  دالة مقیدة ولتكن:[ , ]a b  یقال عن الدالة .متزایدة دالةf قابلة للتكامل بالنسبة بأنھا
ستیلتجس إذا كان -حسب مفھوم ریمانللدالة 

   fdRSfdRS

وفي ھذه الحال نكتب القیمة المشتركة للتكاملیین الأعلى والأسفل بالرمز  fd أو
b

a

fd.

:ملاحظـــــــة
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xxأي أن ( دالة ذاتیة كانت إذا )( لكل],[ bax . (ستیلتجس یصبح تكامل ریمان -فان تكامل ریمان

وان الرمز 
b

a

fd  یصبح
b

a

fdx

) 3.8.2(مثال
]:لتكن  , ]f a b   دالة مقیدة ولتكنRba ],[:ثابتة حیث دالةcx )( لكل],[ bax فان الدالةf

0وان قابلة للتكامل بالنسبة إلى 
b

a

fd

:الحل
0)()( 1   ccxx iii 
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0,0    fdRSfdRS

وعلیھ    fdRSfdRS وھكذا فان الدالةf قابلة للتكامل بالنسبة إلى 0وان
b
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fd

)4.8.2(مثال
]:لتكن  , ]f a b   ثابتة حیث دالةcxf )( لكل],[ bax ولتكنRba ],[:فان .غیر متناقصة دالة

))()((وان قابلة للتكامل بالنسبة إلى fالدالة  abcfd
b
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:الحل
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   

   

  

  




وعلیھ    fdRSfdRS وھكذا فان الدالةf قابلة للتكامل بالنسبة إلى وان))()(( abcfd
b

a

 
)5.8.2(مثال
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f[0,1]:لتكن الدالة    معرفة بالصیغةxxf )( 1,0[لكل[x [0,1]:ولتكن الدالة   معرفة
)(2بالصیغة  xx  1,0[لكل[x . برھن على أن  الدالةfبالنسبة إلى قابلة للتكامل وان

 
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xdx
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دالة غیر متناقصة على تلك الفترةوان ]1,0[على الفترة مقیدةfالدالة  من الواضح أن

.من الفترات الجزئیة المتساویة الطولnمكونة من ]1,0[تجزئة للفترة nPلتكن nلكل عدد صحیح موجب 
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)
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  لكلn
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ینتج من ھذا أن 
3

21

0

2   fRSfRSxdx

ملاحظة 
یمكن ان تبرھن بنفس ستیلتجس و-إن معظم الخواص الأولیة لتكامل ریمان تبقى صحیحة في حالة تكامل ریمان

.بعض ھذه الخواص سنسردفیما یلي و . الأسلوب المتبع في حالة تكامل ریمان

,كل من  لتكن ) 1( :[ , ]f g a b بالنسبة إلى الدالة غیر المتناقصة دالة قابلة للتكامل:[ , ]a b  ولتكن
1 2,r r  فان الدالةgrfr 21  قابلة للتكامل بالنسبة إلى وأن

 
b

a

b

a

b

a

gdrfdrdgrfr  2121 )(

]:إذا كانت الدالة) 2( , ]f a b  1كل من الدالتین غیر المتناقصتین قابلة للتكامل بالنسبة إلى 2, :[ , ]a b  
21ولیكن  , rrعددین حقیقیین غیر سالبین فان الدالةf 2211إلىقابلة للتكامل بالنسبة  rr وأن

 
b

a

b

a

b

a

fdrfdrrrfd 22112211 )( 

]:إذا كانت الدالة)3( , ]f a b الدالة غیر المتناقصة قابلة للتكامل بالنسبة إلى:[ , ]a b وكانت
bca  فان الدالةf إلىقابلة للتكامل بالنسبةلى كل من الفترتین ع],[ ca و],[ cb وان

 
b

c

c

a

b

a

fdfdfd 

ملاحظــــــة
:ستیلتجس ھما -من نقاط الاختلاف بین تكامل ریمان وتكامل ریمان 

],[على كل من قابلة للتكامل بالنسبة للدالة fكانت الدالة إذا ca و],[ cb فلیس من الضروري أن تكون قابلة
],[على الفترة للتكامل بالنسبة للدالة  ba.والمثال التالي یوضح ذلك.

)6.8.2(مثال
,كل من لتكن  :[0, 2]f   على النحو الأتي معرفة دالة :

















21,1

10,0
)(

21,1

10,0
)(

x

x
x

x

x
xf 

وان قابلة للتكامل بالنسبة إلى fالدالة فان الدالة فان]1,0[دالة ثابتة على الفترة بما أن 

0
1

0

 fd

وان قابلة للتكامل بالنسبة إلى fالدالة فان ]2,1[ثابتة على الفترة fوكذلك بما أن الدالة 

101))()((
2

1

 abcfd 

؟ لماذا.]2,0[على الفترة تكامل بالنسبة إلى غیر قابلة للfولكن الدالة  
)7.8.2(مبرھنـة 
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]:كانت الدالة إذا , ]f a b  فانمستمرةf قابلة للتكامل بالنسبة لكل دالة غیر متناقصة الفترة على],[ ba.
)8.8.2(مبرھنــة 

,لتكن كل من   :[ , ]f g a b  إذا كانت. غیر المتناقصةدالةfبالنسبة إلىقابلة للتكاملgفان الدالة ،g تكون
وان fبالنسبة إلىقابلة للتكامل

 
b

a

b

a

gdfagafbgbffdg )()()()(

.ستیلتجس -وھو ما یسمى طریقة التجزئة لتكامل ریمان
)9.8.2(مبرھنــة

],[لتكن  baRf  ولتكن الدالة:[ , ]g a b   مستمرة وغیر متناقصة وانg  مستمرة على الفترة

],[ ba فان الدالةf إلىتكون قابلة للتكامل بالنسبةg وان  
b

a

b

a

dxxgxffdg )()(

) Infinite Integrands(المكاملات اللانھائیة9.2
ھا تكون لا نھائیة عند نقطة واحدة من التكاملات المقفلة والتي صور تكاملھا محددة ولكن مكاملاتأخریوجد نوع 

.أو أكثر من نقطة في فترة التكامل 
)1.9.2(تعریف 

]:لتكن  , )f a b   دالة مستمرة ولیكن


)(lim xf
bx

نعرف. 

 


t

a
bt

b

a

dxxfdxxf )(lim)(

.للتكامل  الأدنىائیـــا عند الحد یستخدم تعریف مشابھ عندما یصبح المكامل لا نھ.بشرط أن ھذه الغایة موجودة 
:كانت الدالة إذا) 1( ( , ]f a b   مستمرة وكان


)(lim xf

ax
عندئذ . 

 


b

t

b

a
at

dxxfdxxf )(lim)(

.بشرط أن ھذه الغایة موجودة  
]:كانت الدالة إذا) 2( , ]f a b   مستمرة عدا النقطةc  حیثbca كانت إذا


)(lim xf

cx
عندئــــذ . 

  
b

c

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

.موجود  الأیمنبشرط أن كلا من التكاملین في الطرف 
)Improper Integrals(لة عتالتكاملات الم10.2

.لة عتات حدود تكامل لا نھائیة تسمى بالتكاملات المنوع من التكاملات المحددة ذإلىسنتطرق 
)1.10.2(تعریـف 
]:لتكن  , )f a  دالة مستمرة  تعرف

 





a

t

a
t

dxxfdxxf )(lim)(
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یقال عن التكامل 


a

dxxf وبصورة متشابھة .كانت الغایة موجودة وبخلاف ذلك یقال عنھ متباعدإذامتقارب )(

.للتكامل لا نھائیا وعندما یكون حدا التكامل لا نھائیین الأدنىعندما یكون الحد عتلرف التكامل المنع

كانت الدالة إذا: ( , )f b   عندئذ . مستمرة





b

t

b

t
dxxfdxxf )(lim)(

ویقال عن التكامل 


b

dxxf . انت الغایة موجودة  وبخلاف ذلك یقال عنھ متباعد كإذامتقارب )(

كانت الدالة إذا:f   مستمرة عندئذ  


 




c

c

dxxfdxxfdxxf )()()(

.انمتقاربالأیمنبشرط أن كلا التكاملین  الممثلین في الطرف . ھو ثابت اختیاري معطى cحیث 
)2.10.2(مثال

 





1 1
22

1)
1

1(lim
1

lim
1

t
dx

x
dx

x t

t

t

)3.10.2(مبرھنــة
]:لتكن  , )f a    كانت إذا. دالة لیست متناقصةf بالعدد الأعلىمقیدة من فأن)(lim xf

x 
موجود وان  




)(lim xf
x

.

)4.10.2(تعریف
g:یقال عن الدالة ) . تكون محددة أنلیس بالضرورة ( فترة جزئیة من لتكن   بأنھا مھیمنة أو تتحكم

)Dominate ( بالدالة:f I   أذا كان)()( xgxf  لكلx.
المقارنة اختیار)5.10.2(مبرھنــة

]:لتكن كل من  , )f a    ،:[ , )g a    دالة بحیث أنgتھیمن علىf .كانت إذا],[, baRIgf  وكان

عتلالتكامل الم


a

dxxg عتلمتقاربـا فان التكامل الم)(
b

a

dxxf .یكون متقاربا أیضـــا  )(
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Measureالقیاس . 3

Lengths of Bounded Open  Setsأطوال المجموعات المفتوحة المقیدة 1.3
)1.1.3(تعریف

، أي أن فترة مفتوحة مقیدة فيلتكن  أو ( , ) :a b x a x b       .طول)Length( الفترة
ویعرف كالأتيL)(یرمز لھ بالرمز

, ( , )
( )

0 ,

b a a b
L


  

    
)2.1.3(مثال 

)(538أن ف)8,3(إذا كانت  )  1( L

)(6)2(8ن أف)6,2(إذا كانت  )  2( L

)2,4(إذا كانت  )  3( (2)4(2ن أف( L

)3.1.3(مبرھنة 
21فترة مفتوحة مقیدة وكانت,21إذا كانت كل من   فان)()( 21  LL.

:البرھان 
),,(),(لتكن  222111 baba 

21بما أن    2112 , bbaa1 1 2 1 2 2b a b a b a      )()( 21 LL

)4.1.3(مبرھنة
nإذا كانت كل من ,,,, 21 رة مفتوحة مقیدة وكانتفت

n

k
k

1

فان



n

k
kLL

1

)()(

:البرھان
بطریقة الاستقراء الریاضي 

11عندما   n (نحصل على ) 3.1.3(، باستخدام المبرھنة()( 1 LL

rnنفرض العلاقة صحیحة عندما    أي إذا كان ،
r

k
k

1

فان



r

k
kLL

1

)()(

1الآن یجب نبرھن على صحة العلاقة عندما  rn


r

k
rk

r

k
k

1
1

1

1 








1

1 1 1
1 11 1

( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )
r r r r

k r k r k r k
k kk k

L L L L L L


  
  

                
1إذن  العلاقة صحیحة عندما  rn صحیحة لجمیع قیمnمن الأعداد  الصحیحة الموجبة

)5.1.3(مبرھنة 
,,,إذا كانت كل من 21 فترة مفتوحة مقیدة وكانت






1k
kفان






1

)()(
k

kLL.
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:البرھان 
),(أو فترة مفتوحة مقیدة فان بما أن  ba

إذا كانت    فان المبرھنة واضحة، أما إذا كانت),( ba
),,(),(ولتكن 0لیكن  01   bbaa  1{العائلة:{  kk تكون غطاء مفتوح للفترة],[ ba

],[بما أن الفترة المغلقة   ba  مجموعة مرصوصة ، فأنة یوجد عدد منتھي من الفترات المفتوحة تغطي الفترة المغلقة
],[ ba  وبالتالي تغطي الفترة المفتوحة),( baي أن ، أ

n  01

1 0 1 1 0
1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 ( ) 4 ( )

n k
k

k k
k k

L L L L L L L L

L L  



 


 

 

                

      



 

 

ینتج أن  اختیاري بما أن 
1

( ) ( )k
k

L L




  
) 6.1.3(مبرھنة 

}:2,1,,{إذا كانت  nkk  عائلة منتھیة من  الفترات المفتوحة المقیدة والمتنافیة مثنى مثنى وإذا كانت فترة

مفتوحة مقیدة وكانت



n

k
k

1

)()(فان 
1




LL
n

k
k

) 7.1.3(مبرھنة 
}{إذا كانت  k عائلة قابلة للعد  من  الفترات المفتوحة المقیدة والمتنافیة مثنى مثنى وإذا كانتفتوحة مقیدة فترة م

وكانت





1k
k فان)()(

1






LL
k

k

) 8.1.3(مبرھنة 
}{إذا كانت كل من  n،}{ kJ عائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة المقیدة والمتنافیة مثنى مثنى بحیث أن











11 k

k
n

n J فان)()(
11










k

k
n

n JLL

:البرھان
kn J فترة مفتوحة مقیدة لكل قیمkn,

)(فان nلكل قیم 
1

k
k

nn J



 نحصل على ) 4.1.3،5.1.3(، باستخدام المبرھنات






1

)()(
k

knn JLL

kn، المجموعات  kلكل قیم  J تكون متنافیة مثنى مثنى  وكذلكkk
n

n
n

kn JJJ 









11

)()(

)()(نحصل على  ) 6.1.3،7.1.3(باستخدام المبرھنات 
1

k
n

kn JLJL 




وعلیھ 

  

























11 11 11

)()()()(
k

k
k n

kn
n k

kn
n

n JLJLJLL



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

49

ملاحظة 
:المبرھنة الآتیة ) 331المتریة في رالتبولوجیاراجع محاضرة ) (1(يسبق وان برھنا في التحلیل الریاض

)9.1.3(مبرھنة
،مثنى مثنىمتنافیةتساوي اتحاد عائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة الG، فان مجموعة مفتوحة في Gإذا كانت

إلى عائلة وحیدة قابلة للعد Gكن تجزئة مبعبارة أخرى ی. وحیداًمفتوحة یكون تافة إلى ھذا فان تجزئة ھذه إلى قترابالإض
}{من الفترات المفتوحة المقیدة  n بحیث أن

)1 (





1n
nG)2 (n m      لكلmn .

)10.1.3(تعریف
إلى عائلة وحیدة قابلة للعد من الفترات Gكن تجزئة میحسب المبرھنة السابقة ،مفتوحة في مقیدة مجموعة Gلتكن

}{المفتوحة المقیدة  n 1(بحیث أن (





1n
nG)2 (n m      لكلmn .

ویعرف بالصیغةGL)(یرمز لھ بالرمزGطول المجموعة 





1

)()(
n

nLGL

في الواقع إذا كان . لمتسلسلة متقاربةمن السھولة أن نبین أن ھذه ا



n

k
kn LS

1

)(

)(فمن الواضح أن LSn حیث ، أیة فترة مفتوحة تحتوي علىG .إلى ھذا ، فان متتابعة المجامیع بالإضافة
}{الجزئیة  nS 0لان(متتابعة غیر متناقصةھي)(  nL ( ولھذا فان ھذه المتابعة متقاربة وبالتالي فالمتسلسلة
.متقاربة

)11.1.3(مبرھنة 
L:أي أن (إلى ندالة مLفانتمثل عائلة جمیع المجموعات المفتوحة المقیدة في لتكن  دالة (

تحقق الخواص التالیةو
)1 (0)( AL لكلA  . أي أن الدالةLدالة غیر سالبة
)2(0)( L

A,ا كانت إذ) 3( B بحیث أنBA فان)()( BLAL  أي الدالة ،Lغیر متناقصةتیبةدالة ر.
A,إذا كانت ) 4( B  فان)()()()( BLALBALBAL  وعلیھ)()()( BLALBAL 

Aة خاصة إذا كانت وبصور B   فان)()()( BLALBAL  ، أي الدالةL تجمیعیةدالة.

}{إذا كانت) 5( nAمتتابعة من المجموعات في بحیث أن
1

n
n

A




  فان









11

)()(
n

n
n

n ALAL 

}{وبصورة خاصة إذا كانت المجموعات  nAمثنى مثنى فان نافیة مت









11

)()(
n

n
n

n ALAL 
بصورة معدودةتجمیعیة دالةLأي أن الدالة 

Aإذا كانت ) 6( وكانتr فانعددا حقیقیا)()( rALAL  حیث}:{ AxrxrA  ، أي أن طول
.یتغیر عند أزاحتھاالمجموعة لا

واجب:البرھان
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Outer Measure of a Bounded  Setالقیاس الخارجي للمجموعة المقیدة 2.3
)1.2.3(تعریف

:یقال عن دالة المجموعة . الجزئیة من المجموعة موعاتعائلة جمیع المجتمثل لتكن  بأنھا قیاس
:إذا تحققت البدیھیات الآتیة خارجي على المجموعة 

)1 (0)( A لكلA 
)2 (0)( 
)()(فان BAإذا كانت  ) 3( BA  

}{إذا كانت ) 4( nA متتابعة من المجموعات الجزئیة من المجموعة فان









11

)()(
n

n
n

n AA  
)()()(من الواضح أن BABA   لكلFBA ,

) 2.2.3(مثال
. الجزئیة من المجموعة عائلة جمیع المجموعاتتمثل تحتوي على  أكثر من عنصر ، ولتكن لتكن المجموعة

:نعرف الدالة  بالصیغة
0,

( )
1,

A
A

A







  
Aلكل   فان ، قیاس خارجي على المجموعة .

ملاحظة
والتي تحتوي على في Gقیدة المفتوحة المتمثل عائلة جمیع المجموعات Aلتكن، ومجموعة مقیدة في Aلتكن 

A ،) أي إنGA (
}G ، مجموعة مقیدة مفتوحة{ :A G A G  

Aنلاحظ أن   فترة مفتوحة لأنھ توجد),( ba وتحتوي علىA . وكذلك  إذا كانت كل من,A B مجموعة جزئیة  ،
BAبحیث أن في   فانB A 

)3.2.3(تعریف
:نعرف الدالة. المقیدة  في عائلة جمیع المجموعاتلتكن   بالصیغة

( ) inf{ ( ) : }AA L G G  

Aلكل  . قید أسفل اكبر من الواضح أن)(Aیدة من الأسفل موجود لان المجموعة التي على الجھة الیمنى مق
فان مجموعة مقیدة مفتوحة في Aإذا كانت .  كما أن ھذه المجموعة غیر خالیة، ومن الواضح أیضا. بالصفر

)()( ALA 

)4.2.3(مبرھنة
 یة الأعداد الحقیققیاس خارجي على مجموعة .سنطلق على العدد . ویسمى القیاس الخارجي إلى لبیبیك)(A

.Aاسم القیاس الخارجي للمجموعة 
:البرھان

مجموعة مقیدة في Aلتكن )1(
)(0ھو اكبر قید أسفل لمجموعة عناصرھا أعداد غیر سالبة ، وعلیھ A)(بما أن  A

)مجموعة مفتوحة بما أن )2( ) ( ) 0L     
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BAبحیث أن مجموعة مقیدة في ,BAلتكن كل من )3( 
BAبما إن   فان{ ( ) : } { ( ) : }B A B AL G G L G G        وعلیھ

inf{ ( ) : } inf{ ( ) : }A BL G G L G G   

  )()( BA 
}{لتكن)  4( nAدة فيعائلة قابلة للعد من المجموعات المقی

nnبحیث أن nGتوجد مجموعة مفتوحة nولكل 0لكل  GA وان
nn AGL

2
)()(


  ) حسب تعریف(

نضع 





1n

nGGGجموعة مفتوحة وان م





1

)()(
n

nGLGL



















  GGAAGLA
n

n
n

n
n

nn
n

n 
1111

)
2

)(()()(
















11

)()(
n

n
n

n AA    0لكل ومن ھذا نستنتج









 
11

)()(
n

n
n

n AA  
ملاحظة 

أن بحیث Rمجموعة مقیدة في ,BAإذا كانت  كل من  BA فانھ لیس من الضروري أن یكون ،
)()()( BABA   

بحیث أن مجموعة مقیدة مفتوحة  في ,BAإذا كانت كل من ) 4الجزء 11.2.3راجع المبرھنة (من جھة أخرى 
A B   فان)()()( BLALBAL 

,BAأن وجود المجموعات . یختلفان في تحقیقھما تلك الخاصیة فقطL،لوقارنا بین النتیجتین ، نجد أن  الدالتین  

)()()(تسلك بصورة جیدة ، أي أن  التي لا BABA    على الرغم من BA . تجعلنا نقصر اھتمامنا
.اسم المجموعات القابلة للقیاس) 4(والتي سنطلق علیھا في البند " جیدة السلوك" على المجموعات 

)5.2.3(مبرھنة
وان Aتحوي على Gتوجد مجموعة مفتوحة 0، فانھ لكل مجموعة ما في Aإذا كانت ) 1(

   )()( GA و)()( GA   
)عددا حقیقیا فانrوكانتمجموعة مقیدة في Aإذا كانت ) 2( ) ( )A A r    حیث}:{ AxrxrA  ، أي

تتغیر عند إزاحة المجموعة ، أو أن المجموعات المتطابقة تملك ھذه الخاصیة تبین أن القیاس الخارجي للمجموعة لا
. نفس القیاس الخارجي 

:البرھان 
)1(

بحیث أن  Aتحوي على Gتوحة مف، توجد قید أسفلاكبر باستخدام تعریف   )()( GLA

مجموعة مفتوحة  Gبما أن  )()( GLG   )()( GA

GAGAبما أن     )()( 
بترك للقارئ )2(

)6.2.3(مبرھنة
xA}{إذا كانت ) 1(  0قان)(  A وبصورة عامة إذا كانتA 0قابلة للعد فان مجموعة)(  A
)(0فان مجموعة مھملةAإذا كانت ) 2(  A
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)(0مقیدة وكانAا كانت المجموعة إذ) 3(  AفانAمھملة
],,(),,[],[إذا كانت ) 4( 321 baAbaAbaA  فان ،abAi  )( 3,2,1لكلi

],[د غیر النسبیة في الفترة تمثل مجموعة الأعداAإذا كانت ) 5( ba فانabA  )(
:البرھان
nلكل ) 1(  فان الفترة)

1
,

1
(

n
x

n
xGn  تحتوي علىx 1وان 1 2

( ) ( ) ( )nL G x x
n n n

    

نحصل على من تعریف 
n

A
2

)(0   لكلn  0وعلیھ)(  A

},,,,{لیكن : قابلة للعدمجموعة Aالآن نبرھن في حالة 21  nxxxA 

nلكل :   0لیكن   نضع ،)
2

,
2

(
11  

nnnnn xxG


وان  nxفترة مفتوحة تحتوي على nGمن الواضح أن 
nnnnnn xxGL

2
)

2
()

2
()(

11


 

nnبما أن 
n

n GxGA 





1

بما أن 





1n

nGG مجموعة مفتوحة 













1 11 2

)()()(
n n

nn
n

n GLGLGL 


نحصل على عریف من ت   )(0 A 0وعلیھ)(  A
)2(

}{، توجد عائلة  قابلة للعد 0لكل مجموعة مھملة Aبما أن  nGالمفتوحة بحیث أن من الفترات







1n

nGA        وان





1

)(
n

nGL 

بما أن 





1n

nGG مجموعة مفتوحة









11

)()()(
n

n
n

n GLGLGL 
نحصل على من تعریف    )(0 A 0وعلیھ)(  A

)(0بما أن )3(  A 0لكلتوجد مجموعة مفتوحة ،G في وتحتوي علىA بحیث أن)(GL

مجموعة مفتوحة في Gبما أن 





1n
nGG حیثnG فترة مفتوحة وان mn GG لكلmn 











1 1

)()()(
n n

nn GLGLGL 

وعلیھ  





1n

nGA وان





1

)(
n

nGL A مھملةمجموعة

nلكل )4(  نضع ،)
1

,
1

(
n

b
n

aGn 

وان  Aفترة مفتوحة تحتوي على nGمن الواضح أن 
n

ab
n

a
n

bGL n

2
)

1
()

1
()( 
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نحصل على  من تعریف 
n

abA
2

)( 3  لكلn  و علیھabA  )( 3 ومن جھة أخرى  فانھ

),(فأنھا تحتوي على الفترة المفتوحة 3Aتحتوي على Gكل مجموعة مفتوحة  ba أي أن ،Gba ),(

  )),())( 3 LGbaLLGabAab  وعلیھabA  )( 3.
:برھان أخر

),(]),([),(],[بما أن  babababaab   
],[}{),(}{و بما أن    bbaaba 
  })({),((}}({}){),(}({]),([ bbaabbaaba 
ababba  0)(0]),([ وعلیھabba  ]),([

abA: ن  على أن وبالمثل نبرھ  )( 1 وabA  )( 2
)5(

)(]),([],[بما أن   baAabbaA   
],[تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة Bلتكن  ba فانBAba ],[

  )()(]),([)()( BAbaBAab 
)(0قابلة للعد فان  Bبما أن   B وعلیھ)(Aab   abA)(

Inner Measure of a Bounded Setالقیاس الداخلي للمجموعة المقیدة 3.3
،Aوالمحتواة في في Hالمغلقة المقیدةتمثل عائلة جمیع المجموعاتAلتكن، ومجموعة مقیدة في Aلتكن

AHأي إن ( (
}H ، مجموعة مقیدة مغلقة{ :A H H A  

Aنلاحظ أن   لأنھ توجد مجموعة مغلقة ومحتواة فيA .وكذلك  إذا كانت كل من,A B مجموعة جزئیة في
BAبحیث أن   فانA B ك وكذل{ ( ) : } { ( ) : }A BH H H H     

)1.3.3(تعریف
:نعرف الدالة. المقیدة في عائلة جمیع المجموعاتلتكن    بالصیغة

( ) sup{ ( ) : }AA H H   

Aلكل  .قید أعلى لصغر من الواضح أن ا)(A  موجود لان المجموعة التي على الجھة الیمنى مقیدة  من الأعلى
.   كما أن ھذه المجموعة غیر خالیة. A)(بالعدد 

)2.3.3(مبرھنة
المقیدة في عائلة جمیع المجموعاتلتكن 

)1  (0)(  A لكلA 
)2 ()()( AA 

   لكلA 
A,إذا كانت  ) 3( B  بحیث أنBA فان)()( BA   

}{إذا كانت) 4( nAفيالمتنافیة مثنى مثنى مجموعاتمتتابعة من ال بحیث أن
1

n
n

A




  فان
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)()(
11









 

n
n

n
n AA 

)()(فان مجموعة مغلقة في Aإذا كانت ) 5( AA 
  

],,[),,(],,(),[إذا كانت ) 6( 4321 baAbaAbaAbaA  فان ،abAi  )( 4,3,2,1لكلi

)()(فان مجموعة مفتوحة في Aإذا كانت ) 7( AA 
  

:البرھان
Aلتكن )1(   بما أن)(A0غر قید أعلى لمجموعة عناصرھا غیر سالبة ، وعلیھ ھو اص)(  A
Aلتكن )2( 

AHبحیث Hمجموعة مغلقة مقیدة Hلكل    )()( AH  ، وعلیھ
)(}:)(sup{)()( AGHHAA A


  

A,لتكن  )3( B  بحیث أنBA

A B  وكذلك{ ( ) : } { ( ) : }A BH H H H      وعلیھ
sup{ ( ) : } sup{ ( ) : }A BH H H H     

  )()( BA 

Measurable Setsالمجموعات القابلة للقیاس 4.3
)1.4.3(تعریف
أو قابلة  (بأنھا قابلة للقیاس بالنسبة  إلىAیقال عن المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 

)()()(إذا كانت ) التباسللقیاس في حالة عدم وجود cATATT    لكلT

ملاحظة 
)()(بما أن   cATATT  لكلTA,

من تعریف القیاس الخارجي، نحصل على ) 4(باستخدام  البدیھیة
)()())()(()( cc ATATATATT   

)()()(قط إذا كان  تكون قابلة للقیاس إذا وفAوعلیھ  cATATT    لكلT.
)2.4.3(مبرھنة

)(0إذا كان  . قیاس خارجي على المجموعة لیكن   A فانA تكون قابلة للقیاس ، وعلیھ تكون
.قابلة للقیاس
:البرھان 

Tلیكن 

AATAATبما أن     0)()(  وكذلكTATTAT cc   )()( 
  )()()( cATATTA قابلة للقیاس

)بما أن  ) 0   فانسقابلة للقیا
)3.4.5(مبرھنة

تكون أیضا قابلة cAقابلة للقیاس فان  Aإذا كانت  المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 
.تكون قابلة للقیاس، وعلیھ للقیاس 

:لبرھان ا
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Tلیكن 
قابلة للقیاسAالمجموعة بما أن
  ))(()()()()()()( ccccc ATATATATATATT 
cAقابلة للقیاس

.تكون قابلة للقیاسفان cو قابلة للقیاسبما أن 
)4.4.3(مبرھنة

A,ناإذا كانت  المجموعت. قیاس خارجي على المجموعة لیكن  B  قابلتین للقیاس فانBA تكون أیضا
للقیاسقابلة

:البرھان
لیكن  TAT

، فان قابلة للقیاسBالمجموعة بما أن  
)1()()()( cBATBATAT   

ABAبما أن    نحصل على ،cccc BAABATAT )()(  وعلیھ
)2()()())(( ccccc ABATATBATAT 

ccccبما إن  BAABAABA  ، نحصل على )()(
)3()( cc BATABAT 

بما أن   cBAT قابلة للقیاسAوالمجموعة )(
))(()))(())(( cccc ABATABATBAT   

)4()()())(( ccc ATBATBAT   

)()(

)())()())(())((
c

ccc

ATAT

ATBATBATBATBAT












)()()(بما أن  cATATT    نحصل على ،))(()()( cBATBATT   
 BAبلة للقیاسقا

)5.4.3(نتیجة
، BAقابلتین للقیاس فان كل من  A،Bإذا كانت  المجموعتین . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 

BA للقیاسا قابلةتكون أیض|
:البرھان

)1(
A,بما أن كل من  Bمجموعة قابلة للقیاس كل منcA ،cB مجموعة قابلة للقیاس cc BA مجموعة

قابلة للقیاس   ccc BABA مجموعة قابلة للقیاس )(
)2 (
cBABAبما أن   | فانBA للقیاس تكون أیضا قابلة|
)6.4.3(مبرھنة

مجموعة ما جزئیة Bقابلة للقیاس  وكانت Aإذا كانت  المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 
بحیث أن من BA  فان)()())(( BTATBAT    لكلT.
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:البرھان
بما أن  )( BAT والمجموعةA قابلة للقیاس فان

)))((()))((())(( cABATABATBAT   
cBبما أن A A B     نحصل على ،)()())(( BTATBAT   

)7.4.3(مبرھنة 
فان العبارات آلاتیة متكافئةمجموعة مقیدة في Aلتكن 

قابلة للقیاسAالمجموعة ) 1(
بحیث أن Rفي Gتوجد مجموعة مقیدة مفتوحة 0لكل ) 2(  )( AG

بحیث أنAوتحتوي على Rفي Gتوجد مجموعة مقیدة مفتوحة 0لكل ) 3(  )( cAG

)4()()( AA 
  

GAHبحیث أن Hومجموعة مغلقة G، توجد مجموعة مفتوحة 0لكل )  5(  و  )( cHG

Measure of Bounded Setsقیاس المجموعات المقیدة 
)8.4.3(تعریف

:یقال عن دالة المجموعة . الجزئیة من المجموعة عائلة جمیع المجموعاتتمثل لتكن  بأنھا قیاس
:إذا تحققت البدیھیات الآتیة وعة على المجم

)1 (0)( A لكلA 

}{إذا كانت ) 2( nA متتابعة من المجموعات المتنافیة مثنى مثنى في فان









11

)()(
n

n
n

n AA  
)9.4.3(مبرھنة

:نعرف الدالة .المقیدة القابلة للقیاس في عائلة جمیع المجموعاتتمثل لتكن    بالصیغة)()( AA  
Aلكل   فان ، قیاس على المجموعة،ویسمى العدد)(A قیاس لیبیك للمجموعةA

:البرھان 
)1 (

مجموعة مقیدة وقابلة للقیاس في Aلتكن   0)()( AA 

}{لتكن ) 2( nA متتابعة من المجموعات المقیدة القابلة للقیاس والمتنافیة مثنى مثنى وان


1n
nAمجموعة مقیدة في

المجموعة nقابلة للقیاس لكل قیم nAبما أن المجموعة 


1n
nA قابلة للقیاس





















1111

)()()()(
n

n
n

n
n

n
n

n AAAA  
BAإذا كانت  ) 3(  فان)()( BA  

}{إذا كانت ) 4( nA متتابعة من المجموعات الجزئیة من المجموعة فان









11

)()(
n

n
n

n AA  
)()()(من الواضح أن BABA   لكل,A B 
)()(قابلة للقیاس ، فسنضع  Aإذا كانت المجموعة  AA  ویسمى العدد)(A قیاس لیبیك للمجموعةA.
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ملاحظات
)()(قابلة للقیاس وانAمجموعة مقیدة ومفتوحة فان Aإذا كانت ) 1( ALA 
)(0تكون قابلة للقیاس وان Aمجموعة مھملة فان Aإذا كانت ) 2( A
),,(),,[],,(],[إذا كانت) 3( 4321 baAbaAbaAbaA  فان كل منiA  قابلة للقیاس وانabAi  )(

4,3,2,1iلكل 

Measure of Unbounded Setsقیاس المجموعات غیر المقیدة 
مجوعة حتاج لمعرفة قیاس المجموعات غیر المقیدة مثلوالآن نة سبق وان تطرقنا لقیاس المجموعات الحقیقة المقید

الأعداد الصحیحة ومجموعة الأعداد النسبیة والفترات غیر المقیدة
)10.4.3(مبرھنة 

AnnAnولتكنمجموعة جزئیة من Aلتكن   إذا كانت المجموعةتكون قابلة للقیاسAفان . nلكل قیم ),(
nA قابلة للقیاس لكل قیمn.

:البرھان
1بما أن  nn AA لكل قیمn

)()(فانnقابلة للقیاس لكل قیم nAالمجموعةإذا كانت  1 nn AA  لكل قیمn . وعلیھ فان المتتابعة)}({ nA

.تكون تزایدیة 
}){(إذا كانت  المتتابعة  nA مقیدة فأنھا متقاربة ، ونعرف قیاس المجموعةA إما . بأنھ نقطة تقارب ھذه المتتابعة

، A)(بالرمزA، سوف نرمز لقیاس المجموعة بأنھ Aإذا كانت المتتابعة غیر مقیدة ، فنعرف قیاس المجموعة 
)(lim)(أي أن  n

n
AA 


 إذا كانت المتتابعة)}({ nA مقیدة ،وإما إذا كانت المتتابعة غیر مقیدة فان)(A

)11.4.3(مثال
إذا كانت 






1n

nGAحیث)
1

,
1

1
(

1

11
)(

nn
G

nn
G nn 




من الواضح أنAغیر مقیدة .

فان  nقیم لكل  
n

k
kn GAnnA

1

),(


 مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ المجموعةA تكون قابلة للقیاس وان

فان

1)
1

1
1(lim))

1

11
((lim))((lim)(lim)(lim)(

111

















  nkk

GGAA
n

n

k
n

n

k
k

n

n

k
k

n
n

n
 

)12.4.3(مثال
إذا كانت 






1n

nGA حیث)
2

1

2

1
,

2

1

2

1
(

nnn nnG  12

1
)(

nnG

. غیر مقیدةAمن الواضح أن

فان  nلكل  قیم 
n

k
kn GAnnA

1

),(


 مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ المجموعةA تكون قابلة للقیاس وان













n

k
nn

n

k
k

n

n

k
k

n
n

n
GGAA

1
1

11

2)
2

1
(lim))((lim))(lim)(lim)(  
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)12.4.3(مثال
إذا كانت 






1n

nGA حیث)
2

1

2

1
,

2

1

2

1
(

n
n

n
nGn 

n
Gn

1
)(

. غیر مقیدةAمن الواضح أن

فان  nلكل  قیم 
n

k
kn GAnnA

1

),(


 مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ المجموعةA تكون قابلة للقیاس وان













n

k
n

n

k
k

n

n

k
k

n
n

n n
GGAA

111

)
1

(lim))((lim))(lim)(lim)(  
)13.4.3(مثال

)(0تكون قابلة للقیاس وان Aقابلة للعد فان Aإذا كانت المجموعة ) 1( A مجوعة الأعداد ، وعلبھ  كل من
.قابلة للقیاس وقیاسھا یساوي صفرتكون  ومجموعة الأعداد النسبیة، مجوعة الأعداد الصحیحةالطبیعیة

)قابلة للقیاس وان  مجموعة الأعداد الحقیقیة ) 2( )  
: الحل

)1(
AnnAnتكون المجوعة  nقابلة للعد فان لكل قیم Aالمجموعةبما أن   تكون مجموعة مقیدة وقابلة ),(
)(0وان nقیم تكون قابلة للقیاس لكل nAللعد وعلیھ  nA المجموعة ولذلك فانAتكون قابلة للقیاس

:من الواضح الآن 
}){(أن المتتابعة  nA(0ولذلك فان ) كل حد من حدودھا یساوي صفر(متقاربة وتقترب إلى الصفـر( A.

)2 (
)تكون المجوعة  nلكل قیم  , ) ( , )nA n n n n     تكون فترة مفتوحة وعلیھnA قیم تكون قابلة للقیاس لكل

n . المجموعة ولذلك فانتكون قابلة للقیاسnnnAn 2),()(   2{والمتتابعة العددیة{)}({ nAn 

)غیر مقیدة  فان  )  
)14.4.3(مبرھنة

ومجموعة مغلقة G، توجد مجموعة مفتوحة 0تكون قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كان لكل Aالمجموعة الحقیقیة 
H بحیث أنGAH  و )|( HG

: البرھان
قابلة للقیاسAالمجموعة : نفرض أن 

، نعرف nلكل عدد صحیح موجب : 0لیكن 
nnn BAAnxnRxB  },1:{

قابلة للقیاس و nAفان لكل 





1n

nAA

بحیث أن nHومجموعة مغلقة nG، توجد مجموعة مفتوحة nلكل عدد صحیح موجب () باستخدام المبرھنة 

nnn GAH  و
nnn HG

2
)|(


 
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)15.4.3(مبرھنة 
),(الفترة ) 1( aوان قابلة للقیاس)),((a)2 ( الفترة),( bوان قابلة للقیاس )),(( b

تكون قابلة للقیاس كل مجموعة مفتوحة في ) 4(تكون قابلة للقیاس         كل مجموعة مغلقة في ) 3(
)},(:,2,1{إذا كانت ) 5( 2

21  ibxaRxxA iii فانAقابلة للقیاس وان
))(()( 2211 ababA 

)},,(:,3,2,1{إذا كانت) 6( 3
321  ibxaRxxxB iii فانB قابلة للقیاس وان

))()(()( 332211 abababB 

A Non-Measurable Setمجموعة غیر قابلة للقیاس 
: بالصیغة الآتیة. Jعلاقة معرفة على المجموعة ~ولتكن J]1,0[لتكن

yx yxإذا وفقط إذا كان ~ عددا نسبیا
Jyxلكل  , علاقة تكافؤ على~فانJ تجزئ~وعلیھJ إلى صفوف تكافؤ

}:{}~:{][ QyxJyyxJyx 
لاحظ إننا نحتاج بدیھیة (واحد فقط من كل من صفوف التكافؤ المذكورة أعلاهمجموعة تتكون من عنصر Aلتكن 

)Aالاختیار للحصول على المجموعة 
)16.4.3(مبرھنة

.غیر قابلة للقیاسالمعرفة أعلاه تكون Aالمجموعة 
:البرھان

لمجموعة قابلة للقیاس نفرض ا: سنبرھن بطریقة التناقض 
}لتكن  : }nS r n  1,1(مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المفتوحة(

nnنضع  rAA  حیث أنSrn  لكل قیمn

)()(مجموعة قابلة للعد وان nAللقیاس قابلةAبما أن المجموعة  AAn   لكل قیمn

Srrلیكن  mn , بحیث أنmn rr  )()( mnmn rArAAA

}{ nAالمتنافیة مثنى مثنى متتابعة من المجموعات القابلة للقیاس و.

نضع    





1

)2,1(3)1(2)2,1()(
n

nABBB 

3)()()(
11









 BAA

n
n

n
n  

وھذا یعني أن المتسلسلة اللانھائیة 


1

)(
n

nA 0متقاربة ، وعلیھ یكون)( nA

)()(بما أن  AAn   لكل قیمn0)( A 0وكذلك نحصل على أن)( B

BJمن جھة أخرى سنبرھن على أن   : لیكنJxxx  yxبحیث أن Ayیوجد ][ 
nryxأن ، أي)1,1(عدد نسبي في الفترة المفتوحة    بحیث أنSrn ،

SrAyryx n  ,,

 nAxBx وعلیھBJ  )()(1)()( BJJB  وھذا تناقض.
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Measurable  Functionsللقیاسدوال قابلة ال5.3
القابلة للقیاس والمبرھنات المتعلقة بھا نحتاج إلى بعض الملاحظات المھمةقبل أن نطرق إلى تعریف الدالة

a,إذا كانت :أولا b بحیث أنba فان

)1  (  













1 1 1

]
1

,
1

[),
1

[]
1

,(),(
n n n n

b
n

ab
n

a
n

baba

)2( 













1 11

)
1

,
1

(],
1

()
1

,[],[
n nn n

b
n

ab
n

a
n

baba

a,لیكن :ثانیا  b لتكن و:f فان دالة
)1 (}{})(:{]),([1 bfbxfxbf )2 (}{})(:{)),([1 bfbxfxbf 

)3 (}{})(:{]),([1 afaxfxaf )4 (}{})(:{]),((1 afaxfxaf 

)5 (}{}{ bfbf c )6 (}{}{ bfbf c 

)7 (}
1

{}{
1 n

afaf
n





)8 (






1

}
1

{}{
n n

afaf

)9 (}
1

{}{
1 n

afaf
n





)10 (






1

}
1

{}{
n n

afaf

)11 (}{}{}{ afafaf )12 (}{}{
1

nff
n





)ب (}{}{

1

nff
n







)1.5.3(تعریف 
f:عن الدالةیقال . مجموعة مالیكن   بأنھا قابلة للقیاسmeasurable function)( لكل إذا كان

1)(فان قابلة للقیاس في Aمجموعة  Af كون قابلة للقیاس فيت.
)2.5.3(مبرھنة 

f:مجموعة ما وكانت لیكن  متكافئة فان العبارات التالیة دالة:
قابلة للقیاسfالدالة (1)
}{فان المجموعةaلكل (2) af تكون قابلة للقیاس.
}{فان المجموعةaلكل (3) af تكون قابلة للقیاس.
}{فان المجموعةaلكل (4) af تكون قابلة للقیاس.
}{المجموعةفانaلكل (5) af تكون قابلة للقیاس.

: البرھان
)1()2(      : لیكنRa

],[قابلة للقیاس وان المجموعة fبما إن الدالة  a قابلة للقیاس في 1]),([، فان af  مجموعة قابلة للقیاس
}{]),([ولكن في  1 afaf   فان المجموعة}{ af قابلة للقیاس.

)2()3( 

1عدد صحیح موجب فان nولیكن aلیكن 
a

n
 
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{نحصل على  ) 2(من الشرط 
1

{
n

af  المجموعة مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ





1

}
1

{
n n

af         قابلة للقیاس

ولكن 





1

}
1

{}{}{
n n

afafaf مجموعة قابلة للقیاس.

)3()4( 
aلیكن 

}{بما أن المجموعة   af  قابلة للقیاس. المجموعةcaf }{  قابلة للقیاس ولكنcafaf }{}{ 
المجموعة}{ af قابلة للقیاس.

)4()5( 

1عدد صحیح موجب فان nولیكن aلیكن 
a

n
 

{نحصل على  ) 4(من الشرط 
1

{
n

af  المجموعة مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ





1

}
1

{
n n

afقابلة للقیاس

ولكن 





1

}
1

{}{}{
n n

afafaf مجموعة قابلة للقیاس.

)5(`)1( 
یترك للقارئ

)3.5.3(نتیجة
f:مجموعة ما وكانت لیكن  قابلة للقیاس فاندالة
}{تكون المجموعة aلكل (1) af  قابلة للقیاس.
}{تكون المجموعة aلكل (2) bfa  قابلة للقیاس.
ffكل من (3) , قابلة للقیاس دالة.

)4.5.3(مثال 
f:لتكن    دالة معرفة بالصیغة














xx

x

xx

xf

0,

01,2

1,5

)(
2

قابلة للقیاس لأنھfفان الدالة 






















ka

aaa

aaa
oa

aa

af

4],,(

42],,1[]5,(

20],,0[]5,(
},0{]5,(

0),5,(

}{

),5,(بما أن كل من المجموعات    a ،}0{]5,(  ،],,0[]5,( aa  ،],1[]5,( aa  ،
],,( aجموعة مجموعة قابلة للقیاس ،فان الم})({ axf  تكون قابلة للقیاس ، وعلیھ الدالةfقابلة للقیاس.
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)5.5.3(مثال
],[تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المغلقة Aلتكن  ba ولتكن:[ , ]f a b فة بالصیغة دالة معر









Ax

Ax
xf

,3

,2
)(

قابلة للقیاسfفان الدالة 
)6.5.3(مثال

f[0,1]:ولتكن ]1,0[تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المغلقة Aلتكن   دالة معرفة بالصیغة









Axx

Ax
xf

,

,0
)(

قابلة للقیاسfفان الدالة 
) 7.5.3(مبرھنة

f:لتكن و.مجموعة قابلة للقیاس في مجموعة الأعداد الحقیقیة Dلیكن D   قابلة مستمرة فأنھا تكون  دالة
. للقیاسً 

: رھانالب
}{نضع : aلیكن  afA 

ayfبحیث أن  xجوار للنقطة xG، یوجد Axلكل  )( لكلxGDy 

لتكن 
Ax

xGB


 فان المجموعة المفتوحةB تكون قابلة للقیاس

DBAبما أن   فان المجموعةA تكون قابلة للقیاس وعلیھ الدالةfتكون قابلة للقیاس.
لاحظة م

]:الدالة كنتل , ]f a b  قابلة للتكامل الریماني على الفترة المغلقة],[ ba ، لتكن]),([ baD f مجموعة  النقاط
]),([غیر مستمرة  ، فان المجموعة fالتي تكون فیھا الدالة  baD f تكون مجموعة مھملة  وقیاسھا یساوي صفر

]),([تكون قابلة للقیاس على المجموعة fلدالة وعلیھ ا baD f

],[|]),([مستمرة على المجموعة  fبما أن الدالة  baDba f فان الدالةf تكون قابلة للقیاس على المجموعة
]),([|],[ baDba f.

) 8.5.3(مبرھنة
f:مجموعة ما ، لیكن   ًولتكن .دالة قابلة للقیاس:g   دالة مستمرة ، فان الدالة:g f  

. قابلة للقیاسً فأن تكون  
: البرھان

}{مستمرة  فأن المجموعة gبما أن الدالة  ag  تكون مفتوحة لكلa

وعلیھ 





1

}{
n

nag حیث أن}{ nعائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة المتنافیة مثنى مثنى

}:)({قابلة للقیاس فان المجموعة fبما أن الدالة  nxfx  تكون قابلة للقیاس لكل قیمn







1

})(:{
n

nxfx مجموعة  قابلة للقیاس
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ولكن  





1

})(:{}{
n

nxfxafg }{ afg مجموعة قابلة للقیاس

fgوعلیھ الدالة   قابلة للقیاس.
) 9.5.3(مبرھنة

f:كل من لتكن و.مجموعة مالیكن  ،:g   ًدالة قابلة للقیاس .
)1  ({ } ({ } { }) { }

r r

f g f r r g f r g
 

       
 
 

},{},{},{},{}{المجموعات) 2( gfgfgfgfgf قابلة للقیاس
)3 ({ } ({ } { })

r

f g a f r g a r


      



:البرھان
)()(}{لیكن (1) gfxxgxf  یوجد عدد نسبي ،Qr  بحیث أن)()( xgrxf ،

}{}{وعلیھ  grrfx  وبذلك
Qr

grrfgf


 .وبالمثل نبرھن الجزء الأخر }{}){}({

gfال بما الدو)2( }{]),((قابلة  فان المجموعات  , 1 rfrf   ،]),((}{ 1   rggr قابلة للقیاس
rلكل   وان ) 1(، باستخدام مجموعة قابلة للعد نحصل على}{ gf نبرھن على أن قابلة للعد ، وبالمثل

}{ fg  .  وأكثر من ذلك  نحصل على كل منcfggf }{}{   ،cgffg }{}{ مجموعة قابلة للقیاس
}{}{}{وأخیرا نحصل على  fggfgf مجموعة قابلة للقیاس

)10.5.3(مبرھنة
f:كل من لتكن و.مجموعة مالیكن  ،:g   ًولیكن. دالة قابلة للقیاس  فان كل

f ،f ،gfمن ،2f،fg ،
f

)(حیث  ( 1
1


f

)(0عندما  f (تكون دالة قابلة للقیاس.

:   البرھان
}{}{فان aلتكن )1(   afaf

}{قابلة للقیاس ، فان المجموعة  fبما أن الدالة   afقابلة للقیاس
}{}{ولكن    afafفان المجموعة}{ af وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون.
فان aلتكن )  2(














0},{

0},{
}{






a

f

a
f

af

}{قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات  fبما أن الدالة 

a

f  ،}{

a

f  فان قابلة للقیاستكون مجموعة

}{المجموعة af وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون
فان   aلتكن )3(

Qr

ragrfagf


 }){}({}{
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gfبما أن الدوال   }{قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات  , rf  ،}{ rag  وعلیھ  قابلة للقیاسمجموعة
المجموعة 

Qr

ragrfagf


 gfتكون قابلة للقیاس وبذلك الدالة}{}){}({  قابلة للقیاستكون.

فان aلتكن )  4(

2

, 0

{ } { 0}, 0

{ }, 0

a

f a f a

a f a a

 
   
    

} ،}0قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات fبما أن الدالة  f ،}{ afa قابلة للقیاسن مجموعة تكو
}{فان المجموعة 2 af 2وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون.

))((بما أن  )  5(
2

1 222 gfgffg  فان الدالةfg قابلة للقیاس

ان فaلتكن )6(



















0],
1

{}0{

0},0{

0},0
1

{

}
1

{

a
a

ff

af

af
a

a
f

قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات fبما أن الدالة 

}0
1

{  f
a

 ،}0{  f ،]
1

{}0{
a

ff 

{فان المجموعةقابلة للقیاستكون مجموعة 
1

{ a
f
وبذلك الدالةقابلة للقیاس

f

.قابلة للقیاستكون 1

)  11.5.3(تعریف
(almost everywhere)متحقق دائماً تقریباً ) أو الخاصیة ( یقال أن الشرط . على المجموعةً ً قیاسیالیكن 

من Bجزئیة إذا وجدت مجموعة ) ت في حالة عدم وجود القیاس .أو  دت.یكتب د( ، بالنسبة للقیاس 
.Bقیاسھا صفر بحیث یتحقق الشرط خارج 

:مثلاً
Rgfلتكن   :, إن. دوالgf د.B ،0)( B)()( xgxf 

Bx) أي لكلBx c . (0وھذا یعني)}()(:{  xgxfx.
بحیث أن k، یوجد 0دائما تقریبا ، إذا كان لكل بأنھا منتھیةfوكذلك یقال للدالة   })(:{ kxfx.

) 12.5.3(مبرھنة
f:كل من لتكن و.مجموعة مالیكن  ،:g بحیث أن ة دالgf فان الدالة ت .دf تكون

قابلة للقیاسً gإذا وفقط إذا كانت الدالة قابلة للقیاس
:البرھان 

}{}{}{فان aلكل  gfagaf  المجموعة وعلیھ}{ af  تكون قابلة للقیاس وعلیھ المجموعة
}{ af  تكون قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كانت المجموعة}{ ag قابلة للقیاس.
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)13.5.3(تعریف
نعرف.أعداد حقیقیة ,yxلیكن 









yxy

yxx
yxyx

,

,
},min(     ،









yxy

yxx
yxyx

,

,
},max(

وبسھولة یمكن إثبات 
(1))( xxx (2)][

2

1
yxyxyx (3)][

2

1
yxyxyx 

gfوبصورة مشابھة إذا كانت  gfgfدوال حقیقیة فان ,  تكون دوال وتعرف بالشكل ,
)()())(( xgxfxgf  ،)()())(( xgxfxgf 

یمكن أن نثبت  
(1)}{}{}{ agafagf  .
(2)}{}{}{ agafagf  .
gfgfالدوال (3)  .قابلة للقیاس ,fgقابلة للقیاس إذا وفقط إذا كانت الدوال ,

)14.5.3(تعریف
f:مجموعة ما ولتكن لتكن   نعرف الجزء الموجب . دالةf  والجزء السالبf  للدالةfبالشكل الأتي:

}0,max{}0,min{ fff    ،}0,max{ ff 

وبعبارة أخرى










0)(,0

0)(,)(
)(

wf

wfwf
wf  ،










0)(,0

0)(,)(
)(

wf

wfwf
wf

ومن التعریف نستنتج إن 
(1)ffffff   )(، وعلیھ ,

2

1
fff ،)(

2

1
fff .

fكل من (2)  ،f  غیر سالبة.
(3)f قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كان كل منf  ،f  قابلة للقیاس.

characteristic functionالدالة الممیزة 
)15.5.3(تعریف
A:الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة Aلتكن    المعرفة بالشكل









Ax

Ax
xA

,0

,1
)(

.Aللمجموعة (indicator function)المؤشرأو دالة(characteristic function)تسمى الدالة الممیزة 
یمكن إثبات الخواص الآتیة 

(1)BA  إذا وفقط إذا كانBA  .)2   (BABA  )3 (BABABA  
 (4)AAc  1)5 (BABA  .
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)16.5.3(مبرھنة
Aت المجموعة تكون قابلة للقیاسً  إذا وفقط إذا كانAالدالة فان . مجموعة جزئیة من مجموعة Aلتكن 

.قابلة للقیاس في 
:البرھان 

.قابلة للقیاسً  Aنفرض الدالة  
AA، ولكن  مجموعة قابلة للقیاس في 1A})1({قابلة للقیاس  فان }1{المجموعة بما إن  A   })1({1

مجموعة قابلة للقیاس في 
، قابلة للقیاس في Aالمجموعة نفرض. الاتجاه الآخر

, 0

{ } , 0 1

, 1

c
A

a

a A a

a

 
    
  

}{فان المجموعة ،مجموعة  قابلة للقیاس في  ،cA ،بما كل من المجموعات  aA  قابلة للقیاس تكون
.تكون قابلة للقیاس Aوعلیھ الدالة 
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The Lebesgue Integralتكامل لبیك. 4

Lebesgue Partitionاللیبیكیة التجزئة1.4
)1.1.4(تعریف 

عائلة ھي المجموعةللLebesgue Partition (P(اللیبیكیة التجزئة. مجموعة  قابلة للقیاس في لتكن 
}:2,1,,{المنتھیة niAP i  المجوعات القابلة للقیاس والجزئیة من من والتي تحقق الشروط الآتیة:

)1 (iA  مجموعة قابلة للقیاس في لكلni ,,2,1 )2 ( ji AA لكلji )3 (



n

i
iA

1

بسھولة یمكن إثبات    



n

n

n

i
i AA

1
1

1

)()()(  
ملاحظة 

اللیبیكیة  التجزئةیجب أن نمیز  بین مفھوم التجزئة الریمانیة ومفھوم 
نلاحظ أن       nn xxxxxxP ,,,, 12110  ئة الریمانیة للفترة التجز ba, للفترة تمثل تجزئة لیبیكیة ba,

)2.1.4(مثال 
تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة  Aلتكن )  1( ba, وBنسبیة في الفترة تمثل مجموعة الأعداد غیر ال ba,

فان  BAP , للفترة تمثل تجزئة لیبیكیة ba,

إذا كانت) 2(





1n

n حیث أن)
2

1
,

2

1
(

nnn nn  لكل ،k فان














1
21 ,,,,

kn
kkPةتمثل تجزئ

مجموعةلللیبیكیة 

)3.1.4(تعریف 
}:2,1,,{لتكن كل من  niAP i  ،},,2,1:{ mjBQ j  لیبیكیة للمجموعة تجزئة . یقال عن

P بانھا تنعیم أو منعمة)Refinement ( للتجزئةQلكل اذا كانتj یوجدi بحیث انij AB .
) 4.1.4(مبرھنة

}:2,1,,{لتكن كل من  niAP i  ،},,2,1:{ mjBQ j  لیبیكیة للمجموعة تجزئةفان
},,2,1,,,2,1:{ mjniBAQP ji  

Qو Pتنعیم إلى كل من وھيلیبیكیة للمجموعة تجزئة تكون

)5.1.4(تعریف 
،:fمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن    2,1,,{دالة مقیدة ولتكن:{ niAP i  لیبیكیة تجزئة

نضــع.للمجموعة 

niAxxfmAxxfM

xxfmxxfM

iiii ,,2,1},:)(inf{}:)(sup{

}:)(inf{}:)(sup{




نعـرف : الآن 
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 
 


n

i

n

i
iiii AmPfLAMPfL

1 1

)(),(,)(),( 

),(,),(یطلق على العددین  PfLPfL الأسفل للدالةلیبیكالأعلى ومجموع لیبیك على التوالي اسم مجموعf بالنسبة
.Pللتجزئة 
)6.1.4(مبرھنة

،:fمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن    2,1,,{دالة مقیدة ولتكن:{ niAP i  ة لیبیكیتجزئة
)(),(),()(فان . للمجموعة    MPfLPfLm

:البرھان 
مقیدة  fبما أن الدالة  MMmm ii لكل قیمni ,,2,1 

 )()()()( iiiiii AMAMAmAm  لكل قیمni ,,2,1 

 


n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i AMAMAmAm

1111

)()()()( 

 


n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i AMAMAmAm

1111

)()()()(  )(),(),()(  MPfLPfLm

)7.1.4(مبرھنة 
،:fمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن   كل من دالة مقیدة ولتكنP،Q لیبیكیة تجزئة

فـــــــان Pالتجزئة إلىتنعیم Qكانت التجزئة إذا.للمجموعة 
),(),(),,(),( PfLQfLPfLQfL 

),(),(),(),(وعلیھ PfLQfLQfLPfL 

)8.1.4(نتیجة
،:fمقیدة و قابلة للقیاس في مجموعةلتكن   كل من دالة مقیدة ولتكنP،Q لیبیكیة تجزئة

),(),(فــان.للمجموعة  QfLPfL 
: البرھان 

وعلیھ Qو Pتنعیم إلى كل من وھيلیبیكیة للمجموعة تجزئةQPلتكن 
),(),(),(),( QfLfLfLPfL 

Definition ofاللیبیكي  التكامل تعریف 2.4 The Lebesgue Integral

)1.2.4(تعریف
 ،:fمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن   نعــــــرف. دالة مقیدة

}P لیبیكیة للمجموعة تجزئة :),({)( PfLfLو}P لیبیكیة للمجموعةتجزئة :),({)( PfLfL

)(لاحظ أن كل من   fL ،)( fL مقیدة
f:للدالة والأسفلالأعلىلیبیك نعرف تكامل أنولھذا نستطیع   على النحو الآتي:

  )}(sup{,)}(inf{ fLfLfLfL
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حـــــیـث
 fL للدالةالأعلىلیبیك یقرا بتكاملfعلى الفترة،

 fL للدالةالأسفللیبیكیقرا بتكاملfعلى الفترة.
وبسھولة نستطیع أن نبرھن   fLfL

لیبیكالآن نأتي إلى تعریف تكامل 
)2.2.4(تعریف

R ،Rfمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :یقال عن الدالة . دالة مقیدةfقابلة للتكاملبأنھا
)Integrable(مجموعةعلى اللیبیكیاكان إذا  fLfL. نالتكاملییوفي ھذه الحالة تكتب القیمة المشتركة بین

بالرمز والأسفلالأعلى fLلدالة لبیك لوتسمى تكاملfمجموعةعلى ال. أحیاناكما سنكتب


fd، یطلق على

).Integrand(بالدالة المكاملةfالدالة 
)3.2.4(ثالم

f:لتكن الدالة و مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن    معرفة بالصیغةbxf )( لكلx) أي
وان .مجموعة على اللیبیكيقابلة للتكامل الfفان) دالة ثابتة fأن

)(


 bdf

:البرھان
لیبیكیة للمجموعة تجزئةPلتكن

nibAxxfmbAxxfM iiii ,,2,1,}:)(inf{}:)(sup{ 

)()()()(),(

),()()()(),(

111

111

















bAbAbAmPfL

bAbAbAMPfL

n

i
ii

n

i

n

i
ii

n

i
ii

n

i

n

i
ii

}}({)(}},({)(   bfLbfL

)()}(sup{,)()}(inf{    bfLfLbfLfL

وان المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل الfفانوعلیھ ، 
)(



 bfd

)3.2.4(مبرھنة
]:إذا كانت الدالة  , ]f a b  تكامل الریماني فأنھا قابلة للتكامل اللیبیكي وان قابلة لل 

b

aba

dxxffd )(
],[



:البرھان
],[بما أن الفترة   baجزئة ریمانیة للفترة مجموعة قابلة للقیاس وان كل ت],[ ba للفترة لیبیكیة تكون ba,

)(),()()(وعلیة من الواضح أن   fLfRfLfR 
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  )}(sup{)}(sup{ fLfRfLfR  وكذلك)}(inf{)}(inf{ fLfRfLfR  
بما أن   fLfL نصل على

  fRfLfLfR

بما أن   fRfR  لان الدالة قابلة للتكامل ریمانیا وعلیھ  fLfL

ملاحظــــة 
وان .أن المبرھنة أعلاه  تبین أن التكامل اللیبیكي ھو امتداد  للتكامل الریماني للدوال المقیدة المعرفة على فترات مغلقة 

على فترة مغلقة والقابلة للتكامل ریمانیا ھي مجموعة جزئیة من مجموعة جزئیة من مجموعة الدوال المقیدة المعرفة 
],[],[أي أن . مجموعة الدوال المقیدة والمعرفة على نفس الفترة والتي تكون قابلة للتكامل لیبیكیا  baLbaR  .

],[],[والمثال التالي یبین أن  baLbaR لة ، أي أن إذا كانت  الداf قابلة للتكامل اللیبیكي فانھ لیس من الضروري
أن تكون قابلة للتكامل الریماني 

)5.2.4(مثال
]:لتكن الدالة  , ]f a b  معرفة بالصیغة








 cQbax

Qbax
xf

],[,2

],[,3
)(

)راجع المثال في محاضرة تكامل ریمان(الریماني وغیر قابلة للتكاملمقیدةfلاحظ أن الدالة 
تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة  1Aلتكن  ba, 2وA تمثل مجموعة الأعداد غیر النسبیة في الفترة ba,

فان  21 , AAP  للفترة تمثل تجزئة لیبیكیة ba, وانabAA  )(,0)( 21 

1 2 1 2

sup{ ( ) : }, inf{ ( ) : }, 1,2

3, 2, 3, 2
i i i iM f x x A m f x x A i

M M m m

    
     

)(2)(2)0(3)(),(

),(2)(2)0(3)(),(

2

1

2

ababAmPfL

ababAMPfL

i
ii

i
ii

















)(2)}(sup{,)(2)}(inf{ abfLfLabfLfL  
ولكن   fLfL 2)(2)(وعلیھ abfLfLab   وھكذا فان  fLfL . الدالة وعلیھf قابلة

],[على الفترةلیبیكیا للتكامل  ba.
.اللیبیكي  المبرھنة التالیة تبین الشرط الضروري والكافي لكي تكون الدالة المقیدة قابلة للتكامل

) 6.2.4(مبرھنـــة 
،:fقیاس في مجموعة مقیدة و قابلة لللتكن   فاندالة مقیدةf لیبیكیا على تكون قابلة للتكامل

أنبحیث مجموعةللPلیبیكیة توجد تجزئة 0كان لكل إذاوفقط إذاالمجموعة 
 ),(),( PfLPfL

:البرھان 
، أي أن لیبیكیا على المجموعة قابلة للتكاملfنفرض الدالة   fLfL
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0لیكن 
بما أن   )}(sup{,)}(inf{ fLfLfLfL

أنبحیث مجموعةلل1Pتوجد تجزئة لیبیكیة infباستخدام تعریف 
2

),( 1


  fLPfL

أن بحیث مجموعةلل2Pتوجد تجزئة لیبیكیة supوكذلك باستخدام تعریف 
2

),( 2


 PfLfL

21نضع  PPP  یجب أن نبرھن على أن : ),(),( PfLPfL

),(),,(),(),(فان  1P ،2Pتنعیم إلى كل من  Pبما أن  21 PfLPfLPfLPfL 

2
),(),(,

2
),(),( 21


  PfLfLPfLfLfLPfLfLPfL

بما أن   fLfL  2
),(,

2
),(


PfLfLfLPfL وعلیھ



  22

),(),( PfLfLfLPfL

 ),(),( PfLPfL

أنبحیثمجموعةللPلیبیكیة توجد تجزئة 0لكل نفرض : الاتجاه الأخر
 ),(),( PfLPfL

نحصل على   مجموعةللPلیبیكیة بما أن كل تجزئة   ),(,),( PfLfLPfLfL وعلیھ
  ),(),( PfLPfLfLfL

بحیث أن   fLfLfLfLfLfL 00  0لكل وعلیھ  fLfL

Elementary Properties of Lebesgueلیبیك الخواص الأولیة لتكامل3.4  Integral
)1.3.4(مبرھنــــة 

,واللتكن الد،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g المجموعة على یبیكي لقابلة للتكامل المقیدة و
 . إذا كان,   بحیث إن  )(xf لكلxفان ،

)()(  


 fd

0فان 0fإذا كانت  : وبصورة خاصة 


fd

:رھانبال
}:2,1,,{لتكن  niAP i  لیبیكیة للمجموعة تجزئة    . فان)(),(),()(   PfLPfL

، أي أن لیبیكیا على المجموعة قابلة للتكاملfالدالة بما أن 


 fdfLfL

 


 fdfLfd )()(وكذلك  )()(  


 fLfdfd



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

72

)()(وعلیھ   


 fd.

.  أو برھن بدون استخدام الجزء الأول0أما بالنسبة للجزء الأخر، نأخذ 
)(0بما أن  xf لكلx 0),( PfL تجزئة  لیبیكیة لكلPللمجموعة 0fL

لیبیكي على المجموعة القابلة للتكامل fبما أن  الدالة  


fLfLfd


0fd

)2.3.4(مبرھنــــة 
f:المقیدة الدالة فان،في مھملة مجموعة لتكن     المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل التكون وان

0


fd

: البرھان
}:2,1,,{ن لتك niAP i  لیبیكیة للمجموعة تجزئة.




n

i
iA

1

niمجموعة مھملة  لكل iAمجموعة مھملةبما أن  ,,2,1  0)( iA لكلni ,,2,1 

وعلیھ 

 
 


n

i

n

i
iiii AmPfLAMPfL

1 1

0)(),(,0)(),( 

0فان  fL 0و fL وعلیھ الدالةfالمجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل ال 0وان


fd

)3.3.4(ة مبرھنــــ
بحیث أن كلا جزئیتین متنافیتین من مجموعتین,BAلتكن ،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن 

Rfإذا كانت الدالة .BAمنھما قابلة للقیاس   :المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة و ،
وان Bو Aلیبیكي على كل من تكون قابلة للتكامل الfفان الدالة 

 
 BA

fdfdfd 

:برھانال
المجموعة على لیبیكي للتكامل القابلة f،  بما أن الدالة 0لیكن  

 2,1,,{لیبیكیة توجد تجزئة:{ niCP i  للمجموعةبحیث أن
  



fdPfL ),( ،),( PfLfd 




نضع
BCBACA iiii  ,

1}:2,1,,{وبسھولة یمكن  أن نثبت أن  niAP i  للمجموعة لیبیكیةتجزئةA وكذلك
},,2,1:{2 niBP i  للمجموعة لیبیكیةتجزئةB

RAfنعرف  :1 1)()(بالصیغة xfxf  لكلAx وكذلكRBf :2 2)()(بالصیغة xfxf  لكلBx

),(),(),(من الواضح أیضا   2211 PfLPfLPfL  وكذلك),(),(),( 2211 PfLPfLPfL 
وعلیھ 
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 
 BA

fLfLPfLPfLPfLfd ),(),(),( 2211

وكذلك    


fdPfLPfLPfLfLfL
BA

),(),(),( 2211

ولھذا  


fdfLfLfLfLfd
BABA

نستنتج أن 0وبما أن ھذه العلاقة  تتحقق لكل 



  fdfLfLfLfLfd
BABA

وعلیھ  
BABA

fLfLfLfL

ولكن   
AA

fLfL و 
BB

fLfL  وعلیھ 
AA

fLfL و 
BB

fLfL

وان Bو Aقابلة للتكامل على كل من fوھكذا فان الدالة  
 BA

fdfdfd 

) 4.3.4(نتیجة
إذا كانت الدالة .وقابلة للقیاس ة جزئیة من مجموعAلتكن ،وعة مقیدة و قابلة للقیاس في مجملتكن 

:f  المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة ولة ، فان الداfلیبیكي على تكون قابلة للتكامل الA

:برھانال
cABلتكن   كل منA وB قابلة للقیاس وانBA الدالة وعلیھf قابلة للتكامل على كل منA وB.
)5.3.4(نـتیـجة

nAAAلتكن ،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  ,,, 21 ة مثنى مثنى من جزئیة متنافیتامجموع بحیث

أن كلا متھما قابلة للقیاس 
n

i
iA

1

. إذا كانت الدالة:f  المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة و فان ،

وان  iAلیبیكي على كل من مل التكون قابلة للتكاfالدالة 



n

i Ai

fdfd
1

)باستخدام الاستقراء الریاضي: البرھان(

)6.3.4(مبرھنــــة 
}{لتكن ،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  nAالجزئیة المتنافیة مثنى مثنى من تامجموعمن المتتابعة

بحیث أن كلا متھما قابلة للقیاس وان





1n

nA. إذا كانت الدالة:f  على لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة و

وان nAلیبیكي على كل من تكون قابلة للتكامل الf، فان الدالة المجموعة 

 





1n An

fdfd 

:البرھان
}{إذا كانت المتتابعة  nAولھذا سنفرض أن المتتابعة . منتھیة ، فنحصل على النتیجة السابقة}{ nAغیر منتھیة

نضع. nلكل قیم 
n

k
kn AB

1

 وكذلكnn BC | .لاحظ أن كل منnB،nC مجموعة قابلة للقیاس وكذلك



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

74

11 ,   nnnn CCBB لكل قیمn . المبرھنة السابقة نحصل على أن الدالة حسبfلیبیكي على تكون قابلة للتكامل ال

وان nB،nCكل من 
 nn CB

fdfdfd   بحیث أن



n

i AB in

fdfd
1



}{یجب أن نبرھن أن المتتابعة: الآن
nB

fd تقترب الى)( . أي علینا أن نبرھن على أن المتتابعة}{
nC

fd 0إلىتقترب.

Mxfبحیث أن 0Mمقیدة ، فانھ یوجد fبما أن الدالة  )( لكلx .لیھ وعMxfM  xلكل )(

نحصل على ) 1.3.4(وعلیھ باستخدام المبرھنة 
)()( n

C

n CMfdCM
n

  

)(أي أن  n

C

CMfd
n

  من جھة أخرى ،)()()()(
1

nn
n

n CBA   




.

}){(وھذا یعني أن المتتابعة  nB تقترب إلى)(  أي أن المتتابعة ،)}({ nC الصفرإلىتقترب.

بحیث أن  k، یوجد عدد صحیح موجب 0وعلیھ لكل 
M

Cn


 )( لكلkn .

)(بما أن  n

C

CMfd
n

  وعلیھ 
nC

fd 0أنوھذا  یبین
nC

fd وبالتالي فان المتسلسلة اللانھائیة 


1n An

fd

متقاربة وان  





1n An

fdfd .

)7.3.4(مبرھنــــة 
بحیث أن كلا منھما جزئیتین متنافیتین من مجموعتین,BAلتكن ،Rمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن 

Rfالمقیدة إذا كانت الدالة .BAقابلة للقیاس وان  :كل من على لیبیكي قابلة للتكامل الAوB فان ،
وان لیبیكي على  المجموعة تكون قابلة للتكامل الfالدالة 

 
 BA

fdfdfd 

:برھانال
Bو Aكل من على  لیبیكي امل الللتكقابلة fبما أن الدالة .   0لیكن  

 1}:2,1,,{لیبیكیة توجد تجزئة niAP i  للمجموعةAبحیث أن
  

A

fdPfL ),( 11 ،),( 11 PfLfd
A

 

1حیث   :f A   1)()(دالة معرفة بالصیغة xfxf  لكلAx

2}:2,1,,{لیبیكیة وكذلك توجد تجزئة  niBP i  للمجموعةBبحیث أن
  

B

fdPfL ),( 22 ،),( 22 PfLfd
B

 

2حیث  :f B  2)()(الة معرفة بالصیغة د xfxf  لكلBx .21نضع PPP 

),(),(),(من الواضح أیضا   2211 PfLPfLPfL  وكذلك),(),(),( 2211 PfLPfLPfL 
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وعلیھ  



 fLPfLfdfd
BA

),(2 و 2),(  
 BA

fdfdPfLfL

وھكذا فان 
 22  

 BABA

fdfdfdfdfd

ینتج أن 0بما أن ھذه العلاقة تتحقق لجمیع قیم 
 

 BA

fdfdfdfLfL 

وان قابلة للتكامل على المجموعة fوھكذا فان الدالة  
 BA

fdfdfd 

)8.3.4(مبرھنــــة 
f:المقیدة إذا كانت الدالة .،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن   علىلیبیكي قابلة للتكامل ال .

وان علىلیبیكي الة للتكاملقابلfالدالةتكون ، فان، لكل 




  fdfd

:البرھان
}:2,1,,{لیبیكیة ، توجد تجزئة علىلیبیكي للتكامل القابلة fبما أن الدالة  ،0لیكن niAP i 

بحیث أنللمجموعة   


fdPfL ),( ،),( PfLfd 




  0إذا كانت فان لكل تجزئة ،P للمجموعة  نحصل على
),(),(),(),( PfLPfLPfLPfL  

 


)(),(),()( fLPfLPfLfdfd 

  


 fdfdPfLPfLfL )(),(),()(

:  ینتج أن 0بما أن المتراجحات أعلاه تتحقق لكل 



  fdfLfLfd )()(

ومن ھذا نستنتج أن 



  fddf )(

  0إذا كانتلكل تجزئة ، فانP للمجموعة  نحصل على
),(),(),(),( PfLPfLPfLPfL  

 


)(),(),()( fLPfLPfLfdfd 

  


 fdfdPfLPfLfL )(),(),()(

ومن ھذا نستنتج أن 
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


  fddf )(

)9.3.4(مبرھنــــة 
,كل من إذا كانت.و قابلة للقیاس في مجموعة مقیدة لتكن  :f g   لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة  دالة

gfالدالة فان. على علىلیبیكي التكون قابلة للتكامل وان




  gdfddgf )(

:البرھان 
gfبما أن كل من،0لیكن للمجموعة 1Pتوجد تجزئة علىلیبیكي الدالة قابلة للتكامل,

بحیث أنللمجموعة 2Pوتجزئة 
),(),( 11 PfLfdfdPfL  





),(),( 22 PgLgdgdPgL  




21نضع  PPPP  للمجموعة تجزئة},,2,1:{ niAP i 

}:)(inf{}:)(inf{}:))(inf{( iiiiii AxxgmAxxfmAxxgfm 
}:)(sup{}:)(sup{}:))(sup{( iiiiii AxxgMAxxfMAxxgfM 

 iiiiii mmmMMMو علیھ نحصل على
),(),(),(),(),(),( PgLPfLPgfLPgfLPgLPfL 

 ),(),(),(),(),(),( PgLPfLPgfLPgfLPgLPfL فان
),(),(),(),(),(),( PgLPgLPfLPfLPgfLPgfL 

ولكن 
2

),(),(
2

),(),( 2211


 PgLPgLPfLPfL   فان ),(),( PgfLPgfL

 gf علىلیبیكي القابلة للتكاملوأكثر من ذلك ،

  )(),(),(),(),(),(2 21 gfLPgfLPgLPfLPgLPfLgLfL 

  )(2 gfLgLfL  وبالمثل نبرھن2)(   gLfLgfL وعلیھ
 2)()(2   gLfLgfLgfLgLfL

أي عدد موجب، فانبما أن 
  gLfLgfLgfLgLfL )()(

gfبما أن كل من علىلیبیكي لادالة قابلة للتكامل , 


fLfLfd و 


gLgLfd

وعلیھ 


  gdfdgfLgfLgdfd )()( 


 gdfddgf )(.

)10.3.4(نتیجة
,كل من إذا كانت.،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g  علىلیبیكي قابلة للتكامل المقیدة  دالة
 ولتكن,   .فان الدالةgf   .علىلیبیكي التكون قابلة للتكامل وان
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


  gdfddgf )(

1كل منإذا كانت:وبصورة عامة  2, , , :nf f f   علىلیبیكي قابلة للتكامل المقیدة  دالة ولتكن

1 2, , , n     .فان الدالةnn fff   وان علىلیبیكي التكون قابلة للتكامل. 2221

 
 

  dfdf i

n

i
i

n

i
ii

11

)(

)11.3.4(نتیجة
,كل من إذا كانت.،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g  علىلیبیكي قابلة للتكامل المقیدة  دالة
وكانتgf ) أي أن)()( xgxf  لكلx( فان



  gdfd

: البرھان
fghنضع  

)()(بما أن   xgxf  لكلx 0)(xh لكلx  0وعلیھ


hd

)(0ولكن   


 hddfgfdgd 


0 fdgdgdfd

)12.3.4(مبرھنة
f:إذا كانت.مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن    علىلیبیكي تكامل القابلة للمقیدة  دالة فان

وان علىلیبیكي قابلة للتكامل الfالدالة 


  dffd

: البرھان
0لیكن 
}:2,1,,{لیبیكیة تجزئة ، فانھ توجد علىلیبیكي الة للتكامل قابلfبما أن  الدالة  niAP i  للمجموعة

بحیث أن ),(),( PfLPfL

}:)(inf{}:)(inf{ iiii AxxfmAxxfm 

}:)(sup{}:)(sup{ iiii AxxfMAxxfM 

 iiii mMmM و علیھ نحصل على
 ),(),(),(),( PfLPfLPfLPfL

علىلیبیكي التكون قابلة للتكامل fوعلیھ  الدالة

fffdffddfبما أن   


 


 dffd

ملاحظة
f:إذا كانت   مقیدة  وكانت الدالة دالةfعلىلیبیكي قابلة للتكامل ال،فانھ لیس من الضروري

.علىلیبیكي القابلة للتكاملfأن تكون الدالة 
)13.3.4(مبرھنة
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f:الدالة  إذا كانت.مجموعة مقیدة في لتكن     اللیبیكي على قابلة للتكامل مقیدة وقابلة للقیاس فإنھا
:البرھان 

Mxfبحیث أن 0Mمقیدة ، فانھ یوجد fبما أن الدالة  )( لكلx .  وعلیھMxfM  )(

.xلكل 
],[تجزئة للفترة nP، لتكن nلكل عدد صحیح موجب  MM مكونة منnزئیة المتساویة الطول من الفترات الج.

n

M

n

MM

n

ab
xi

2






 لكلni ,,2,1 

n

M
iM

n

ab
iaxi

2



 , ni ,,2,1 

]),((نضع . iلكل  1 iii xxfA iA مجموعة جزئیة من وان ji AA لكلji  وكذلك
n

i
iA

1

.

niقابلة للقیاس لكل iAقابلة للقیاس ، فان المجموعة fبما أن الدالة   ,,2,1  2,1,,{، وعلیھ:{ niAQ in 

: الآن . للمجموعة یة لیبیكتجزئة 

)(
2

)(
2

)(
2

)()()()(),(),(

11

1 11







 



 





n

M
A

n

M
A

n

M

AmMAmAMQfLQfL

n

i
ii

n

i

n

i
i

n

i
ii

n

i
iiiinn

بحیث أن k، یوجد عدد صحیح موجب 0لیكن )(
2

k

M و علیھ ),(),( nn QfLQfL

.اللیبیكي على لة للتكامل قابfالدالة أنومنھا ینتج 

بعض المبرھنات التي توضح إحدى المیزات المھمة لتكامل لیبیكإلىنتطرق :الآن 
)14.3.4(مبرھنة

,كل من إذا كانت.مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g   مقیدة  دالة
0..إذا كانت  ) 1( eaf  فان الدالةf علىقابلة للتكامل اللیبیكي 0وان



fd

eagf..إذا كانت ) 2(  وكانت الدالةf علىلیبیكي للتكامل القابلة فان الدالة ،fلیبیكي قابلة للتكامل ال
وان على



  gdfd

0..إذا كانت ) 3( eaf  0فان


fd

eagf..إذا كانت ) 4(  فان


  gdfd

:البرھان 
)1(

0..بما أن   eaf  فانھ توجد ،A 0بحیث أن)( A0وان)( xf لكلAx

0)(0مجموعة قابلة للقیاس وان cAقابلة للقیاس Aبما أن المجموعة   c

A

Afd
c

) 11راجع المثال(
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0نحصل على ) 2.3.4(وباستخدام المبرھنة 
A

fd نحصل على ) 17.4(وباستخدام المبرھنة

000  
 cAA

fdfdfd 

)2 (
)()()(، نضع xل لك xgxfxh h دالة مقیدة على.
eagf..بما أن     0..، فانھ)( eaxh  0وعلیھ



hd

hfgبما أن   الدالةg علىقابلة للتكامل اللیبیكي   وان


  fdhdfdgd

)15.3.4(مبرھنة
,كل من إذا كانت.مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g   وقابلة للقیاس فان مقیدةدالة

0وكانت 0fإذا كانت ) 1(


fd 0..فان eaf 

gfإذا كانت )  2( 


  fdfd فان..eagf 

:البرھان 
)1(

.اللیبیكي على قابلة للتكامل fون الدالة تك) 13.3.4(باستخدام المبرھنة 

{، نضع nلكل عدد صحیح موجب 
1

)(:{
n

xfxAn 

قابلة للقیاس  nA|وعلیھ المجموعة nللقیاس  لكل قیم قابلةnAقابلة للقیاس ، فان المجموعة fبما أن الدالة 
fلدالة تكون ا) 3.3.4(باستخدام المبرھنة . اللیبیكي على قابلة للتكامل fوكذلك بما أن الدالة . nلكل قیم 

وان nA ،nA|كل من اللیبیكي علىللتكامل قابلة 





nn AA

fdfdfd
|



0بما أن  


fd 0فان
|

 
 nn AA

fdfd 

0فان 0fبما أن 


fd) 1.3.4حسب مبرھنة (

وكذلك بما أن 
n

f
1
 علىnA فان)(

1
n

A

A
n

fd
n

 ) وعلیھ ) 15حسب مبرھنة

0)(
1

0
|

 


n

AA

A
n

fdfd
nn



)(0فان  nA لكل قیمn

}:)(0{لتكن   xfxA ، بما أن الدالةf قابلة للقیاس ، فان المجموعةAباستخدام خاصیة . قابلة للقیاس

ارخمیدس نحصل على 





1n

nAA   . 1بما أن nn AA لكل قیمn فان ،)()( AAn  
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)(0وبما أن  nA لكل قیمn 0فان)( A . 0من الواضح أن)( xf لكلAx 0..وعلیھ eaf 

ملاحظـــة
بالرمز اللیبیكي على رمز لمجموعة الدوال المقیدة القابلة للتكامل نس. یاس في مجموعة مقیدة و قابلة للقلتكن 

)(S. أن إثباتویمكن)(S ل على الدواوالضرب بثابت عملیات الجمع الاعتیادیة إلىمتجھات بالنسبة فضاء
.أخرىوبعبارة ) 9.3.4، 8.3.4راجع المبرھنتین (.والضرب بعدد 

,)(كان إذا  Sgf ،,   فــان)( Sgf 

:، أي أن الدالة )9.3.4راجع النتیجة (دالة خطیة ) 1( ( )S     خطیة، بعبارة أخرى
,)(إذا كانت  Sgf ،R فــان,




  gdfddgf )(

:، أي أن الدالة ) 10.3.4راجع النتیجة (دالة رتیبة ) 2( ( )S     رتیبة ،  بعبارة أخرى
,)(إذا كانت  Sgf بحیث أنgf  فان



  gdfd

:دالة غیر متباینة ، أي أن الدالة ) 3( ( )S     غیر متباینة  ،  بعبارة أخرى
,)(إذا كانت  Sgf بحیث أن



  gdfd یكونأنلیس من الضروري فانھgf .

ملاحظة
إذا كانت  nf اللیبیكي على المجموعة من الدوال المقیدة القابلة للتكامل متتابعة وكانتff n  فانھ لیس من

اللیبیكي على المجموعة قابلة للتكامل fالضروري أن تكون

)16.3.4(مبرھنة
إذا كانت . مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  nf اللیبیكي على من الدوال المقیدة القابلة للتكامل متتابعة

ffوكانت المجموعة  u
n  فان الدالةf اللیبیكي على المجموعة قابلة للتكامل  وان




  fddf n

أي أن







  fddfdf n
n

n
n

limlim
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Functions ofالدوال مقیدة التغایر. 5 Bonded Variation
Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة1.5

.    الدوال الحقیقیة مقیدة التغایر، نستذكر الدوال المستمرة ، الدوال الرتیبة والدوال المقیدةإلىقبل أن نتطرق 
)1.1.5(تعریف
f:ولتكن مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D  دالة ، یقال عن العددL  بأنة

 غایة للدالةf عند النقطةDa0ل إذا كان لك  0، یوجد بحیث أن لكلDx یتحقق الشرط الأتي :
 ax    یؤدي  إلى Lxf )(

Lxfوتكتب 
ax




)(lim

غایة من جھة الیمین)Right-Hand Limit  ( للدالةfعند النقطةDa 0إذا كان لكل  0، یوجد
:یتحقق الشرط الأتي Dxبحیث أن لكل 

 axa    یؤدي  إلى Lxf )(

Lxfوتكتب  
ax




)(lim .  بعبارة أخرىLhafxf
hax


 

)(lim)(lim
0

ویرمز لھ أحیانا 0hحیث  

)(بالرمز afأي أن ،
0,)(lim)(lim)(

0







hLhafxfaf
hax

غایة من جھة الیسار)Left-Hand Limit ( للدالةfعند النقطةDa 0إذا كان لكل  0، یوجد
: یتحقق الشرط الأتي Dxبحیث أن لكل 

axa     یؤدي  إلى Lxf )(

Lxfوتكتب 
ax




)(lim . بعبارة أخرى),(lim)(lim
0

hafxf
hax


 

)(ویرمز لھ أحیانا بالرمز0hحیث  af ،
أي أن

0,)(lim)(lim)(
0







hLhafxfaf
hax

Lxf
ax




)(lim إذا وفقط إذا كانLxf
ax




)(lim وكذلكLxf
ax




)(lim

)1.2.5(تعریف 
f:یقال عن الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D   بأنھا

   مستمرة)Continuous ( عند النقطةDa   إذا كان)()(lim afxf
ax




 .f

.Dكانت  مستمرة عند كل  من نقط من نقاط 
 مستمرة من الیمین)Right Continuous (عند النقطةDaإذا كان)()( afaf 

 مستمرة من الیسار)Left Continuous(عند النقطةDa  إذا كان)()( afaf 

.ن و مستمرة من الیسارإذا  وفقط إذا كانت مستمرة من الیمیDaمستمرة عند النقطةتكونfلدالةا
إذا كانDaالنقطةعند )Jump Discontinuous(بأنھا غیر مستمرة ذات طفرة fویقال عن الدالة 

)(كل من  )  1( af ،)( af          2(موجودة  (( ) ( ) ( )f a f a f a  

)3.1.5(تعریف 
f:یقال عن الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D  أنھا ب

)Non- decreasingأو غیر متناقصة) (Decreasing(متزایدة ) 1(
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yxإذا كان     یؤدي إلى( ) ( )f x f y لكلDyx ,

(Strictly Increasing)متزایدة حدیا ) 2(
yxإذا كان     یؤدي إلى)()( yfxf  لكلDyx ,

)Non- increasingغیر متزایدة ) (Decreasing(متناقصة ) 3(
yxإذا كان     یؤدي إلى)()( xfyf  لكلDyx ,

)Strictly Decreasing(حدیا متناقصة ) 4(
yxإذا كان    یؤدي إلى)()( xfyf  لكلDyx ,

.إذا كانت تحقق أیا من الشروط الأربعة أعلاه(Monotone)بأنھا رتیبة fویقال عن 
)4.1.5(مبرھنة

:إذا كانت الدالة   [ , ]f a b   كل من  متزایدة فان كل من)( cf ،)( cf موجودة لكل),( bac وان
)()()(   cfcfcf

)()(وعلیھ   afaf وكذلك( ) ( )f b f b .
:البرھان

),(لیكن  bacلتكن و}:)({ bxaxfA  بما أن الدالةf متزایدة ، قان المجموعةA  مقیدة من الأعلى
Asupبحیث Rیوجد تحقق خاصیة الكمال  Rبما أن .cf)(بواسطة  )(cf

)(نبرھن  : أولا  cfن موجودة وا )(cf : 0لكلنبرھنیجب أن 0یوجد بحیث ان
cxc     یؤدي  إلى )(xf

Ayf، یوجد sup، باستخدام تعریف 0لیكن  )(  بحیث أن )( yf  ولكن)( yf

Ayfلان( )( وكذلكAsup ( فان  )( yf وعلیھ
 )(yf

ycوعلھ العدد  وبالمثل نبرھن . یحقق الخاصیة)( cf موجود وان)()(  cfcf.
)5.1.5(مبرھنة

f:إذا كانت  الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D   1متزایدة حدیا  فانf

.Df)(ومتزایدة حدیا على موجودة 
: البرھان 

f:بما أن الدالة  D  فأنھا متباینة متزایدة حدیا
:)(وبما أن الدالة  DfDf  شاملة وعلیھا الدالة)(: DfDf  1تقابلیة  وھذا یؤدي الى أنf موجودة على)(Df

,)(لیكن : Df)(متزایدة حدیا على 1fالدالة : بقي أن نبرھن  21 Dfyy  21بحیث أن yy  فانھ  یوجد،
Dxx 21 )(بحیث أن , 1

1
1 yfx  ،)( 2

1
2 yfx  . سنبرھن بطریقة التناقض نفرض)()( 2

1
1

1 yfyf  
 212121 )()( xxxfxfyyوھذا تناقض.

)6.1.5(نتیجة 
:إذا كانت الدالة   [ , ]f a b   1فانحدیا ومستمرة متزایدةfرة متزایدة حدیا ومستمرة على  الفت)](),([ bfaf.

)7.1.5(تعریف 
f:یقال عن الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D  أنھا مقیدة ب)Bounded (

بحیث أن  Mإذا وجد عدد حقیقي موجب   Mxf  لكلx D .
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f:إذا كانت الدالة: من السھولة أن نبرھن على أنة   مقیدة ومتزایدة أو متناقصة فان كل من)(),(  afaf

f:وتحت نفس الشروط  للدالة . aتكون موجودة لكل     فان كل من)(),(  ff موجودة وان
)(lim)(),(lim)( xffxff

xx 


ملاحظة
لتكن  bxxxaP n  ],[تجزئة للفترة10... ba. .رمز لطول الفترة الجزئیة نوس iii xxJ ,1

1وعلیھ ixبالرمز iii xxx وبسھولة یمكن إثباتabx
n

i
i 

1

Pرمز لمعیار التجزئة نوكذلك 

ویعرف بالشكلPبالرمز  nixP i ,2,1:max 

)9.1.5(مبرھنة 
]:لتكن  , ]f a b    دالة ولتكن bxxxaP n  ],[تجزئة للفترة10... ba نضع

)()( 1 kkk xfxff لكلnk ,,2,1 فان

)1()()(
1

afbff
n

k
k 



0متزایدة  فان fإذا كانت الدالة ) 2( kf لكلnk ,,2,1 

0متناقصة  فان fإذا كانت الدالة ) 3( kf لكلnk ,,2,1 )4 ( إذا كانت الدالةfمتزایدة

)()())()((
1

1

afbfxfxf
n

k
kk 







:البرھان 
)1(

)()()()(

))()(())()(())()(())()((

0

11201
1

1
1

afbfxfxf

xfxfxfxfxfxfxfxff

n

nn

n

k
kk

n

k
k



 





 

kkبما أن )    2( xx 1 لكلnk ,,2,1  وكذلك بما أنf متزایدة  فان
)()(0)()( 11 kkkk xfxfxfxf    0وعلیھ)()( 1  kkk xfxff لكلnk ,,2,1 

kkبما أن )   3( xx 1 لكلnk ,,2,1 ا أن وكذلك بمf   متناقصة  فان
)()(0)()( 11 kkkk xfxfxfxf    0وعلیھ)()( 1  kkk xfxff لكلnk ,,2,1 

)()()(),(لیكن ) 4( 111   kkkkkkkkk xxyxyxxfyfxf لان الدالةfمتزایدة.
)()(فان دةمتزایfوكذلك بما أن الدالة  kk yfxf   وكذلك)()( 1


  kk xfyf  وعلیھ

)()()()( 1
  kkkk yfyfxfxf 






 )()())()(())()((
1

1
1

afbfyfyfxfxf
n

k
kk

n

k
kk

)10.1.5(مبرھنة 
:لتكن [ , ]f a b   دالة رتیبة ، ولتكنAفان النقاط التي تكون فیھا الدالة  غیر مستمرةمجموعة ،A تكون

.قابلة للعد
2.5

.نوع  أخر من الدوال الحقیقیة  والذي ھو الدوال مقیدة التغایرإلىوفي ھذه المحاضرة سوف نتطرق 



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

84

],[أي أن، فترة مغلقة مقیدة من الأعداد الحقیقیةJلتكن  baJ  ، bxxxaP n  ...10

:ولتكن Jتجزئة للفترة  [ , ]f a b   نضع . دالة





n

k
kJ fPfV

1

),(

),(یسمى العدد غیر السالب  PfVJ بتغایر الدالةf على الفترةJ بالنسبة للتجزئةP .بسھولة یمكن إثبات
12، أي ان 2Pتنعیم للتجزئة 1Pإذا كانت   PP  فان),(),( 12 PfVPfV JJ  .

)1.2.5(تعریف 
f:لتكن  J   دالة ولتكن bxxxaP n  بأنھا مقیدة التغایرfیقال عن الدالة . Jتجزئة للفترة 10...

)(}),(:],[تجزئة للفترة P{إذا كانت  المجموعة  baPfVf JJ إذا وجد عدد بعبارة أخرى . مقیدة من الأعلى
MPfVJیث أن بحMحقیقي موجب  ),( . إذا كانت الدالة:f J   مقیدة التغایر ، نعرف

}P تجزئة للفترة],[:),(sup{)(sup)( baPfVffV JJJ 

)(یسمى العدد  fVJ بالتغایر الكلي)Total Variation ( للدالةfى الفترة عل],[ baJ .
 إذا كانت الدالة: [ , ]f a b  فان  رـمقیدة التغای)( fVJ 0منتھي  ولكن)( fVJ0لان),( PfVJ لكل

],[للفترة Pتجزئة  ba .0وأكثر من ذلك)( fVJ إذا وفقط إذا كانتfعلى الفترة دالة ثابتة],[ ba.
)2.2.5(مثال
:الدالة لتكن [0,1]f   معرفة بالصیغة










0,0

0,
2

cos)(
x

x
x

xxf


.غیر مقیدة التغایرfفان الدالة 
:الحل 

,1{، لتكن  Nnلكل 
2

1
,

3

1
,,

12

1
,

2

1
,0{ 




nn
Pn 1,0[تجزئة للفترة[

nnnnn
f

n

k
k

1

2

1
1

2

1

2

1

12

1

12

1

2

1

2

12

1












بما أن المتسلسلة اللانھائیة 


1

1

n n
..غیر مقیدة التغایرfدالة نستنتج أن ال. متباعدة 

ملاحظة
، فان ھذا المثال یبین أن الاستمراریة غیر كافیة لجعل غیر مقیدة التغایرمستمرة وfالدالة ) 2.2.5(المثال في

.الدالة مقیدة التغایر
)3.2.5(مبرھنة

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مستمرة وكانتf  موجودة ومقیدة على الفترة المفتوحة),( ba فان الدالة ،f مقیدة
.التغایر

لتكن :البرھان bxxxaP n  ],[تجزئة للفترة10... ba



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

85

fبما أن   موجودة، باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى ، یوجد),( 1 kkk xxt  بحیث أن
1

1)()(
)(









kk

kk
k xx

xfxf
tf

))(()()( 11   kkkkkk xxtfxfxff

fبما أن    مقیدة على),( ba 0، یوجدM بحیث أنMxf  ),(لكل )( bax

kkkkkkkk xMxxtfxxtff   )()())(( 11

)(
111

abMxMxMf
n

k
k

n

k
k

n

k
k  



)4.2.5(مثال
:الدالة لتكن [0,1]f   معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

cos)(
2

x

x
x

xxf

fوكذلك  ]1,0[ستمرة الفترة مfلان الدالةمقیدة التغایرfفان الدالة   في الواقع .)1,0(موجودة ومقیدة على الفترة

0)0( f وكذلك
x

x
x

xf
1

cos2
1

sin)(  0لكلx 3وعلیھ)(  xf 1,0[لكل[x.

ظة ـملاح
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مقیدة التغایر فلیس بالضروري أن تكون الدالةf والمثال التالي یوضح ذلك. مقیدة.

)(3لیكن  xxf  فان الدالةfة فترة منتھیة لأنھا رتیبة  ولكن تكون مقیدة التغایر على أیf     غیر مقیدة  لان
 )(xf 0عندماx

)5.2.5(مبرھنة 
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مقیدة التغایر افإنھرتیبة

:البرھان 
0فان متزایدة fسنبرھن في حالة الدالة   kf لكل تجزئةP للفترةJ وعلیھ

)()(),(
11

afbfffPfV
n

k
k

n

k
kJ  



.متناقصةfوبالمثل نبرھن في حالة الدالة 
ظة ـملاح

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  یوضح ذلك) 13(والمثال . مقیدة التغایر فلیس بالضروري أن تكون رتیبة.
)6.2.5(مبرھنة

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  فأنھا مقیدةمقیدة التغایر ،.
:البرھان 

لتكن  bxxxaP  ],[تجزئة للفترة210 ba

MPfVJبحیث أن  0M، فأنھ یوجد مقیدة التغایرfبما أن الدالة  ),(

Mxfxfxfxff
n

k
k 



)()()()( 1201
1
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 Mxfbfafxf )()()()( 11 MMafxf )()( وعلیھ 1 Mxf ],[لكل )( bax

ظة ـحملا
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  والمثال التالي یوضح ذلك. مقیدة فأنھا لیس بالضروري أن تكون مقیدة التغایر.

)7.2.5(مثال
:لدالة فان ا.]1,0[اتمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المغلقة Aلتكن [0,1]f  معرفة بالصیغة ال









Ax

Ax
xf

,0

,1
)(

)(1لان مقیدة التغایرمقیدة ولكنھا غیر xf 1,0[لكل[x
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)10.2.5(مبرھنة
:لتكن الدالة [ , ]f a b  وافرض انھ مقیدة التغایر ،),( bac . فان الدالةf تكون مقیدة التغایر على كل من

],[ ca ،],[ bc  وان)()()( ],[],[],[ fVfVfV bccaba 

:البرھان
],[تجزئة للفترة Pنفرض  ba ،1P تجزئة للفترة],[ ca ،2P تجزئة للفترة],[ bc

),(),(),( 2],[1],[],[ PfVPfVPfV bccaba 

)(}sup),(:],[تجزئة للفترة P{بما أن  baPfVfV JJ فان ،)(),( ],[],[ fVPfV baba  وعلیھ
)(),(),( ],[2],[1],[ fVPfVPfV babcca  وھذا یبین كل من),( 1],[ PfV ca ،),( 2],[ PfV bc مقید  بالعدد)(],[ fV ba

],[تكون مقیدة التغایر على كل من fوعلیھ الدالة  ca ،],[ bc

),(),()(على supبأخذ  ],[2],[1],[ fVPfVPfV babcca نحصل على
)1()()()( ],[],[],[ fVfVfV babcca 

نفرض : للحصول على الاتجاه الأخر للتساوي  bxxxaP n  10تجزئة للفترة],[ ba

}ولتكن  }Q P c  . إذا كان],[ 1 kk xxc  فان ،
)()()()()()()()()()( 111   kkkkkk xfcfcfxfxfcfcfxfxfxf



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

88

),(),(وعلیھ  ],[],[ QfVPfV baba 

],[في الفترة Qنقاط : الآن  ca 1تكون تجزئةP للفترة],[ ca نقاط وكذلكQ في الفترة],[ bc 2تكون تجزئةP

],[للفترة  bc وعلیھ),(),(),( 2],[1],[],[ PfVPfVQfV bccaba  ),(),(),( 2],[1],[],[ PfVPfVPfV bccaba

),(),(),(على supبأخذ  2],[1],[],[ PfVPfVPfV bccaba نحصل على
)2()()()( ],[],[],[ fVfVfV bccaba 

)()()(نحصل على ) 2(،)1(من  ],[],[],[ fVfVfV bccaba 
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)12.2.5(مبرھنة
:لتكن الدالة  [ , ]f a b  نعرف الدالة . مقیدة التغایر: [ , ]V a b   بالصیغة


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
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
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,0

),(
)( ],[

V ،fVفان كل من الدوال   متزایدة على الفترة],[ ba.
:البرھان 

byxaإذا كانت   
)()()()(),()( ],[],[],[],[ fVfVfVyVfVxV yxxayaxa 

)()()()()(0وعلیھ  ],[  fVxVyVyVxV yx فانVتزایدة على الفترة دالة م],[ ba

fVنبرھن : الآن   دالة متزایدة على الفترة],[ ba   : لتكنfvg 
))()(()())()(())()(())()(())()(()()( ],[ xfyffVxfyfxVyVxfxVyfyVxgyg yx 

],[)(ومن تعریف  fV yx نحصل على)()()( ],[ fVxfyf yx0ھ وعلی)()()()(  xgygygxg.
)13.2.5(مبرھنة
:لتكن  [ , ]f a b   دالة ، فان الدالةfعلى مقیدة التغایر],[ ba إذا وفقط إذا أمكن التعبیر عن الدالةf كفرق

.بین دالتین متزایدتین
:البرھان
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],[على مقیدة التغایرfنفرض الدالة  ba فان ،)( fVVf  وان كل من الدوالV ،fV  متزایدة
],[على الفترة  ba.

hgfنفرض : الاتجاه الأخر   بحیث كل منhg, دالة متزایدة
],[على مقیدة التغایردالة ,hgدالة متزایدة فان كل من ,hgبما أن كل من  ba) وعلیھ ) 5.2.5حسب مبرھنة

hg  على التغایرمقیدة دالة],[ ba) وھذا یعني أن  الدالة ). 8.2.5حسب مبرھنةfعلى مقیدة التغایر],[ ba.
)14.2.5(مبرھنة
:لتكن  [ , ]f a b   على مقیدة التغایردالة],[ ba ولتكن],[ bax فان الدالة ،f تكون مستمرة عند النقطةx

ن مستمرة تكوfوعلیھ لدالة .xمستمرة عند النقطة )12.2.5المعرفة في المبرھنة (Vإذا وفقط إذا كانت الدالة 
],[على  ba إذا وفقط إذا كانت الدالةV مستمرة على],[ ba

:البرھان 
),()(رتیبة فان كل من Vبما أن الدالة   xVxV موجودة لكلbax ,(تخدام المبرھنة وعلیھ باس)13.2.5  (
),()(یكون كل من   xfxf موجودة لكلbax ,(  .
)()()(، فان xدالة مستمرة عند النقطة Vبما أن الدالة     xVxVxV

byxaإذا كانت   فان
)()()()(),()( ],[],[],[],[ fVfVfVyVfVxV yxxayaxa 

)()()(وعلیھ  ],[ fVxVyV yx

)(}sup),(:],[تجزئة للفترة P{بما أن  ],[],[ yxPfVfV yxyx  فان)()()(],[ xfyffV yx 

)()()()()(0 ],[ xVyVfVxfyf yx 

0)()()()(0، نحصل على  xyعندما    xVxVxfxfوعلیھ)()(  xfxf وبالمثل نبرھن
)()(  xfxf وعلیھ)()()(   xfxfxf.

),(تكون مستمرة على fنفرض الدالة : الاتجاه الأخر ba یجب ان نبرھن على ان الدالةV مستمرة على
),(الفترة ba :لیكن),( bac
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)15.2.5(مبرھنة
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مستمرة ، فان الدالةfعلى مقیدة التغایر],[ ba إذا وفقط إذا أمكن التعبیر عن الدالة

fكفرق بین دالتین مستمرتین متزایدتین.
ملاحظة
مبرھنة التالیة تبین العلاقة بین مفھوم التغایر المقید ومفھوم التكامل ال
)16.2.5(مبرھنة 

:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة وقابلة للتكامل لبیكیا أو ریمانیا  على الفترة],[ ba . نعرف الدالة: [ , ]F a b  
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:الدالة إذا كانت  [ , ]f a b  دالة قابلة للاشتقاق وكانت الf  مقیدة وقابلة للتكامل ریمانیا  على الفترة],[ ba. فان

],[مقیدة التغایر على الفترة fالدالة  ba   وان
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i

n

i
iiii xmPfRxMPfR

1 1

),(),(),(فان ),(,),( PfRPfVPfR J  وعلیھ

2
),(),(


 PfRPfVJ

:  والآن 



  442

)(),(),(),(),()()()(
b

a

JJJ

b

a

J dxxfPfRPfRPfVPfVfVdxxffV

، نستنتج أن  موجب وبما أن ھذه العلاقة تتحقق لكل عدد 
b

a

J dxxffV )()(

Curvesالمنحنیات 3.5
)1.3.5(تعریف 

:لتكن  [ , ]f a b   منحني . دالة مستمرة)curve (أو بیان)graph ( الدالةfھو المجموعة
]},[:))(,{( baxxfxC 

لتكن  bxxxaP n  10تجزئة للفترة],[ ba ولتكن



n

k
kk xfPf

1

22 )()(),(.

),(من الواضح أن  Pf یمثل طول منحني مضلع الشكل مرسوم داخل المنحنيCالمنحني ورؤوسھ تقع علىC.
)(}),(:],[تجزئة للفترة P{لتكن  baPff  . من الواضح أن المجموعة)( fیقال عن . غیر خالیة

)(إذا كانت المجموعة مقید الطولبأنھ Cالمنحي  fوفي ھذه الحالة نضع . مقیدة من الأعلى
}P تجزئة للفترة],[:),(sup{)(sup)( baPfff  

)(یسمى العدد  fطول المنحيC أو طول محني للدالةf .
)2.3.5(مبرھنة 

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  لة مقید الطول وانورتیبة فان منحني الدامستمرةabafbff  )()()(.
:البرھان 

لتكن  bxxxaP n  10تجزئة للفترة],[ ba

kkkkبما أن مجموع أطوال أي ضلعین في مثلث اكبر من طول الضلع الثالث ، فان   xfxf  22 )()(

],[للفترة Pولھذا لكل تجزئة  ba   فان ،

)()()(),(
11

22
k

n

k
k

n

k
kk xfxfPf  




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)()(رتیبة ، فان  fبما أن الدالة  
1

afbff
n

k
k 



abxxوكذلك بما أن 
n

k
k

n

k
k  

 11

فان 

)()()(),( abafbfPf 

)()()()(وعلیھ  abafbff  .
)3.3.5(مبرھنة 

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   قابلة للاشتقاق  وكانتf على الفترة مستمرة],[ ba فان منحني الدالةf مقید
الطول وان 

  dxxff
b

a
  2)(1)(

:البرھان 
لتكن  bxxxaP n  10تجزئة للفترة],[ ba فان




n

k
kk xfPf

1

22 )()(),(

fبما أن الدالة  على الفترة مستمرة],[ ba باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى ، یوجد ،),( 1 kkk xxt بحیث أن

1

1)()(
)(









kk

kk
k xx

xfxf
tf

kkkkkkkkفان    xtfxxtfxfxff   )())(()()( وعلیھ 11

))())((1()()()((),(
1

2

1

222
k

n

k
k

n

k
kkk xtfxxtfPf  





)(1))((2نضع  ktfxF  فان الدالة ،Fعلى الفترة مستمرة],[ ba 0وعلیھ تلك الدالة مقیدة ، یوجدM

x ،MxFبحیث أن لكل  )( وعلیھ)()()(),(
11

abMxMxxFPf
n

k
kk

n

k

 


 فان منحني الدالةf

.مقید الطول
nkxxxxfmxxxxfMإذا كانت  kkkkkk ,,2,1]},,[:)(inf{]},[:)(sup{ 11   فانkkk MtFm  )(

),()(),(وعلیھ  
1

PFRxtFPFR
n

k
kk 



),(),(),(ولھذا فان  PFRPfPFR  

],[على الفترة مستمرةFبما أن الدالة  ba 0فأنھا قابلة للتكامل ریمانیا على تلك الفترة ، ولھذا لكل 1توجد تجزئةP

],[للفترة  ba بحیث أن

4
)(),( 1


 

b

a

dxxFPFR    وكذلك
4

)(),( 1


 

b

a

dxxFPFR

: الآن 

4
)(),(

4
)( 1





 

b

a

b

a

dxxFPfdxxF وبالتالي فان
4

)()(
4

)(





 
b

a

b

a

dxxFfdxxF

، نستنتج أن  وبما أن ھذه العلاقة تتحقق لكل عدد موجب 
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  dxxfdxxFf
b

a

b

a
  2)(1)()(

.المبرھنة التالیة توضح العلاقة بین مفھومي التغایر المقید والمنحني مقید الطول 
)4.3.5(برھنة م

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مستمرة فأنھا تكون مقیدة التغایر إذا وفقط إذا كان منحني الدالةfمقید الطول.
: البرھان 

إذا كانت   bxxxaP n  10 تجزئة للفترة],[ ba .  فان



n

k
kJ fPfV

1

وكذلك ),(





n

k
kk xfPf

1

22 )()(),( وعلیھ)(),(),(),( abPfVPfPfV JJ  وبالتالي فان

)()()()( abfff JJ 

)(والآن من الواضح انھ المجموعة  f تكون مقیدة إذا وفقط إذا كانت المجموعة)( fوھكذا تكون الدالة . مقیدةf

)()()()(إلى ذلك فان بالإضافةمقید الطول fمقیدة التغایر إذا وفقط إذا كان منحني الدالة  abfVffV JJ  

)4.3.5(مبرھنة 
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة وقابلة للتكامل لبیكیا أو ریمانیا  على الفترة],[ ba . نعرف الدالة: [ , ]F a b  

بالصیغة 









 
ax

axdttf
xF

x

a

,0

)(
)(

],[مستمرة على الفترة Fفان الدالة  ba

)5.3.5(مبرھنة 
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة وقابلة للتكامل لیبیكیا على الفترة],[ ba .إذا كانت

0)()(  
x

a

dxxfxF

],[لكل  bax 0، فانf..ea على الفترة],[ ba

مبرھنة لبیك )6.3.5(مبرھنة 
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   الفترةرتیبة على],[ ba فان الدالةf قابلة للاشتقاق..ea والدالةf  قابلة للقیاس على

],[الفترة ba . فضلا عن ھذا إذا كانت الدالةf متزایدة فان

)()()( afbfdxxf
b

a


)7.3.5(نتیـجـة

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  مقیدة التغایر على الفترة],[ ba فان الدالةf قابلة للاشتقاق..eaعلى الفترة],[ ba.
)8.3.5(مبرھنة 
:الدالة إذا كانت  [ , ]f a b  مقیدة وقابلة للقیاس على الفترة],[ ba) وكانت ). وبالتالي تكون قابلة للتكامل
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
x

a

dttfaFxF )()()(

Ffوان ea..قابلة للاشتقاق Fفان الدالة  ..ea على الفترة],[ ba.
)9.3.5(مبرھنة 

:لتكن  [ , ]f a b  دالة قابلة للتكامل اللیبیكي على الفترة],[ ba)لیس بالضرورة أن تكون الدالةf إذا كانت ). مقیدة


x

a

dttfaFxF )()()(

Ffوان ea..قابلة للاشتقاق Fفان الدالة  ..ea على الفترة],[ ba.

Absolutely Continuityالاستمراریة المطلقة  4.5
)1.4.5(تعریف

:یقال عن الدالة  [ , ]f a b   بصورة مطلقةبأنھا مستمرة ً(Absolutely Continuous) 0إذا كان لكل یوجد ،
0 كل عدد صحیح موجب لبحیث أنn ولكل عائلة من الفترات المتنافیة),(,),,( 11 nn baba  الجزئیة من الفترة
],[ ba تحقق الشرط الأتي والتي:




n

i
ii ab

1

إلىیؤدي )(


n

i
ii afbf

1

)()(

ملاحظة
راجع (.ولكن العكس غیر صحیح دائما) 1nخذ (بصورة منتظمة تكون مستمرة بصورة مطلقة كل دالة مستمرة    

)41.5المثال
)2.4.5(مبرھنة

:كانت الدالة إذا  [ , ]f a b   مستمرة وكانتf  موجودة ومقیدة على الفترة المفتوحة),( ba فان الدالة ،
: [ , ]f a b  مستمرة  بصورة مطلقة.

:البرھان
)},,(,),{(لتكن  11 nn baba الجزئیة من الفترة عائلة من الفترات المتنافیة],[ ba

fبما أن   موجودة، باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى ، یوجد),( iii bat  بحیث أن
ii

ii
i ab

afbf
tf




 )()(
)(

))(()()( iiiii abtfafbf 

fبما أن    مقیدة على),( ba 0، یوجدM بحیث أنMxf  ),(لكل )( bax

)()())(()()( iiiiiiii abtfabtfafbf 

 
 


n

i

n

i
iiiii

n

i
ii abMabtfafbf

1 11

)()()()()(

، نأخذ 0: الآن 
M2


   : إذا كان



n

i
ii ab

1

ن  فا)(


n

i
ii afbf

1

fوعلیھ الدالة )()(

.مستمرة  بصورة مطلقة
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)3.4.5(مبرھنة
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مقیدة التغایرمستمرة بصورة مطلقة  فإنھا.

:البرھان
ولكل عائلة nكل عدد صحیح موجب لبحیث أن 0یوجد مستمرة بصورة مطلقة ، fبما أن الدالة ، 1لیكن

),,(,),(من الفترات المتنافیة  11 nn baba  الجزئیة من الفترة],[ ba تحقق الشرط الأتي والتي:




n

i
ii ab

1

)()(1یؤدي الى  )(
1




n

i
ii afbf

لتكن  bxxxaP n  ],[تجزئة للفترة10... ba بحث أن 1ii xxلكلni ,,2,1  وعلیھ،

 


 nxx
n

i
ii

1
1 )(

إذا كانت  inii xyyyxP   ],[تجزئة للفترة101... 1 ii xx 

مستمرة بصورة مطلقة وان fبما أن الدالة 




n

i
ii xx

1
)()(1فان )(1

1
1 




n

i
ii yfyf

],[على كل من الفترات fوھذا یعني أن تغایر الدالة  1 ii xx  اقل من واحد ، وعلیھ تغایر الدالةfالفترة على],[ ba

],[الفترة مقیدة التغایر علىfولھذا فان الدالة nاقل من  ba.
)4.4.5(ةـجـنتی

],[كل دالة مستمرة بصورة مطلقة على الفترة  ba تكون قابلة للاشتقاق..ea

ملاحظات 
كل دالة لیست مقیدة التغایر فإنھا لیست مستمرة بصورة مطلقة) 1(
أن تكون مستمرة بصورة مطلقةةكل دالة مقیدة التغایر فإنھا لیست بالضرور) 2(

.ة بصورة مطلقة المثال التالي لدالة مستمرة بصورة منتظمة ولكنھا لیست مستمر
)5.4.5(مثال
:الدالة لتكن [0,1]f   معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

sin)(
x

x
x

xxf

.غیر مقیدة التغایرلأنھا مستمرة بصورة منتظمة ولكنھا لیست مستمرة بصورة مطلقةfفان الدالة 
)6.4.5(مبرھنة
,كل من إذا كانت  : [ , ]f g a b   دالة مستمرة بصورة مطلقة ، ولیكنR فان كل منgff , تكون

.مستمرة بصورة مطلقة 
)7.4.5(مبرھنة 

:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة وقابلة للتكامل لبیكیا على الفترة],[ ba .نعرف الدالة: [ , ]F a b   بالصیغة









 
ax

axdttf
xF

x

a

,0

)(
)(
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],[مستمرة بصورة مطلقة على الفترة Fفان الدالة  ba

:البرھان
Mxfبحیث أن 0Mمقیدة ، یوجد fبما أن الدالة  )( لكل],[ bax

)},,(,),{(ولتكن ،0لیكن  11 nn baba  عائلة من الفترات المتنافیة الجزئیة من الفترة],[ ba

إذن 

   
 


n

i
ii

n

i

n

i

b

a

b

a

n

i

b

a

n

i

a

a

b

a

n

i
ii abMMdtdttfdttfdttfdttfaFFb

i

i

i

i

i

i

ii

11 1111

)()()()()()()

نختار 
M




2
 وكان



n

i
ii ab

1

فان   )(


n

i
ii aFbF

1

)()(

],[مستمرة بصورة مطلقة على الفترة Fأنومنھا ینتج  ba.
)8.4.5(مبرھنة
:إذا كانت  [ , ]f a b   دالة مستمرة بصورة مطلقة على الفترة],[ ba 0وكانتf..ea  فان الدالة ،f تكون

],[دالة ثابتة على الفترة  ba.
المبرھنة الأساسیة في حساب التفاضل والتكامل)9.4.5(مبرھنة 
:لتكن  [ , ]f a b   العلاقة . دالة ما

)()()( afxfdttf
x

a


],[تتحقق لكل  bax  إذا وفقط إذا كانت  الدالةf مستمرة بصورة مطلقة على الفترة],[ ba .

تـمـارین
مقیدة التغایر ؟ مع البرھان) 5-1في التمارین (بین أي من الدوال التالیة 

:لتكن الدالة) 1( [0,1]f  معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

sin)(
x

x
xxf

:لتكن الدالة ) 2( [0,1]f  معرفة بالصیغة










0,1

0,
1

sin)(
x

x
x

xxf

:لتكن الدالة ) 3( [0,1]f  معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

sin)(
2

x

x
x

xxf
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:لتكن الدالة ) 4( [0,1]f  معرفة بالصیغة










0,0
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:لتكن ) 5( [0,1]f   دالة بحیث أن
)0(0) ا( f)ب  (xxf )( 1,0[لكل[x)ج ( الدالةf  رتیبة)(0{) د(:{  xfxA

)1(1وكذلك AAsup:  برھن أن  f

:إذا كانت) 6( [ , ]f a b   برھن ذلك . دالة متعددة حدود ، فأنھا مقیدة التغایر
:یقال عن الدالة  ) 7( [ , ]f a b  تحقق شرط لیبشتز)Lipschitz (  0من الرتبة في],[ baإذا وجد ثابت

0M  بحیث أن
yxMyfxf  ,],[لكل )()( bayx 

. ثابتة fبرھن على أن الدالة . 1تحقق شرط لیبشتز بحیث أن fإذا كانت الدالة ) ا(
. مقیدة التغایر fبرھن على أن الدالة . 1تحقق شرط لیبشتز بحیث أن fإذا كانت الدالة ) ب(
],[مثال لدالة مقیدة التغایر على الفترة أعط) ج( ba ولكنھا لاتحقق شرط لیبشتز.
.مستمرة بصورة مطلقة fبرھن على أن الدالة . 1تحقق شرط لیبشتز بحث أن fإذا كانت الدالة ) د(

:لتكن الدالة ) 8( [ , ]f a b  ة مقیدة التغایر على الفتر],[ ba ولتكن ، bxxxaP n  تجزئة 10...
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],[على الفترة fیسمى ، على التوالي بالتغایر الموجب والسالب للدالة  ba .لیكن
0)()()(  anapaV,)()(),()(),()( ],[],[],[ fnxnfpxpfVxV xaxaxa 

:  برھن على أن 
)()()() ا( xnxpxV  ،)()(0 xVxp 0)()(وكذلك xVxn 
],[دالة متزایدة على الفترة ,npكل من )  ب( ba

)()()()() ج( xnxpafxf  ،)()()()(2 afxfxVxp  2)()()()(وكذلك afxfxVxn 
.,npضا نقطة استمراریة  لكل من الدوال تكون أیfللدالة استمراریةكُلّ نقطة ) د(
:یقال عن الدالة  ) 10( ( , )f     مقیدة التغایر على الفترة),(  إذا كانت  الدالة ،f مقیدة التغایر

],[على كل فترة مقیدة  ba في 0إذا وجد عدد موجب وكذلكM بحیث أنMfV ba )(],[ لكل فترة
],[ ba . التغایر الكلي للدالةf على الفترة),( یرمز لھ بالرمز)(),( fV  ویعرف كالأتي :

}:)(sup{)( ],[),(  bafVfV ba

],(وبالمثل نعرف التغایر المقید على كل من الفترات  a ،],( b  .أم لا وفق قبین أي من المبرھنات تتحق
.ھذه التعاریف ؟ مع ذكر السبب
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