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Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة . 1

Binary Operationsالعملیات الثنائیة
GGفكل دالھ من حاصل الضرب الدیكارتي ، مجموعھ غیر خالیھ Gلتكن إلىGتسمى عملیھ ثنائیھ علىG . فإذا

G:تمثل الدالة فأن بالرمز Gرمزنا للعملیة الثنائیة على المجموعة  G G   . الزوج المرتب إذا كان
),( ba عنصرا فيGG  صورتھ بالرمز إلىفنرمزba بدلا من(( , ))a b . لتكن عملیھ ثنائیھ على المجموعة

G وكانتGH  یقال عن المجوعةH بأنھا مغلقة بالنسبة للعملیة الثنائیة إذا وفقط إذا كانتa b H  لكل
Hba ,  . إذا كانت  عملیھ ثنائیھ على المجموعةGفانG تكون مغلقھ بالنسبة للعملیة الثنائیة . ولیكن
Gba , . یقال عن العنصرینba,بأنھما قابلان للمبادلة أو التبدیل)Commute ( إذا كانabba  . ویقال

قابلھ للمبادلة مثنى مثنى Gإذا كانت جمیع عناصر المجموعة ) Commutative(بأنھا تبدیلیھ عملیة الثنائیة  عن ال
abbaإذا كان Gعلى) أبدالیھ أو تبادلیة( تكون تبدیلیھ بعبارة أخرى العملیة الثنائیة .    لكلAba , . یقال

cbacbaإذا كان Gعلى ) Associative(بأنھا تجمیعیة عن   Gcbaلكل )()( ,, . یعرف النظام
. بأنھ مجموعة غیر خالیة مع عملیة ثنائیة او أكثر معرفة على تلك المجموعة) Mathematical System(الریاضي 

سوف نرمز لھ بالزوج Gعلى والعملیة الثنائیة الوحیدة Gالنظام الریاضي المتكون من مجموعة غیر الخالیة 
),,#(سوف یمثل بالثلاثي ,#والعملیتین Gوبالمثل النظام الریاضي المتكون من المجموعة ) ,G(المرتب  G .

abbaبأنھ إبدالي إذا كان ) ,G(یقال عن النظام الریاضي  كل لAba , . ویقال بأنھ تجمیعي إذا كان
cbacba  Gcbaلكل )()( ,, . یقال عن النظام الریاضي),G ( بأنھ شبھ زمرة)Semi Group ( إذا كان
),G ( نظاما تجمیعا أي إن عملیة تجمیعیة علىG . یقال عن العنصرGe ًبأنھ عنصراً محایدا)Identity

element ( إذا كانaaeea  لكلGa . وإذا وجد مثل ھذا العنصر یقال بان النظام الریاضي لھ عنصر
aeaإذا كان عنصرا محایدا أیمن بالنسبة للعملیة الثنائیة eإنیقال. محاید  لكلGa ویسمى  عنصرا

aaeمحایدا أیسر إذا  كان   لكلGaلیكن . ایداً إذا كان محاید أیمن وأیسر في نفس الوقتویكون عنصراً مح
),G (نظاما ریاضیا ذات عنصر محایدe ولیكنGa یقال عن العنصرa بان لھ معكوس أو نظیر)Inverse (

eabbaبحیث إن Gbإذا وجد  بالنسبة للعملیة   ویسمى العنصرb معكوس أو نظیر العنصرa
eaaإذا كان   بالنسبة للعملیة الثنائیة aر معكوس أیمن للعنص1aیقال أن العنصر .   1aویرمز لھ بالرمز  1

eaaویسمى معكوس أیسر إذا كان  1 . إذا كان),G (نظاما ریاضیا ذات عنصر محایدe فانee 1.

Groupsالزمر 
یقال عن  النظام الریاضي  ,G  بأنھ زمرة)Group ( إذا تحققت البدیھیات الآتیة:

)1  (عملیة تجمیعیة علىG أي إنcbacba  Gcbaلكل )()( ,,

)2 (G تحتوي على عنصر محاید بالنسبة للعملیة . أي أن یوجدGe بحیث أنaaeea  لكلGa .
Gaلھ معكوس نظیرGaلكل )  3( 1 بالنسبة للعملیة أي أن لكل ،Ga یوجدGa 1 بحیث أن
eaaaa   ),(ویقال عن الزمرة .  11 G إذا كانت العملیة الثنائیة ) أبدالیة(بأنھا تبادلیة تبادلیة علىG

abbaأي أن   لكلGba , . یقال عن الزمرة ,*G بأنھا منتھیة إذا كانتG مجموعة منتھیة وفیما عدا
ذلك یقال أن الزمرة  ,*Gإذا كانت .  منتھیةغیر ,*G زمرة منتھیة ، یسمى عدد عناصرG برتبة)Order (

الزمرة ,*Gویرمز لھ بالرمز)(GO أوG ، أما إذا كانت ,*Gیة فیقال أنھا زمرة ذات رتبة زمرة غیر منتھ
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),(لتكن. العنصر المحاید وحید، كل عنصر لھ معكوس واحد فقط . غیر منتھیة  G ولیكنGa . تعرفna

na)   من المراتn(بأنھ العنصر ، عدد صحیح موجب nحیث  a a a a     ویمكننا تعمیم ھذا
,1التعریف لیشمل الأعداد الصحیحة والصفر وذلك باعتبار   ( )n na e a a   حیثnعدد صحیح موجب ..

aaا كان إذ) Idempotent(بأنھ متساوي القوىaیقال عن العنصر 2. رتبة(Order)العنصرa ھي اصغر عدد
eaبحیث أن nصحیح موجب n ) على شرطn(لتكن .)موجود,( Gزمرة ولتكنHغیر مجموعة جزیئیة

),(یقال عن. Gخالیة من H بأنھا زمرة جزئیة(subgroup)من الزمرة),( Gأذا كانت),( H زمرة بحد ذاتھا   .
}),{(لاحظ أن كل زمرة تحتوي على الأقل زمرتین جزئیتین ھما  eیطلق على ھاتین والزمرة نفسھا وغالبا ما

),(أیة زمرة جزئیة تختلف عن. (Trivial subgroup)الزمرتین الجزئیتین اسم الزمرة الجزئیة التافھة G تسمى
),(لتكن . (proper)فعلیة  Gزمرة ولتكنHئیة غیر خالیة من مجموعة جزG. فان العبارات  آلاتیة متكافئة

)1(),( H، أذا كان)أ)   (2(زمرة جزیئیةHba . فانHba )أذا كان )بha فانha 1 ،)3 ( أذا
Hbaكان .. فانHba  1  .لتكن),( G،زمرةGaولتكن)(aCتمثل مجموعة جمیع عناصرG التي

)(}:{أي أن  ، aتتبادل مع  axxaGxaC  . مركز)(Center الزمرة),( G یرمز لھ
)ویعرف بالصیغة   GCent)(بالرمز ) { : }Cent G a G a x x a x G       . ومن التعریف نستنتج على

)),((كل من ) 1(أن aCو)),(( GCent زمرة جزئیة من),( G .ھولة یمكن إثباتوبس
أذا كانت )  1(  )},{(Hعائلة من الزمر الجزئیة من الزمرة),( Gفان),( 





H تكون زمرة جزئیة من),( G.

),,(),(لتكن كل من ) 2(  KHزمر جزئیة من الزمرة),( G فان),(  KHتكون زمرة جزئیة من  الزمرة),( G

KHأذا  وفقط أذا كان  أوHK   .
),(لتكن Gزمرة ولتكنSمجموعة جزئیة غیر خالیة منG. اصغر زمرة جزئیة للزمرة),( G والتي تحتوي
)),((ویرمز لھا بالرمز Sتسمى بالزمر الجزئیة لمتولدة بواسطة المجموعة Sعلى S ومن التعریف مباشرة یمكن

: إثبات الأتي 
)1 ()(SS )2()),(( S تساوي تقاطع كل الزمر الجزئیة للزمرة الجزئیة),( G على التي تحتويS

)3(),( S تكون زمرة جزئیة من),( G أذا وفقط أذا كانت)(SS 
)4 (},,,,:{)( 1

2121
  ZnSSaaaaaaS nn  حیث}:{ 11 SaaS  

aS}{أذا كانتً وفي ھذه الحالة نكتب)(a بدلا من})({a  أي أن ،)(})({)( aaS والزمرة الجزئیة)),(( a

)(}{ویمكن أن نبرھن على aالمولدة بواسطة العنصر(cyclic subgroup)تسمى الزمرة الجزئیة الدائریة znaa n 
Gaأذا كانت ) 5( )( لبعضGa في ھذه الحالة یقال عن الزمرة),( Gبأنھا دائریة مولدھا العنصرa .
)()(وفي الواقع یكون   دائما لدینا .یمكن أن یكون للزمرة الدائریة مولدات عدیدة مختلفة ) 6( 1 aa

)),((أذا كانت الزمرة الدائریة ) 8. (كل زمرة دائریة یجب أن تكون أبدالیة ) 7( a منتھیة رتبتھاn .   فان
},,,,{)( 12  naaaea )9 ( كل زمرة جزئیة من زمرة دائریة تكون أیضا دائریة.
),(أذا كانت ) 10( H  زمرة جزئیة من الزمرة الدائریة)),(( a،}{eH  فان)( naH  حیثn اصغر عدد

Haصحیح موجب بحیث أن  n 
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Ringsالحـلقـات 
)یقال عن  النظام الریاضي  , , )R   بأنھ حلقة)Ring ( إذا كان)1 (( , )R  نصر المحاید نرمز للع، وأبدالیةزمرة

)) 0R) .2بالرمزRالجمعي في  , )R  العملیة الثنائیة )  3(شبھ زمرة توزیعیة على العملیة الثنائیة

)ویقال عن الحلقة , , )R  بأنھا أبدالیة إذا كانت العملیة الثنائیةأبدالیة علىRأي أنa b b a  لكلRba,  وكذلك
)یقال عن الحلقة , , )R  إذا كانت شبھ الزمره) حاید أن وجد، یكون وحیداالعنصر الم(بأنھا ذات عنصر محاید( , )R   ذات

aبحیث أنRbعنصر محاید، أي أن  یوجد b b a a   لكلRa.عندما تكون الحلقة,.),( Rعنصر محایدذات .
إذا امتلك معكوسا بالنسبة لعملیة  ) Invertible(معكوسبان لھRaویقال للعنصر. 1Rبالرمزعنصرالنرمز لھذاسوف

سات  بالنسبة لعملیة  معكویمثل صیغ جمیع عناصر الحلقھ  التي لھاRیستخدم الرمز 1aالضرب ویزداد  بالرمز
),(.,یقال عن الحلقة. . الضرب  Rبأنھا  تافھة  إذا كان 0R  .لتكن( , , )R  حلقة ولتكنS مجموعة جزئیة  غیر

)یقال عن. Rخالیة  من , , )S   بأنھا حلقة جزئیة)Subring (من الحلقة( , , )R   إذا كانت( , , )S  حلقة بحد ذاتھا.
)مجموعة جزئیة غیر خالیة من الحلقة SSبسھولة یمكن برھان إذا كانت  , , )R  ،فأن( , , )S   تكون حلقة  جزئیة من

( , , )R   1(: إذا تحققت الشروط التالیة(Sba  لكلSba ,)2(a b S  لكلSba , .  لاحظ  إن كل حلقة
,{0})افھتان ھمالھا حلقتان جزئیتان  ت , )  لتكن. الحلقة نفسھا,.),( R حلقة ولتكنI مجموعة جزئیة  غیر خالیة  منR .

),(.,یقال  عن  I بأنھا  مثالیة  یسرى)Left Ideal ( في الحلقة,.),( Rكانإذا ) 1: (إذا تحقق الشرطین الآتیینIba ,

Ibaفان  ).2  ( إذا كانRrIa  Iraفان, . . ویقال عن,.),( I بأنھا مثالیة)Ideal  ( في الحلقة,.),( R

Ibaإذا كان) 1:  (أي إذا تحقق الشرطین الآتیین.رى ومثالیة یمنى إذا كانت مثالیة  یس , فانIba ) .2 ( إذا كان
RrIa  Iarفان, .وIra .  .اذا كانت,.),( R الیة  یسرى وكل مثالیة یمنى تكون  فان كل مثأبدالیةحلقة

),(.,في كل حلقة. مثالیة R 0,{(.,تكون الحلقتان الجزئیتان التافھتان({ و,.),( Rمثالیات في,.),( R . والحلقة التي لا
),(.,أیة مثالیة  تختلف عن.)simple(تحتوي مثالیان غیر ھاتین یقال لھا بسیطة Rیقال لھا فعلیة)proper(. وبسھولة

),(.,یمكن إثبات حلقة الأعداد الحقیقیة  R كل مثالیة. حلقة بسیطة,.),( Iفي الحلقة,.),( Rھي حلقة جزئیة في,.),( R

),(.,لتكن .  لكن العكس غیر صحیح  دائما و R حلقة ولتكنS مجموعة جزئیة  غیر خالیة  منR .  اصغر مثالیة
),(.,في R  والتي  تحتوي  علىS بواسطة  المجموعة  .تسمى  بالمثالیة  المتولدةS ویمز  لھا بالرمز.,.)),(( S

SS)() 1:  (ومن التعریف  مباشرتا  نستنج الأتي    وعلیة)(S)2(},.),( I  مثالیة في
,.),(,:{)(  RISIS)3 (نت الحلقةإذا كا,.),( Rفان أبدالیة},,:.{)( . znssRrsnsrs jiijjii   

إذا كانت.  الجمع المنتھي  لمقدار واحد أو أكثرإلىیشیر حیث الرمز  aS  . وفي  ھذه  الحالة تكتب)a ( بدلا
)(})({)(أنأي } ، )a({من  aaS المثالیة,.)),(( aالمتولدة المجموعة a تسمى المثالیة الرئیسیة)principal

Ideal (المولدة بواسطة العنصرa .وفي حالة الحلقة,.),( Rان فأبدالیة},:.{)( ZnRrnaara  وفي حالة
),(.,الحلقة  R أبدالیة ذات عنصر محاید  فیمكن التعبیر عن)a (بالصیغة}:.{)( Rrara .

),(.,إذا كانت )4( I مثالیة  في الحلقة,.),( Z فانI=(n)ثل لعدد صحیح غیر سالب  مn.
),(.,إذا كانت ) 5( I مثالیة  في الحلقة الابدالیة  ذات العنصر  المحاید,.),( R ولتكنRaبحیثIa فان

,.)),,(( aI المثالیة المتولدة  بواسطة}{aI  وان},:.{),( RrIiariaI .
Fieldsالحـقـول 

)لتكن , , )F  یقال عن. حلقة( , , )F   بأنھا حقلا)Fields (إذا كانت},.)0{|(Fمن الممكن .  یشكل زمرة تبادلیة
لیكن . ر محاید بحیث كل عنصر غیر صفري فیھا لھ معكوس ضربي القول بان  الحقل ھو حلقة تبادلیة ذات عنص
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( , , )F  حقلا ولتكنSمجموعة جزئیة غیر خالیة منF یقال . تحتوي على  الأقل عنصر واحد  غیر صفري
)عن , , )S   حقلا  جزئیا)Subfield (الحقلمن( , , )F   إذا كانت( , , )S   بعبارة أخرى  یقال .حقلا بحد ذاتھ

)عن الثلاثي  , , )S  بأنھ حقلا جزئیا  من الحقل( , , )F    إذا كان
)1 (S مجموعة جزئیة  غیر خالیة منF فیھا عنصر  واحد غیر صفري  على الأقل.
Sbaإذا كان ) 2( , فانSba )      .3 ( إذا كانSba , 0حیثb فانSba 1..

لحرف Cوحقل الأعداد العقدیة بالرمزRبالرمزمن المألوف أن یرمز لحقل الأعداد الحقیقیة تخدم ا نس وف  Fوس
.لیمثل حقل الأعداد الحقیقیة أو العقدیة مالم نذكر خلاف ذلك

Vector spaceفضاء المتجھات 
,,،عناصرھاXھو المجموعة غیر الخالیةFعلى الحقل)Vector space(فضاء المتجھات yx تسمى

: تحقق البدیھیات الآتیة vectors)(بالمتجھات
)1(X جمعیة ، أي أن أبدالیةزمرة( , )X  اید الجمعي فيلعنصر المحونرمز ل. أبدالیةزمرةX 0بالرمزX.
:توجد دالة ) 2( F X X  تسمى عملیة الضرب القیاسي (scalar multiplication) تحقق الشروط الآتیة:-
) ا(  yxyx   لكل,x y X ولكلF)ب(  xxx  لكلx X ولكلF ,

) ج(   xx   لكلx X ولكلF xx) د(, لكلXx حیث العنصر المحاید ألضربي  .
Fإذا كان  فان  فضاء المتجھات على،F یسمى بفضاء المتجھات الحقیقي ،(The Real Vector Space) ویسمى

Fعندما (The Complex Vector Space)بفضاء المتجھات  العقدي   . لتكنM مجموعة جزئیة من فضاء المتجھات
Xعلى الحقـلF . یقال عانM بأنھ فضاء جزئي)Subspace(منXإذا كانتMقلفضاء متجھات على الحF

مجموعة جزئیة غیر خالیة Mبسھولة یمكن برھان إذا كانت . Xبالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب القیاسي المعرفتین على
:إذا تحققت الشروط التالیة Xیكون فضاء جزئیاً منM، فأنFعلى الحقل Xمن فضاء المتجھات

x,إذا كان) 1( y M فأنx y M )2 (إذا كانFوx M   فأنx M   . (2)و(1)طان الشر
,x y M وكانF xفان , y M  M

Mإذا كان Xفضاء جزئیاً من M M  وM0 لكلF وجد على الأقل یXلكل فضاء متجھات.  ,
X)0{

. MفانXمجموعة جزئیة فعلیة في Mإذا كانت. الصفري
1كل من 2,M Mفضاء جزئیا من فضاء المتجھاتXعلى الحقلF  1(1)فان 2M M یكون فضاء جزئیا منX.

)2(1 2M Mیكون فضاء جزئیا منX 1إذا و فقط إذا كان 2M M2أو 1M M)3(1 2M M یكون
1ویحتوي على كل من Xفضاء جزئیا من  2,M M   1حیث 2 1 2{ : , }M M x y x M y M     .

لحقل   AXلتكن   لى ا ئي في     . Fع ء جز Aي Xاصغر فضا

ویرمز لھ بالرمز Aبواسطة المجموعة( generated)بالفضاء الجزئي المولد  A أو الرمز Aspan.
AA][) 1:  (و من التعریف مباشرة یمكن إثبات الآتي  )2 ( A =X  والتي

إذا و فقط إذا كانت   Xیكون فضاء جزئیاً فيA) .3(Aتحتوي على  AA .
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The Modulesالمقاسات  . 2
),,(بدلاً من الثلاثي Rفي ھذه المحاضرة سوف نرمز للحلقة بالرمز  R وكذلك نرمز للعنصر المحاید ،

. 0RبالرمزRالجمعي في 
)1.2(تعریف 

:  الآتیة بدیھیاتتحقق الXھو المجموعة غیر الخالیة ) R)Left- R- Moduleالمقاس الأیسر على الحلقة 
)1(X جمعیة ، أي أن أبدالیةزمرة( , )X  لعنصر المحاید الجمعي فيونرمز ل. أبدالیةزمرةX 0بالرمزX.
:توجد دالة ) 2( R X X   تسمى الضرب المقاسي الأیسر)Left modules multiplication(تحقق

-:الشروط الآتیة 
yrxryxr) أ(  x,ولكل Rrلكل )( y X.
yrxrxrr) ب(  2121 Rrrلكل )( 21, ولكلx X.
)()() ج( 2121 xrrxrr  لكلRrr 21, ولكلx X.

xxات العنصر المحاید إذا كان ذRبأنھ مقاس أیسر أحادي على الحلقة Xویقال 1 لكلx X . 1حیث
یقال ). R)Right- R- Moduleوبالمثل نعرف المقاس الأیمن على الحلقة . Rفي ألضربيیمثل العنصر المحاید 

-:إذا تحققت البدیھیات الآتیةبأنھا مقاس أیمن على الحلقة Xعن
)1 (( , )X  أبدالیةزمرة.
:توجد دالة ) 2( X R X   تسمى الضرب المقاسي الأیمن)Right Modules Multiplication( تحقق

-:الشروط الآتیة 
ryrxryx) أ(  x,ولكل Rrلكل )( y X.
2121) ب( )( ryrxrrx  لكلRrr 21, ولكلx X.
2121) ج( )()( rrxrrx  لكلRrr 21, ولكلx X.
)2.2(مـثـال

.Rیكون فضاء متجھات على Rحقل فان كل مقاس أیسر على  Rإذا كان ) 1(
.كل حلقة تكون مقاس أیسر وأیمن على نفسھا وان عملیة الضرب ھي عملیة الضرب المقاس) 2(
.   Fھو مقاس أیسر أحادي على الحلقة Fكل فضاء متجھات على الحقل ) 3(
)4 (nZ مقاس أیسر أحادي على حلقة الأعداد الصحیحة( , , ) 
),(أبدالیةكل زمرة ) 5( Gصحیحة ھي مقاس أیسر على حلقة الأعداد ال( , , ) .

)3.2(مـثـال
)لتكن , )G  ولیكن أبدالیةزمرة}f  تماثل( ) { : ,E G f G G فان

)1 (( )E G  2(حلقة  ذات عنصر محاید (G أیسر أحادي على مقاس( )E G

: الحل 
,لیكن  ( )f g E G فان( )( ) ( ) ( ), ( )( ) ( ( ))f g x f x g x f g x f g x    لكلx G.

)یجب أن نبرھن )   1( ( ), , )E G  حلقة  ذات عنصر محاید.
,أنبما ( )f g E G فان كل من,f g تماثل  وعلیھ

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )f x y f x f y g x y g x g y     
x,لكل  y G.
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  لیكن, ( )f g E G ولیكن,x y G
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( )( ) ( )( )

f g x y f x y g x y

f x f y g x g y

f x g x f y g y

f g x f g y

     
   
   
   

fوعلیھ g تماثل( )f g E G  
  لیكن, , ( )f g h E G ولیكنx G

( ( ))( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ( ) ( )( ) ( )

(( ) )( )

f g h x f x g h x f x g x h x

f x g x h x f g x h x

f g h x

       
     
  

وعلیھ عملیة الجمع تجمیعیة
 0نعرف الدالة :G G 0بالصیغة( ) 0x  لكلx G لیكن ،,x y G x y G   

0( ) 0 0 0 0( ) 0( )x y x y     
0  0تماثل ( )E G  . لیكن( )f E G فان

( 0)( ) ( ) 0( ) ( ) 0 ( )

(0 )( ) 0( ) ( ) 0 ( ) ( )

f x f x x f x f x

f x x f x f x f x

     
     

0  عنصر محاید جمعي
 لیكن( )f f E G  تماثل

( )( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

f x y f x y f x f y f x f y

f x f y

          
   

f  تماثل( )f E G   وان
( ( ))( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0( )

(( ) )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0( )

f f x f x f x f x f x x

f f x f x f x f x f x x

       
        

f  نظیر جمعي للدالةf وعلیھ( ( ), )E G  زمرة
  لیكن, ( )f g E G ولیكنx G

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f g x f x g x g x f x g f x      
)وعلیھ أبدالیةة الجمع عملی ( ), )E G  أبدالیةزمرة.
 لیكن, ( )f g E G ولیكن,x y G

( )( ) ( ( )) ( ( ) ( ))

( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )

f g x y f g x y f g x g y

f g x f g y f g x f g y

    
   


 

fوعلیھ g تماثل( )f g E G 
  لیكن, , ( )f g h E G ولیكنx G

( ( ))( ) (( )( ) ( ( ( ))) ( )( ( ))

(( ) )( )

f g h x f g h x f g h x f g h x

f g h x

  


   
 

تجمیعیةوعلیھ عملیة التركیب
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  لیكن, , ( )f g h E G ولیكنx G
( ( ))( ) (( )( ) ( ( ) ( ))

( )( ) ( )( )

(( ) ( ))( )

f g h x f g h x f g x h x

f g x f h x

f g f h x

    
 
 


 
 

(( ) ))( ) ( )( ( )) ( ( )) ( ( ))

( )( ) ( )( )

(( ) ( ))( )

g h f x g h f x g f x h f x

g f x h f x

g f h f x

    
 
 


 
 

)توزیعیة على عملیة الجمع  وعلیھ وعلیھ عملیة التركیب ( ), , )E G   حلقة .
 1نعرف الدالة:G G 1بالصیغة( )x x لكلx G لیكن ،,x y G x y G   

1( ) 1( ) 1( )x y x y x y    
1  1تماثل ( )E G  . لیكن( )f E G فان

( 1)( ) (1( )) ( )

(1 )( ) 1( ( )) ( )

f x f x f x

f x f x f x

 
 




1  عنصر محاید ضربي  وعلیھ( ( ), , )E G   حلقة  ذات عنصر محاید.
)مقاس أیسر أحادي على Gیجب أن برھن ) 2( )E G

)بما أن  , )G  نعرف الدالة .  ي أن نبرھن  الجزء الأخر من تعریف المقاسبق. أبدالیةزمرة: ( )E G G G  
)بالصیغة  )f x f x  لكل( )f E G ولكلx G

 لیكن( )f E G ولیكن,x y G
( ) ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f x f y         

 لیكن, ( )f g E G ولیكنx G
( ) ( )( ) ( ) ( )f g x f g x f x g x f x g x         

 لیكن, ( )f g E G ولیكنx G
( ) ( )( ) ( ( )) ( ) ( )f g x f g x f g x f g x f g x        

)مقاس أیسر على Gوعلیھ  )E G

 لیكنx G
1 1( )x x x  

)حادي على مقاس أیسر أGوعلیھ  )E G.
) 4.2(مـثـال
:حلقة  فان Rمجموعة غیر خالیة  ولتكن Xلتكن  }f X Rدالة{ :XR f تكون مقاس أحادي علىR.
: الحل 

,لیكن  Xf g R . نعرف( )( ) ( ) ( )f g x f x g x   لكلx X فان( , )XR  زمرة ابدالیة
Xfولیكن  R ،r R . نعرف( ))( ) ( )r f x rf x  لكلx Xفمن السھولة إثبات باقي الشروط .
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)5.2(تعـریـف
M، ولتكن Rمقاس أیسر على الحقل Xلیكن  X . یقال عنM  بأنھ مقاس جزئي)Left sub module (       من

Xإذا كانMعلى الحلقةمقاس أیسرR وبالمثل نعرف المقاس الجزئي الأیمن ،.
ملاحظة

مقاسین  جزئیین ھما یمتلك على الأقل Rعلى الحلقة X) أیمن(لكل مقاس أیسر  0والمودیل ،Xنفسھ.
ظةـملاح

.Rمن الحلقة) یمنى(ھي مقاسات جزئیة یسري Rالحلقة ) أیمن(كل مثالیات أیسر 
)6.2(مبرھنة 

مقاس تكون MفانXمجموعة جزئیة غیر خالیة من M، ولتكنRأیسر أحادي على الحلقة مقاس Xلیكن
إذا وفقط إذا كانXجزئي أیسر أحادي من 

)1 (x y M  لكل,x y M)2 (r x M  لكلx M ولكلRr.
:البرھان 
.أعلاه) 2(، )1(فان جمیع الشروط الخاصة بالمقاس تتحقق وخاصة الشرطین Xمقاس جزئي أیسر منMإذا كان 

.أعلاه) 2(، )1(نفرض تحقق  الشرطین : الاتجاه الأخر 
لیكن, , , ,x y z X x y z M   لانM X وعلیھ( ) ( )x y z x y z     لان عملیة الجمع تجمیعیة
0لیكن 0R Xx M x M    0حسب الشرط الثاني ،  وعلیھ العنصر محاید الجمعيX ینتمي الىM

لیكن( 1) x M x M    حسب الشرط الثانيx N   وعلیھ( ) ( ) 0Mx x x x     

( , )M   زمرة
لیكن, ,x y X x y M   لانM X وعلیھx y y x    لان عملیة الجمع ابدالیة

( , )M   أبدالیةزمرة
لیكن, ,x y X x y M   لانM X 1ولیكن 2, ,r r r R

فان Rمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xبما أن
yrxryxr  )(  ،yrxrxrr  2121 )(  ،)()( 2121 xrrxrr  ،1 x x 

M  مقاس جزئي أیسر أحاديX .
)7.2(مبرھنة 

مقاس تكون MفانXیة غیر خالیة من مجموعة جزئM، ولتكنRمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xلیكن
إذا وفقط إذا كانXجزئي أیسر أحادي من 

)1 (0X M)2 (1 2r x r y M    لكل,x y M 1ولكل 2,r r R.
: البرھان 

وعلیھ . متحققة ) 6(في المبرھنة ) 2(، )1(فان الشرطینXمقاس جزئي أیسر أحادي  من Mإذا كان 
0 0R Xx M  ) 1وكذلك )) 6.2(حسب الشرط الثاني  في المبرھنة 2,r x r y M   لكل,x y M ولكل

1 2,r r R) . 1وعلیھ   )) 6(حسب الشرط الثاني  في المبرھنة 2r x r y M    لكل,x y M 1ولكل 2,r r R .
)) 6.2(حسب الشرط الأول  في المبرھنة (

.أعلاه) 2(، )1(نفرض تحقق  الشرطین : الاتجاه الأخر 
x,لیكن  y M 1، بما أن R . 1نضع 2 1r r  1فان 2x y r x r y M     ) حسب الشرط الثاني(
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xلیكن . متحقق ) 6.2(وھذا یعني الشرط الأول في المبرھنة  Mیكن ولr R 0، بما أنX M) حسب
0فان ) الشرط الأول 0X Rr x r x x r x M        ) وھذا یعني الشرط الثاني  في ). حسب الشرط الثاني

Xمقاس جزئي أیسر أحادي منتكون Mوعلیھ . متحقق) 6.2(المبرھنة 

) 8.2(مثال 
)إذا كانت ) 1( , )H  زمرة جزئیة من الزمرة الابدالیة),( G فانH مقاس جزئي أیسر أحادي من المقاس

)صحیحة على حلقة الأعداد الGالأیسر الأحادي  , , ) .
لیس بالضرورة  أن تكون كل زمرة جزئیة من مقاس على حلقة تكون مقاس جزئي) 2(
مقاس جزئي أیسر أحادي من فضاء Mفان Fعلى الحقلXفضاء جزئي من فضاء المتجھات Mإذا كان) 3(

Fعلى الحقل Xمتجھات 

)9.2(مثال 
2Xلیكن    فانX  مقاس أیسر أحادي على حلقة الأعداد الحقیقیة ولكن

2{( , ) : 1 0}M a b a b     لیس مقاس جزئي أیسر منX لان:
x,إذا كان  y M فان( , ), ( , )x a b y c d  1بحیث أن 0, 1 0a b c d      فان

( , ) ( , ) ( , ),

( ) ( ) 1 1 0

x y a b c d a c b d

a c b d

     
      

xوھذا یعني  y M 

)10.2(مبرھنة 
1لیكن كل من  2,M M مقاس جزئیا أیسر أحادي من المقاس الأیسرX على الحلقةR 1فان كل من 2M M

1 2M M یكون مقاس جزئي أیسر أحادي منX.
:البرھان 

1بما أن )   1( 2 1 2 2 10 0 , 0M M M M M M        
1لیكن     2, , ,F x y M M    2 1, , ,x y M x y M 

1بما أن كل من  2,M M فضاء جزئي

1 2 2 1,x y M M x y M x y M            

1وعلیھ  2M M مقاس جزئي أیسر أحادي منX.
1یترك برھان  2M M للقارئ       .

ملاحظة 
1إذا كان كل من  2,M M مقاس جزئیا أیسر أحادي من المقاس الأیسرX على الحلقةR فان لیس  من الضروري أن

1یكون  2M M مقاس جزئي أیسر أحادي منX . والمثال التالي یوضح ذلك
)11.2(مثال 

2Xلیكن    فانX  مقاس أیسر أحادي على حلقة الأعداد الحقیقیةولیكن
1 2{( ,0) : }, {(0, ) : }M a a M b b    

1فان كل من  2,M M من أحادي مقاس جزئي أیسرX 2ولكن
1 2 {( , ) : 0 0}M M a b a b     

,(0,1)إذا كان :  لان Xلایمثل  مقاس جزئي أیسر من  (1,0)x y   1فان 2,x y M M  ولكن



472ر
Multi-linear algebraالجبر المتعدد الخطي

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

11

1 2(1,0) (0,1) (1,1)x y M M     

Generatedالمتولدة جزئیة الالمقاسات  Submodues
لتكن  M  

فان Rعلى الحلقة Xعائلة من المقاسات الجزئیة الیسرى الأحادیة من المقاس الأیسر الأحادي  
M 


یكون مقاس جزئي أیسر أحادي  منX.

)12.2(تعریف
اصغر مقاس  جزئي أیسر . Rعلى الحلقة Xمجموعة جزئیة غیر خالیة من المقاس الأیسر الأحادي Aلتكن 

ویرمز لھا Aیسمى المقاس  الجزئي الأیسر الأحادي المتولد بواسطة المجموعة Aیحتوي على Xأحادي من 
بالرمز  A

ومن التعریف مباشرة یمكن إثبات الأتي
)1 (][AA 
)2( Aات الجزئیة الیسرى منیساوي تقاطع جمیع المقاسXوالتي تحتوي على المجموعةA.
)3 (A جزئي أیسر أحادي  منمقاستكونM إذا وفقط إذا كان AA 

)13.2(مبرھنة 
فان . Rعلى الحلقة Xمجموعة جزئیة غیر خالیة من المقاس  الأیسر الأحادي Aإذا كانت 

1

[ ] : , , 1, 2, , ,
n

i i i i
i

A r x r R x A i n n 



 
     
 
  

:البرھان 

لتكن   
1

: , , 1, 2, , ,
n

i i i i
i

B r x r R x A i n n 



 
     
 
  

لیكن 
n

i i
i

x r x x B


   حیث, , 1, 2, ,i ix A r R i n   

AA][بما أن   وان, 1, 2, ,ix A i n   فان[ ], 1, 2, ,ix A i n  

]ن ابما ]A مقاس جزئي أیسر أحادي وان[ ], , 1, 2, ,i ix A r R i n    فان[ ]
n

i i
i

x r x A


  
وعلیھ  B A   . من جھة أخرى یمكن برھان  BBمقاس جزئي أیسر أحادي منX ویحتوي علىA.
ولكن  A اصغر فضاء جزئي یحتويA   BAوعلیھ  BA .

ملاحـظة
تحتوي على عنصر واحد فقط، مثلا Aإذا كانت المجموعة  aA  نكتب ،( )a بدلا من ( )a أي أن ،

( ) ({ }) ( )A a a 
)المقاس الجزئي الأیسر الأحادي  )a یسمى مقاس جزئي دائري)Cyclic left sub module ( المتولد بواسطة

:  ویمكن أن نبرھن على أن . aالعنصر  ( ) :a r a r R  
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Quotient Modulesمقاسات القسمة 
المجموعة XxولتكنRعلى الحلقة Xحادي مقاس جزئي أیسر أحاديً  من المقاس الأیسر الأMلیكن

 :x M x m m M   

مشابھة، المجموعة وبصورة .  xمتولدة بواسطة XفيMإلى( left coset)تسمى مشاركة یسرى 
 MmxmxM  بواسطة من الواضح أن كلا xمتولدة XفيMإلى)right coset(تسمى مشاركة یمنى:

MxxMمن   xMMx ھي عملیة أبدالیة إذا Xجمع فيبما أن عملیة ال. Xمجموعة جزئیة في,  وعلیھ
xفسوف تسمى Mللسھولة بالمشاركة إلىMفيXمتولدة بواسطةx     .

:بسھولة یمكن إثبات النتائج التالیة
MMx، فانMxإذا كان )1( وبصورة خاصةMM 0)لانM0.(
)2(MyxMyMx .

MXلیكن  بعبارة أخرى . XفيMیمثل المجموعة التي عناصرھا جمیع المشاركات إلى/
}:{/ XxMxMX 

)14.2(مبرھنة 
MXفان . Rعلى الحلقة Xمقاس جزئي أیسر أحاديً  من المقاس الأیسر الأحاديMلیكن  یسر یكون مقاس أ/

بالنسبة لعملیتي الجمع والضرب المقاسي الأیسر المعرفتین كالآتيRأحاديً  على الحلقة 
)1  (     x M y M x y M      لكل,x y X

)2   ( r x M r x M    لكلx M ولكلr R

البرھان
XyxXyxلیكن    rوكذلك إذا كان , R فانr x X       وعلیھ فأن  /x y M X M   ،

/r x M X M  MX .مغلقة بالنسبة لعملیتي الجمع والضرب المقاسي الأیسر /
. برھن ھاتین العملیتین المعرفتین تعریفا حسنا ألان ن
xلیكن  M x M   ،,x x Xولیكنy M y M     ،,y y X

xینتج من ذلك، أن    x M  ،y y M   وعلیھ   x x y y M     لانM مقاس جزئي  أیسر
( ) ( )x y x y M         / /x y M x y M    

 عملیة الجمع في/X M مرة أخرى ، إذا كان . معرفة تعریفا حسناx M x M  ،,x x X     وكان
r R فان r x r x M r x x M x x M              وعلیھr x M r x M    

MXأي أن الضرب المقاسي الأیسر في  .یكون كذلك معرفاً تعریفا حسنا /
 لیكن, ,x y z X

( ) (( ) ( )) ( ) (( ) ) ( ( ))

(( ) ) (( ) ) ( ) (( ) ( )) ( )

x M y M z M x M y z M x y z M

x y z M x y M z M x M y M z M

             
              

تجمیعیةعلیھ عملیة الجمع و
M لان لكل ) : أي العنصر المحاید الجمعي ( تكون المتجھ الصفريx X  فان

,x y G x y G   
( ) ( ) (0 ) ( 0)

( ) (0 ) ( ) (0 )

x M M x M M x M x M

M x M M x M x M x M
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 لیكنx X إلىالنظیر الجمعيx M ھوx M  لان :
( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

x M x M x x M M M

x M x M x x M M M

         
          

)وعلیھ  / , )X M  زمرة
 لیكن,x y X

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x M y M x y M y x M y M x M            
)وعلیھ أبدالیةعملیة الجمع  / , )X M  أبدالیةزمرة.

  لیكن,x y X ولیكنr R
(( ) ( )) (( ) ) ( )

( ) ( ) ( ( )) ( ( )

r x M y M r x y M r x y M r x r y M

r x M r y M r x M r y M

              
         

 
 

لیكنx X 1ولیكن 2,r r R

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r x M r r x M r x r x M r x M r x M                
لیكنx X 1ولیكن 2,r r R

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))r r x M r r x M r r x M r r x M r r x M                 
 لیكنx G

1 ( ) 1x M x M x M     
Homomorphismالتمـاثـل  

)15.2(تعریف 
YXلیكن كل من  f:یقال عن الدالة. Rأیسر على الحلقة مقاس , X Yاثل أیسربأنھا تم)Left Homomorphism (

إذا تحققت الشروط الآتیة 
(1))()()( yfxfyxf  لكلXyx ,)2 (( ) ( )f r x r f x   لكلXx ولكلRr

):  وھذان الشرطان یكافئان الشرط  ) ( ) ( )f x y f x f y          لكلXyx , ولكل, R  
. وبصورة متشابھة نعرف التماثل الأیمن
تقابلیة fأما أذا كانت الدالة.متباینة، وشامل عندما تكون الدالة شاملة fیقال للتماثل بأنھ متباین أذا كانت الدالة

X,ویقال عن المقاسین . (Isomorphism)بأنھا تشاكلfففي ھذه الحالة یقال عن الدالة) ملةمتباینة وشا( Y بأنھما
Xویرمز لھما بالرمز. إذا وجد تشاكل بینھما)Isomorphic(متشاكلتین  Y .

X,لیكن كل من: الخاصة ومن ھذه التماثلات التماثلاتوالآن لابد لنا أن نتوقف عند بعض  Yعلى الحلقة مقاس أیسرR.
YXfإذا كانت الدالة: ) zero homomorphism(التماثل الصفري ) 1( : معرفة بالصیغة  0xf لكل

Xx فانf تمثل تماثلا  ویسمى ھذا التماثل بالتماثل الصفري .
XXfإذا كانت الدالة: )Identity homomorphism (التماثل المحاید  أو الذاتي ) 2(  : معرفة بالصیغة

  xxf  لكلXxفانf تمثل تحویلا خطیا ویسمى ھذا التحویل بالتحویل المحاید.
)16.2(مبرھنة 

YXلیكن كل من  f:ولیكن . Rأیسر على الحلقة مقاس , X Y تماثل أیسر
)1 ((0 ) 0X Yf )2 (( ) ( )f x f x   لكلx X)3 (( ) ( ) ( )f x y f x f y   لكلXyx ,
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: البرھان
)1(

(0 ) (0 0 ) (0 ) (0 ) 0 0 0X X X X X X X Xf f f f      
(0 ) 0 (0 ) 0 0 (0 ) ( (0 ) (0 )) (0 ) (0 )X Y X Y Y X X X X Xf f f f f f f        

)2(
( ) (( ) ) ( 1) ( ) ( )f x f x f x f x        

)3 (
( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f x f y        

ملاحظة 
باستخدام الاستقراء الریاضي ، نحصل على

1 1

( ) ( )
n n

i i i i
i i

f x f x 
 

    لكلix X ولكلi R  ،1,2, ,i n 

)17.2(مبرھنة 
,لیكن كل من  ,X Y Z أیسر على الحلقة مقاسR . ولیكن كل من: , :f X Y g Y Z تماثل أیسر فان

ZXfg :یمثل تماثل أیسر .
البرھان 

,لیكن   , ,R x y X   

          
   

( ( ) ( ))g f x y g f x y g f x f y g f x g f y

g f x g f y

       

 

      

 



 
fg تماثل

) 18.2(مبرھنة
X,لیكن كل من  Y أیسر على الحلقة مقاسR . ولیكن:f X Yفأن.تماثل أیسر

)فان Xمقاسا جزئیاً  فيMإذا كانت ) 1( )f Mیكون مقاسا  جزئیاً  فيY.
)1فان Yمقاسا جزئیاً  في Nإذا كانت) 2( )f N یكون مقاسا جزئیاً  فيX.

: البرھان 
)1 (

    :f M f x x M Y  

0بما أن M) لانMًمقاسا جزئیا  (( ) 0 (0) ( )f M f f M    
لیكن     1 2, , ,R y y f M     1 1 2 2,y f x y f x   1حیث أن 2,x x M

     1 2 1 2 1 2y y f x f x f x x         

Xمقاسا جزئیاً  فيMبما أن  1 2 1 2y y f M x x M        

)2(
    1 :f N x X f x N X    

)1واضح أن    )f N     : لیكن 1
1 2, , ,R x x f N      1 2,f x f x N 

مقاسا جزئیاً Nبما أن    Bxfxf  21  1 2f x x B    1
1 2x x f B    
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وعلیھ فأن   Bf 1 فضاء جزئیاً فيX .
)19.2(تعریف

X,لیكن كل من  Y أیسر على الحلقة مقاسR . ولیكن:f X Yنواة الدالة .تماثل أیسرf یرمز لھا بالرمز
)ker( f بالصیغة وتعرف 0)(:)ker(  xfXxf ، ومجموعة الصور یرمز لھا بالرمزIm f

Imویعرف بالصیغة  { ( ) : }f f x x X 

)20.2(مبرھنة
X,لیكن كل من  Y ى الحلقة أیسر علمقاسR . ولیكن:f X Yتماثل أیسر.

(1))ker( f مقاس جزئي أیسر منX) .2 ( 0)ker( f إذا وفقط إذا كانf3. (متباینا (Im f مقاس
Yجزئي أیسر من 

:البرھان
بما أن       ker 0 0 ker 0 0f f f    

لیكن    , , , kerR x y f     فأن    0,0  yfxf   وأن
          000   yfxfyxf

     fyxf kerker ًمقاسا  جزئیا .
نفرض  ) 2(   0ker f ثم نبرھن أنfمتباین

Xyxلیكن ,  بحیث أن   yfxf  .واضح أن
        00ker0  yfxfyxffyxyxyxfمتباینة

تماثلً  متبایناً ثم نبرھن أن fوبالعكس، نفرض  }0{ker f

ولتكن      fxxf ker0  بما أن ،      000  ffxf

تماثلا  متبایناً    fبما أن     00ker xf.
)3(

0بما أن X( ) 0 (0) ( )f X f f X    
لیكن     1 2, , ,R y y f X     1 1 2 2,y f x y f x   1حیث أن 2,x x X

     1 2 1 2 1 2y y f x f x f x x         

مقاسا Xبما أن  1 2 1 2y y f X x x X        

)21.2(مبرھنة 
:الدالة. Rعلى الحلقة Xمقاس جزئي أیسر من المقاس الأیسرMلیكن /X X M المعرفة بالصیغة

Mxx )( لكلXx تكون تماثل أیسر شامل وانM)ker( تسمى الدالة القانونیة)Canonical
Function ( أو الدالة الطبیعیة)Natural Function(

:البرھان
)1 (  لیكن : تماثل, , ,R x y X   

)()()()()()( yxMyMxMyxyx  
  تماثل.
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)2 ( لیكن : شاملMXy / یوجدXx بحیثMxy 

 yMxx)( شامل.
)3 (M)ker(

      MMxXxMMxXxMxXx  ::)(:)ker( 

ملاحـــظة
Xyxباینة لأنھ إذا كان لیس على العموم متالدالة  , بحیثMyx  فانMyMx  وبالتالي)()( yx  

ملاحظة 
)بالرمزYإلى المقاسXسوف نرمز لمجموعة التماثلات من المقاس  , )Hom X Y

}f  تماثل( , ) { : ,Hom X Y f X Y 
Xوفي حالة  Y نكتب( )Hom Xبدلا من( , )Hom X X أي أن،( )Hom Xت تمثل مجموعة كل التماثلا

)إلى نفسھا وغالبا ما نكتب الرمزXمن المقاس(Endomorphism)الداخلیة  )End X . وكلا من المقاسین لھا
)نفس المعنى ،أي أن ) ( )End X Hom X . ویرمز أیضا لمجموعة كل التشاكلات على المقاسXبالرمز( )A X

.)Automorphism(والتي تسمى التشاكلات الذاتیة  

تمارین 
Rلكل . Rمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xلیكن) 1(  نعرف الدالة ،:D X X  بالصیغة( )D x x  

xلكل  X .  برھن على أن
D)ب(تماثل زمري    D) ا( D D     )إذا كانت )  ج قابلة للانعكاس فانD تشاكل

xلكل . Rمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xلیكن)  2( X نعرف الدالة ،:xh R X بالصیغة( )xh r r x 

rلكل  R . برھن على أنxh تماثل زمري.
والمعرفة nتمثل مجموعة المصفوفات المربعة من الدرجة nXحلقة تبادلیة ذات عنصر محاید  ولتكن Rلتكن) 3(

.Rتمثل مقیاس أیسر أحادي على nXبرھن على أن . Rعلى 



472ر
Multi-linear algebraالجبر المتعدد الخطي

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

17

Algebraالجبـر. 3
حلقة تبادلیة ذات عنصر محاید Rلتكن 

) 1.3(تعریف
Xإذا وجدت عملیھ علىRعلى) Algebra(بأنھ جبرXیقال عن. Rمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xلیكن 

): X X X   ( تسمى عملیة الضرب ، وتحقق البدیھیات الآتیة
)1 (( ) ( ) ( )z x y z x z y         لكل, ,x y z X ولكل, R  
)2(( ) ( ) ( )x y z x z y z         لكل, ,x y z X ولكل, R  

 0عندما نضع  نحصل على( ) ( ) ( )z x z x z x      
 1عندما نضع, 1   نحصل على( ). . . , .( ) . .x y z x z y z z x y z x z y     
یقال عن الجبرX بأنھ
zyxzyxكان إذا) Associative algebra(جبر تجمیعي ) 1( )..()..( لكلXzyx ,,
.1بحیث أن X1جبر ذات عنصر محاید إذا وجد )2( .1x x x  لكلXx بالعنصر المحاید 1ویسمى .
xyyxإذا كان ) commutative algebra(إبداليجبر )  3( .. لكلXyx ,.

)2.3(مـثـال
.حلقة تبادلیة ذات عنصر محاید تكون جبر على نفسھا وان عملیة الضرب ھي عملیة الضرب المقاسكل ) 1(
.على إبداليوجبر تجمیعي تمثل مجموعة الأعداد الحقیقیة فانتمثل مجموعة الأعداد العقدیة ، كان إذا) 2(

)3.3(تعـریـف
M، ولتكن Rجبر على الحلقة Xلیكن  X . یقال عنM  بأنھ جبر جزئي)sub algebra (منXإذا كانM جبر

.Rعلى الحلقة
ملاحظة
یمتلك على الأقل جبرین  جزئیین ھما Rعلى الحلقة Xلكل جبر 0والجبر ،Xنفسھ.
)4.3(مبرھنة 

إذا Xجبر جزئي من تكون MفانXمجموعة جزئیة غیر خالیة من M، ولتكنRجبر على الحلقة Xلیكن 
وفقط إذا كان

)1 (Mأیسر أحادي من مقاس جزئيX
)2(M  مغلقة بالنسبة لعملیة الضرب ، أي أنx y M  لكل,x y M

تمرین :البرھان 
)5.3(مبرھنة 

1لیكن كل من  2,M M جبرا جزئیا من الجبرX على الحلقةR 1فان 2M M یكون  جبر  جزئي  منX.
:البرھان 

1كل من بما أن  2,M M جبرا جزئیا من الجبرX 1فان كل من 2,M M مقاس جزئیا أیسر أحادي منX

1وعلیھ  2M M مقاس جزئي أیسر أحادي منX

1بقي أن نبرھن على أن  2M M 1نفرض : مغلقة بالنسبة لعملیة الضرب 2,x y M M 

1,x y M 2كذلك  و,x y M

1كل من بما أن  2,M Mجبرا جزئیا من الجبرX 1فان 2 1 2,x y M M x y M x y M       



472ر
Multi-linear algebraالجبر المتعدد الخطي

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

18

1وعلیھ  2M M جبر جزئي منX.
تمرین 

1لیكن كل من  2,M Mا جزئیا أیسر من الجبر جبرX على الحلقةR . ھل ان
)1(1 2M M جبر  جزئي  منX)2  (1 2M M جبر  جزئي  منX

المتولدالجزئي الجبر 
لتكن  M  

Mفان Rعلى الحلقة Xعائلة من الجبر الجزئي من الجبر  

یكون جبر جزئي  منX.

)6.3(تعریف
Aیحتوي على Xاصغر جبر جزئي من . Rعلى الحلقة Xلجبرمجموعة جزئیة غیر خالیة من اAلتكن 

ویرمز لھا بالرمز Aیسمى الجبر  الجزئي المتولد بواسطة المجموعة  A
من التعریف مباشرة یمكن إثبات الأتيو
)1 (][AA 
)2( A الجزئیة  منالجبوریساوي تقاطع جمیعXوالتي تحتوي على المجموعةA.
)3 (A جزئي  منجبرتكونX إذا وفقط إذا كان AA 

)7.3(مبرھنة 
فان . Rعلى الحلقة Xمجموعة جزئیة غیر خالیة من الجبر Aإذا كانت 

1

1 11[ ] : , ,m

m m

i i
i i m i i j

m

A a x a x a a R x A
 

   
 
  

تمرین :البرھان 
)8.3(تعریف

بأنھا Mیقال عن . Xجبر جزئي من M، ولتكنRجبر على الحلقة Xلیكن 
mكان إذاXفي)left ideal(مثالیة یسرى ) 1( M ،x X فانx m M أي أن ،

{ : , }X M x m x X m M    
mكان إذاXفي) right ideal(مثالیة یمنى ) 2( M ،x X فانm x M أي أن ،

{ : , }M X m x x X m M    

Xمثالیة یسرى و مثالیة یمنى ، أي أن Mإذا كانت Xفي) Ideal(مثالیة ) 3( M M X    حیث أن
{ : , }, { : , }X M x m x X m M M X m x x X m M         

Quotient Algebraجـبـر القسمة )    9.3(مبرھنة 
/}:{، فانRعلى الحلقة Xمثالي  في الجبرMلیكن XxMxMX  یكون جبر علىR .

: البرھان 
MX، وعلیھ  Xمقاس جزئي أیسر أحادي من MفانXمثالي  في الجبرMبما أن  یكون مقاس أیسر /

بالنسبة لعملیتي الجمع والضرب المقاسي الأیسر المعرفتین كالآتيRأحاديً  على الحلقة 
)1  (     x M y M x y M      لكل,x y X

)2   ( r x M r x M   لكلx M ولكلr R
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: كالأتيالآن نعرف عملیة الضرب           x M y M x y M       لكل,x y X .
: تعریفا حسنا ھذه العملیة معرفة

xلیكن  M x M   ،,x x Xولیكنy M y M     ،,y y X
xینتج من ذلك، أن    x M  ،y y M 

)ولكن  ) ( )x y x y x y x y x y x y x y y x x y                        
)بما أن    ) ( ) ( ), ( )x y x y M x y y x x y M x y y x x y M                       
وعلیھ     / /x y M x y M     عملیة الضرب في/X M معرفة تعریفا حسنا.

لیكن, ,x y z X ولیكن, R  
( ) ( ( ) ( )) ( ) (( ) ( ))

( ) (( ) )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ( )) ( ( ))

z M x M y M z M x M y M

z M x y M

z x y M z x z y M z x M z y M

z x M z y M

   
 

     
 

          
    
              
     

 

 
.نبرھن الجزء الأخروبالمثل 

Algebra Homomorphismالتمـاثـل الجبري  
)11.3(تعریف 

YXلیكن كل من  f:یقال عن الدالة. Rعلى الحلقة جبر, X Y بأنھا تماثل جبري  إذا تحققت الشروط الآتیة
(1))()()( yfxfyxf  لكلXyx ,

)2 (( ) ( )f rx r f x لكلXx ولكلRr
)3 (( ) ( ) ( )f x y f x f y   لكلXyx ,

تقابلیة fأما أذا كانت الدالة.ا تكون الدالة شاملة متباینة، وشامل عندمfیقال للتماثل بأنھ متباین أذا كانت الدالة
X,ویقال عن الجبرین. (Isomorphism)بأنھا تشاكلfففي ھذه الحالة یقال عن الدالة) متباینة وشاملة( Y بأنھما

Xویرمز لھما بالرمز. ماإذا وجد تشاكل بینھ)Isomorphic(متشاكلتین  Y .

)12.3(مبرھنة 
YXلیكن كل من  f:ولیكن . Rعلى الحلقة جبر, X Y تماثل جبري

)1 ((0 ) 0X Yf )2 (( ) ( )f x f x   لكلx X)3 (( ) ( ) ( )f x y f x f y   لكلXyx ,

تمرین 
,لیكن كل من  ,X Y Zعلى الحلقة جبرR . ولیكن كل من: , :f X Y g Y Z  تماثل جبري ھل أن

ZXfg :ع ذكر السببیمثل تماثل جبري ؟ م .
) 13.3(مبرھنة

X,لیكن كل من  Yعلى الحلقة جبرR . ولیكن:f X Yفأن.تماثل جبري
)فان Xجبر جزئي  فيMإذا كانت ) 1( )f Mیكون جبر  جزئيً  فيY.
)1فان Yجبر جزئيً   في Nإذا كانت) 2( )f N یكون جبر جزئيً   فيX.
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: البرھان 
)1 (

    :f M f x x M Y  

)وعلیھ Xمقاسا جزئیاً  فيMفان Xجبر جزئي  فيMبما أن )f M مقاسا جزئیاً  فيY

لیكن   1 2,y y f M   1 1 2 2,y f x y f x   1حیث أن 2,x x M

     1 2 1 2 1 2y y f x f x f x x    

Xئي  فيجبر جزMبما أن  1 2 1 2y y f M x x M     

)2(
    1 :f N x X f x N X    

)1وعلیھ Yمقاسا جزئیاً  فيNفان Yجبر جزئي  فيNبما أن )f N مقاسا جزئیاً  فيX

لیكن  1
1 2,x x f N   1 2,f x f x N 

جبر جزئي Nبما أن   1 2f x f x N  1 2f x x N   1
1 2x x f N  

یھ فأن  وعل 1f N جبر جزئي فيX .
)14.3(تعریف

X,لیكن كل من  Yعلى الحلقة جبرR . ولیكن:f X Yنواة الدالة .تماثل جبريf یرمز لھا بالرمز
)ker( f كالأتي  وتعرف 0)(:)ker(  xfXxf، ومجموعة الصور یرمز لھا بالرمزIm f ویعرف

Imبالصیغة  { ( ) : }f f x x X 

)15.3(مبرھنة
X,لیكن كل من  Yعلى الحلقة جبرR . ولیكن:f X Yتماثل جبري.

(1))ker( f جبر جزئي منX . وأكثر من ذلك  تكون مثالي فيX)2 (Im f جبر  جزئي منY

:البرھان
بما أن  ker f مقاسا  جزئیاً منX

لیكن    , kerx y f   فأن    0,0  yfxf   وأن
      0 0 0f x y f x f y     

   ker kerf x y f   جبر  جزئي .
الآن نبرھن  ker f لیكن : مثالي, ker( )x X y f ( ) 0f y  

ker( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0x y f f x y f x f y f x        
)kerوكلك   ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0y x f f y x f y f x f x        

)16.3(مبرھنة 
:الدالة. Rعلى الحلقة Xمثالي في الجبر Mلیكن /X X M المعرفة بالصیغةMxx )(

أو الدالة ) Canonical Function(تسمى الدالة القانونیة )M)kerتكون تماثل جبري شامل وان Xxلكل 
)Natural Function(الطبیعیة 
تمرین :البرھان
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Free Modulesالمقاسات الحرة. 4

)1.4(تعریف
) Free module(بأنھ مقاس حرXیقال عن . مجموعة ما Sولتكن Rمقاس أحادي أیسر على الحلقةXلیكن 

f:وجدت الدالة ذاإ، Sبالنسبة للمجموعة  S X تحقق الشرط الأتي :
g:لكل دالة  S Y بحیث أنY مقاس أیسر أحادي أخر علىR یوجد تماثل مقاسي أیسر وحید ،:h X Y.
:ملاحظة 

hیحقق العلاقة hوجود  f g ویكتب المقاس الحر بالشكل( , )X f

)2.4(مثال 
.تكون مقاس حر على نفسھا  بالنسبة  لكل مجموعة أحادیةRكل حلقة ذات عنصر محاید 

: حل ال
Xلیكن  R ،{ }S a نعرف الدالة ،:f S X بالصیغة( ) 1f a 

g:ولتكن  S Yدالة بحیث أنY مقاس أیسر أحادي أخر علىR . نعرف الدالة:h X Y بحیث
( ) ( )h x xg a لكلx X

,لیكن : تماثل مقاسي أیسر hیجب أن نبرھن ) 1( , ,R x y X   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )h x y x y g a x g a y g a xg a yg a h x h y                 

hیجب أن نبرھن ) 2( f g :
( )( ) ( ( )) (1) 1 ( ) ( )h f a h f a h g a g a    

k:نفرض : وحید hیجب أن نبرھن على أن ) 3( X Y  تماثل مقاسي أیسر أخر بحیثk f g
( ) ( ( )) (1) ( ) ( )( )g a k f a k g a k f a    
( ) ( 1) (1) ( ) ( )k x k x xk xg a h x    

h k h  وحید.
)3.4(مبرھنة 

)لیكن  , )X f مقاس حر على الحلقةR بالنسبة للمجموعةS فان ،
f:الدالة ) 1( S X    المجموعة ) 2(تكون متباینة( )f S تولدX. أي أن ،[ ( )]f S X

: البرھان 
)1(

x,لیكن  y S بحیث أنx y.  یجب أن نبرھن( ) ( )f x f y.
g:، ولتكن Rمقاس أیسر أحادي على Yلیكن  S Y دالة بحیث أن( ) ( )g x g y
یوجد تماثل مقاسي أیسر وحید:h X Y بحیث أنh f g

( ) ( )( ) ( ( )), ( ) ( )( ) ( ( ))g x h f x h f x g y h f y h f y    
)ولكن  ( )) ( ( )) ( ) ( )h f x h f y g x f y   ومن تعریف الدالة بصورة عامة ، نحصل على( ) ( )f x f y.
]یجب أن نبرھن ) 2( ( )]f S X

]لیكن  ( )]M X f S M   : یجب أن نبرھنM X
i:دالة الاحتواء  M X،) أي أن( )i x x لكلx M (متباینة ، نحتاج أن نبرھنi شاملة.
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g:لتكن  S M دالة معرفة بالصیغة( ) ( )g x f x لكلx S.
h:باستخدام تعریف المقاس الحر ، یوجد تماثل مقاسي  X Mبحیثh f g

k:لتكن  i h X X  ولتكن دالة ذاتیة علىX) أي أن( )x x  لكلx X(
: الآن 

( )( ) ( ( )) ( )( ( )) (( )( )) ( ( )) ( ) ( )k f x k f x i h f x i h f x i g x g x f x       
xلكل  SXk   

i hاتیة وعلیھ دالة ذi h دالة تقابلیة[ ( )]f S X M X   

مبرھنة الوجود)     4.4(مبرھنة 
S، یوجد مقاس حر بالنسبة للمجموعة Sوكل مجموعة Rكل حلقة 
: البرھان 

)لیكن  ) 0}f x  لكلx S A  حیثA مجموعة منتھیة وجزئیة منS{ : ,X f S R 
.Sبالنسبة Rمقاس حر على Xبقي أن نبرھن . Rلقة مقاس أیسر أحادي على الحXبسھولة ممكن إثبات أن 

g:، ولتكن Rمقاس أیسر أحادي على Yلیكن S Y دالة  نعرف الدالة:S X  بالصیغة( ) xx 
بحیث أن 

1,
( )

0,x

y x
y

y x



  

.معرفة تعریفا حسنا xبسھولة یمكن إثبات 
:الآن 

h:نحتاج أن نبرھن على وجود تماثل مقاسي وحید  X Y یحققh g .
h:نعرف الدالة  X Y بالصیغة( ) ( ) ( )

x S

h f f x g x


 لكلf X .

1لیكن  2,f f X 1ولیكن 2,r r R

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( )( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x S x S

x S x S

h r f r f r f r f x g x r f x g x r f x g x

r f x g x r f x g x r h f r h f

 

 

    

  

 

 
h:وعلیھ  X Y لیكن : تماثل مقاسيx S

( )( ) ( ( )) ( ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 1 ( )
y S

h x h x x y g y x x g x g x   


    

h g   . وعلیھ:h X Y تماثل مقاسي ویحققh g 
h:لیكن  X Y  تماثل مقاسي آخر یحققh g  . یجب أن نبرھنh h 
xلیكن  X

)بما أن  )S تولدX فانھ یوجدir R ،( ) ( )ix S  1,2لكل, ,i k  بحیث أن
1

( )
k

i i
i

x r x




1 1 1 1 1

( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )
k k k k k

i i i i i i i i i i
i i i i i

h x h r x r h x r g x r h x h r x h x   
    

           
( ) ( )h x h x   لكلx Xh h  
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الوحدانیة )  5.4(مبرھنة 
1لیكن كل من  1( , )X f،2 2( , )X f مقاس حر على الحلقةR بالنسبة للمجموعةS فانھ یوجد تشاكل مقاسي ،

1 2:h X X 1بحیث أن 2h f f
:البرھان 

1بما أن كل من  1 2 2: , :f S X f S X  1وان 1( , )X f مقاس حر على الحلقةR بالنسبة للمجموعة
S  1، فانھ  یوجد تماثل مقاسي وحید 2:h X X 1بحیث أن 2h f f

1ن وكذلك بما أن كل م 1 2 2: , :f S X f S X  2وان 2( , )X f مقاس حر على الحلقةR بالنسبة للمجموعة
S  2، فانھ  یوجد تماثل مقاسي وحید 1:k X X 2بحیث أن 1k f f

1 1 2 1 1( ) ( )Xk h f k f k h f k h f            وبالمثل نبرھن
2Xh k  

1تقابلیة وعلیھ hالدالة   2:h X X 1تشاكل مقاسي یحقق 2h f f

) 6.4(مبرھنة 
بالنسبة لنفس Rیتشاكل مع مقاس القسمة من المقاس الحر على الحلقة Rقة على الحلXكل مقاس أیسر أحادي

.المجموعة 
: البرھان 

)1ولتكن . Rمقاس أحادي أیسر على الحلقة Xلیكن  , )X f مقاس حر على الحلقةR بالنسبة للمجموعةS حیث
]، أي أن Xإلىمجموعة جزئیة  مولدة  ]S X ولتكن:i S X تمثل دالة الاحتواء ،أي أن( )i x x لكل

x S1، وعلیھ باستخدام تعریف یوجد تماثل مقاسي وحید:h X X  بحیث أنh f i . یجب أن نبرھنh

xلیكن :  شاملة  X 1د یوج 2, , , nx x x S 1وكذلك 2, , , nr r r R بحیث أن
1

n

j j
j

x r x




1ولیكن 
1

( )
n

j j
j

y X y r f x


   وان

1 1 1 1

( ) ( ( )) ( ( )) ( )
n n n n

j j j j j j j j
j j j j

h y h r f x r h f x r i x r x x
   

      
1:  نلاحظ أن  / ker( )X X h

)7.4(تعریف
R.مقاس   Xلیكن nxx ,...,1X   تمدة مى مع تس
1إذا وجدت (Linear Dependent)خطیا  2, , n R   لیست جمیعھا أصفار بحیث أن

02221  nn xxx  
(linear independent) ذلك یقال أن المجموعة مستقلة خطیا وما عدا nxx ,...,1

تكون مستقلة خطیا إذا كان
02221  nn xxx            021فان  n .

تكون  AAیقال أن Xمن مجموعة جزئیةAإذا كانت  
بحیث Aمجموعة معتمدة خطیا أي إذا وجدت مجموعة منتھیة غیر خالیة من Aمستقلة خطیا و ما عدا ذلك یقال أن 

.تكون معتمدة خطیا 
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ملاحظات
XAXxولتكن Rمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xلیكن   ;0

.یھ فأن كل مقاس جزئي یكون مجموعة معتمدة خطیاتكون معتمدة خطیا وعلAفان A0إذا كان )(1
00إذا كان ) (2 x فان المجموعة 0x مستقلة خطیا.

)8.4(مبرھنة
XBAولتكن Rمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xلیكن  

.تكون مستقلة خطیاAًمستقلة خطیا فان Bإذا كانت )(2. تكون معتمدة خطیاBًمعتمدة خطیا فانAإذا كانت )(1
البرھان

AADبما أن   ) (1 D
BABDD  معتمدة خطیا.
.وھذا تناقض) 1حسب (دة خطیا تكون معتمBمعتمدة خطیا فأن Aإذا كانت )(2

) 9.4(تعریف
Xإلى (Basis)قاعدةAیقال أن . Rعلى الحلقة Xمجموعة جزئیة غیر خالیة في مقاس أیسر أحاديAلتكن 
Xمستقلة خطیا وتولدAانت إذا ك  AX  .

المجموعة  nee }0,1,,0,{}0,1,0,,0,{}0,0,,1,0{حیث  1,...., 21   neee تشكل قاعدة إلىnR

وتسمى بالقاعدة الطبیعیة 
)10.4(مثال

1وكانت Fفضاء متجھات على الحقل Xلیكن ) 1( 2{ , , , }nx x x   إلىقاعدةX فان تكون قاعدة
Fعلى الحلقة Xللمقاس 

Xحلقة ذات عنصر محاید فان Rلتكن ) 2( R یكون مقاس أیسر علىR
{1}لتكن   فان إلىتكون قاعدةX .ن لا

0فرضنا لو 1 0r r    وعلیھ مستقلة خطیا
 لتكن[ ] 1X x x x R x X         تولدX وعلیھقاعدة إلىX.
3ولیكن . حلقة الأعداد الصحیحة لتكن ) 3( {0,1,2}X  X  مقاس أیسر على

{0,1,2},{1,2},{0,2},{0,1},{1},{0},ھي Xالمجموعات الجزئیة من 
.لأنھا تحتوي على الصفر{0,1,2},{0,2},{0,1},{0}المجموعات 

3غیر مستقلة خطیا لان مثلا {1}المجموعة  1 0  3ولكن 0
2لان مثلا غیر مستقلة خطیا{2}المجموعة  3 0  3ولكن 0
,1}المجموعة  2غیر مستقلة خطیا لان مثلا {2 1 2 2 0    2ولكن 0

Xإلىوعلیھ لاتوجد قاعدة 

ملاحظة 
ا كانت إذ 0Xفلا توجد مجموعة جزئیة مستقلة خطیا منXوعلیھ فانX .

ولكن لیس بالضرورة كل مقاس أیسر أحادي   . كل فضاء متجھات غیر صفري یمتلك قاعدة
)11.4(مبرھنة
.یمتلك قاعدة Xوفقط كان إذایكون مقاس حر X، فان Rمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xلیكن 
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:البرھان 
)نفرض  , )X f مقاس حر على الحلقةR بالنسبة للمجموعةS ،

)تكون المجموعة ) 3(باستخدام المبرھنة  )f S تولدX. أي أن ،[ ( )]f S X
1لیكن  2( ), ( ), , ( ) ( )nf x f x f x f S 1بحیث أن 1 2 2( ) ( ) ( ) 0n nr f x r f x r f x    ،1 2, , , nr r r R

1یجب أن نبرھن على أن  2 0nr r r    . نعرف الدالة:kg S R بالصیغة
1,

( ) , 1, 2, ,
0,

k
k

k

x x
g x k n

x x


  



,1,2لكل :  باستخدام تعریف المقاس الحر نحصل على : الآن  ,k n وحید  ، یوجد تماثل مقاسي:kh X R

kبحیث أن  kh f g.

1 1 1 1

( ) 0 ( ( )) 0 ( ( )) (0) 0 ( ) 0
n n n n

i k i i i i i i i
i i i i

r g x r h f x h r f x h r f x
   

          
1 20 0 0 1 0 0k k nr r r r r            1,2لكل, ,k n  وعلیھ( )f S مستقلة خطیا

( )f S  قاعدة إلىX .
الأخر     تجاه  XXنفرض   :  الا   .XR

i:لتكن : بالنسبة للمجموعة  X  تمثل دالة الاحتواء ،أي أن( )i x x لكلx 
g:ولتكن  Y دالة بحیث أنY مقاس أیسر أحادي أخر علىR .

xلیكن Xx X  بما أن ، إلىقاعدةX
1

n

i i
i

x r x


  بحیث,i ix r R  1,2لكل, ,i n 

h:نعرف الدالة  X Y بالصیغة
1

( ) ( )
n

i i
i

h x r g x


.

یجب أن نبرھن
)1(h تماثل مقاسي أیسر)2(h i g)3(h  وحید( , )X i  مقاس حر على الحلقةR بالنسبة للمجموعة

)12.4(نتیجة 
.یكون مقاس حر على ذلك الحقل معینكل فضاء متجھات على حقل 

)13.4(نتیجة
x,ولیكن Rمقاس حر على الحلقة Xلیكن  X r R  .0ذا كان اrx  0وكانx  0فانr 

0rxكان إذا: أي أن (  0فانr  0أوx (
: البرھان 

RXمقاس حر على الحلقة Xبما أن   لھ قاعدةS

بما أن 
1

n

i i
i

x r x x X


    حیث,i ix S r R   1لكل, 2, ,i n 

1 1

( ) 0 ( )
n n

i i i i
i i

rr x rx r r x
 

    



472ر
Multi-linear algebraالجبر المتعدد الخطي

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

26

0irrمستقلة خطیا فان Sوعة بما  أن المجم  1,2لكل, ,i n 
0xبما أن   یوجدk 0بحیث أنkr  0ولكنkrr  0فانr 

)15.4(تعریف
نھ بأXیقال عن . مجموعة ما Sولتكن Rجبر على الحلقةXحلقة تبادلیة ذات عنصر محاید  ولیكنRلیكن 

f:وجدت الدالة إذا، Sبالنسبة للمجموعة ) Free algebra(جبر حر S X تحقق الشرط الأتي :
g:لكل دالة  S Y بحیث أنY جبر أخر علىRاثل جبري وحید ، یوجد تم:h X Yیحققh f g.

تمـریـن 
.كل المبرھنات  المتعلقة بالمقاس الحر تحقق بالجبر الحر 
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Tensor Productالضرب التنسوري. 5

)1.5(تعریف
,لیكن كل من  ,X Y Z على الحلقة مقاس أیسر أحاديR ،:f X Y Z دالة ولیكن لكلXaولكلYb

bf:الدوال X Z ،:af Y Zیغة صمعرفة بال( ) ( , ) ( )a bf b f a b f a  . یقال عنG بأنھا ثنائیة الخطیة
)Bilinear (كانت كل من إذا,a bf fأي أن (تماثل مقاسي أیسرf بعبارة أخرى ). تماثل مقاسي أیسر لكل متغیر

f:یقال عن الدالة  X Y Z  بأنھا ثنائیة الخطیة اذا تحققت البدیھیات الآتیة:
)1 (1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )f x x y f x y f x y   1لكل 2,x x X ولكلy Y

)2(1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )f x y y f x y f x y   لكلx X 1ولكل 2,y y Y

)3(( , ) ( , ) ( , )f rx y f x ry rf x y لكلx X،y Y ولكلr R

)2.5(مثال
f:الدالة .حلقة ذات عنصر محاید Rلتكن ) 1( R R R  المعرفة بالصیغة( , )f x y xyتكون ثنائیة الخطیة
2Xكان إذا) 2( Y Z    فان كل من, ,X Y Z فضاء متجھات على الحقل والدالة:f X Y Z 

المعرفة 
1بالصیغة  1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1(( , ), ( , )) ( , )f x y x y x x y y x y x y   2لكل

1 1 2 2( , ), ( , )x y x y  تكون ثنائیة
.الخطیة

Xكان إذا) 3( Y Z    فان كل من, ,X Y Z فضاء متجھات على الحقل والدالة:f X Y Z 
)2المعرفة  بالصیغة  , )f x y xy لكل( , )x y  لان. لیست  ثنائیة الخطیة

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )f x y y f x y f x y  

X,2كان إذا) 4( Y Z    فان كل من, ,X Y Zفضاء متجھات على الحقل والدالة:f X Y Z 
)المعرفة  بالصیغة  , ) ( , )f x y x xy لكل( , )x y ن  ثنائیة الخطیة تكو.

X,2كان إذا) 5( Y Z    فان كل من, ,X Y Zفضاء متجھات على الحقل والدالة:f X Y Z 
)المعرفة  بالصیغة  , ) ( 1, )f x y x xy  لكل( , )x y  لیست  ثنائیة الخطیة.

) 3.5(مثال
X,لیكن كل من  Y مقاس أیسر أحادي على الحلقةR . 1دوال المسقط 2: , :P X Y X P X Y Y   

1المعرفة بالصیغ   2( , ) , ( , )P x y x P x y y  لكلx X ولكلy Y لیست ثنائیة خطیة.
ملاحظة 

1لیكن كل من  2, , , ,nX X X Y مقاس أیسر أحادي على الحلقةR .1یقال عن الدالة 2: nf X X X Y   
.ماثل مقاسي أیسر لكل متغیرتfكانت إذا) Multlinear(بأنھا متعددة الخطیة 

)4.5(مثال
f:الدالة .حلقة ذات عنصر محاید Rلتكن) 1( R R R R    المعرفة بالصیغة

1 2 1 2( , , , )n nf x x x x x x تكون متعددة الخطیة
2كان إذا) 2( 3

1 2 3, , ,X X X Y       1فان كل من 2 3, , ,X X X Y فضاء متجھات على الحقل
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1والدالة 2 3:f X X X Y   1المعرفة  بالصیغة 2 3 4 5 1 5 3 4(( , ), , ) ( , , )f x x x ix x x x x x   لكل
2

1 2( , )x x   ،3 4x ix  5ولكلx  تكون متعددة الخطیة.
)5.5(مبرھنة

X,لیكن كل من Y مقاس أیسر أحادي على الحلقةRولتكن ،:f X Y R  نضع . دالة ثنائیة الخطیة
{ : ( , ) 0, }XN x X f x y y Y     وكذلك{ : ( , ) 0, }YN y Y f x y x X    

یسمى XN،YNوكل من Yمقاس جزئي أیسر أحادي منYNوكذلك Xمقاس جزئي أیسر أحادي من XNفان 
).null module(بالمقاس الصفري 

: البرھان 
0ا أن بم (0,0) (0) 0X XN N f f     

XNxxلیكن  21 ,ولیكن , R   لكلYy

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) (0) (0) 0y y yf x x y f x x f x f x f x y f x y                  

1 2X XN x x N    مقاس جزئي أیسر أحادي منX . وبالمثل نبرھنYNجزئي أیسر أحادي مقاس
Yمن

) 6.5(تعریف
X,لیكن كل من Y مقاس أیسر أحادي على الحلقةR یقال عن الدالة ثنائیة الخطیة ،:f X Y R  بأنھا غیر

.YN}0{كذلك وXN}0{كان إذامنحلة  
ملاحظة 

}0{XN لكل :  ، تعني أنx X 0بحیثx  یوجد ،y Y بحیث أن( , ) 0f x y  بعبارة أخرى ، :
)اذا كان   , ) 0f x y  لكلYy 0فانx

)7.5(تعریف 
X,لیكن كل من Y مقاس أیسر أحادي على الحلقةR . الضرب التنسوري للمقاسین,X Y على الحلقةR ھو

f:الدالة ثنائیة الخطیة  إلىبالإضافةZالأحادي المقاس الأیسر X Y Z  وتحقق الشرط  الأتي :
g:ولكل دالة ثنائیة الخطیة Rعلى الحلقة Wلكل مقاس أیسر أحادي  X Y W وجد تماثل مقاسي وحید ، ی

:h Z W یحققh f g . في ھذه الحالة نكتبZ X Y 
: f hg h f X Y W X Y Z W      

)8.5(مبرھنة 
X,لیكن كل من Y مقاس أیسر أحادي على الحلقةR . اذا كان( , )Z f تمثل الضرب التنسوري للمقاسین,X Y

)، فان Rعلى الحلقة  )f A BیولدZ أي أن ،[ ( )]f A B Z 
:البرھان 

.نفس الأسلوب في مبرھنة المقاس الحر 
مبرھنة الوجود)     9.5(مبرھنة 

X,لیكن كل من Y مقاس أیسر أحادي على الحلقةR فانھ یوجد مقاس أیسر أحادي ،Z بحیث أنZ X Y 
:البرھان 

)لیكن  , )T  مقاس حر بالنسبة الىX Y . لیكنM المقاس الجزئي المتولد من العناصر بالصیغة
1 2 1 2 1 2 1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , )a a b a b a b a b a b a b b a b a b a b                
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Z|نضع   T M  ولیكن:f X Y T Z    أي أن ،f    حیث أن ،تمثل الدالة القانونیة.
)یجب أن نبرھن  , )Z f الضرب التنسوري للمقاسین,X Y على الحلقةR

 نبرھن:f X Y Z  دالة ثنائیة خطیة
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( )( , ) ( )( , ) ( )( , )

( ( , ) ( ( , ) ( ( , ) ( ( , ) ( , ) ( , )) 0

f a a b f a b f a b a a b a b a b

a a b a b a b a a b a b a b

     
         

      
        

  

1وعلیھ  2 1 2( , ) ( , ) ( , )f a a b f a b f a b  وبالمثل نبرھن بقیة خواص الدالة ثنائیة الخطیة.
 لیكنWلحلقة مقاس أیسر أحادي على اR ولتكن:g X Y W  دالة ثنائیة الخطیة

)بما أن   , )T  إلىمقاس حر بالنسبةX Y یوجد تماثل مقاسي وحید ،:h T W  بحیث أنh g 
1، مثل Mلكل النقاط التي تولد  2 1 2( , ) ( , ) ( , )a a b a b a b     نحصل على ،

1 2 1 2 1 2 1 2( ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) 0h a a b a b a b g a a b g a b g a b         

)تماثل مقاسي  وعلیھ hلان  ) 0h x لكلx M . نعرف: /H T M W بالصیغة( ) ( )H x M h x  لكل
x T.

( ) ( )H f H H h g            
K:لیكن  Z W تماثل مقاسي یحققK f g . یجب أن نبرھنK H : لیكنy Z

)بما أن  )f X Y متولد بواسطةZ  فان ،
1

( , )
n

i i i
i

y r f a b




1 1 1 1 1

( ) ( ( , )) ( ( , )) ( , ) ( ( , )) ( ( , )) ( )
n n n n n

i i i i i i i i i i i i i i i
i i i i i

K y K r f a b r K f a b r g a b r H f a b H r f a b H y
    

         
H K 

الوحدانیة )  10.5(مبرھنة 
X,لیكن كل من Yسر أحادي على الحلقة مقاس أیR . ولیكن,Z X Y Z X Y    أي أن كل من،

( , )Z f ،( , )Z f  . ضرب تنسوري للمقاسین,X Y على الحلقةR .ل مقاسي فانھ یوجد تشاك: Z Z  یحقق
f f 

: البرھان 
نفس الأسلوب في مبرھنة الوحدانیة المقاس الحر

ملاحظات
)1(Z X Y  ھو الضرب التنسوري للمقاسین,X Y على الحلقةR ویكتب أحیانا ،( , )Z f

:توجد دالة ثائیة الخطیة ) 2( X Y X Y    تسمى بالدالة التنسوریة)Tensor function(
)3(( , )a b a b X Y     العنصر ،a b تولدX Yالعنصر النموذجي في وX Y یكتب بالصیغة

( )i i i
i

r a b
: دالة ثنائیة الخطیة تعني وفي الحقیقة 

)1 (1 2 1 2( )a b b a b a b     )2(1 2 1 2( )a a b a b a b     )3  (( )a b a b a b      
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الوحدانیة )  11.5(مبرھنة 
Xفان . Rمقاس أیسر أحادي على الحلقة Xلیكن  R X R X  

:البرھان 
h:نعرف الدالة  X R X  بالصیغة

1

( ) ( )
n

i i i
i

h x s r x


 لكل
1

( )
n

i i i
i

x s x r X R


   
g:نعرف الدالة . معرفة تعریفا حسنا hبسھولة یمكن إثبات  X X R  بالصیغة( ) 1g a a  وأیضا بسھولة

. معرفة تعریفا حسناgیمكن إثبات 
( )( ) ( ( )) ( 1)h g a h g a h a a   

Xh g   

1 1 1

( )( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ) ) ( )
n n n

i i i i i i i i i
i i i

g h x g h x g h s x r g s r x s x r x
  

        

X Rg h   X R X  وبالمثل نبرھنX R X.

nX,كان إذا:مثلا  R   فانX یكون مقاس علىR  . وعلیھn n n       

)12.5(مثال
2برھن على أن  3 0  

: الحل 
2 3{0,1}, {0,1,2}  

0 0 0, 0 1 0 0 1 0(0 1) 0 0 1 0 0 1             
0 1 0, 0 2 0   0 0 0a b    .

1 1 1 4 1 4 1 1 0 1 1         
1 2 1 2 1 2 1 1 0 1 0         

2 3 0   

)13.5(مثال
2برھن على أن  4 2   

: الحل 
2 4{0,1}, {0,1,2,3}  

0 0 0 1 0 2 0 3 1 2 0         
1 1 1 3, 1 1 1 1 0      

2 4  1}اس متولد بواسطة ھو مق 1} 1بالنسبة 1 1 1 0     2وعلیھ 4 2   
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1 2 1 2 1 2 1 1 0 1 0

1 3 1 3 1 3 1 1 1 1

1 1 1 1 1 (1 1) 1 2 0

         
        
        

بصورة عامة 
0, . . ( , ) 1

, . . ( , )n m
k

g c d n m

g c d n m k


   

 


برھن على أن : تمـریـن 
)1  (3 5 0  )2  (11 2 0  )3   (6 9 3   

)14.5(مثال
2برھن على أن   3 6    وبصورة عامةn m nm   

: الحل 
1ھي 2إلىالقاعدة الطبیعة  2{ (1,0), (0,1)}e e 3طبیعیة لى والقاعدة ال ھي

1 2 3{ (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}f f f  

2إلىالقاعدة  3  1ھي 1 1 2 1 3 2 1 1 2 1 3{ , , , , , }e f e f e f e f e f e f     

1 1 1 2

1 3 2 1

2 2 2 3

(1,0) (1,0,0) (1,0,0,0,0,0), (1,0) (0,1,0) (0,1,0,0,0,0)

(1,0) (0,0,1) (0,0,1,0,0,0), (0,1) (1,0,0) (0,0,0,1,0,0)

(0,1) (0,1,0) (0,0,0,0,1,0), (0,1) (0,0,1) (0,0,0,0,0,1

e f e f

e f e f

e f e f

       
       

        )

2نعرف الدالة  3 6:f     بالصیغة(( , ) ( , , )) ( , , , , , )f x y a b c ax ay bx cy cx cy 

1 1 1 2

1 3 2 1

2 2

( ) ((1,0) (1,0,0)) (1,0,0,0,0,0), ( ) ((1,0) (0,1,0)) (0,1,0,0,0,0)

( ) ((1,0) (0,0,1)) (0,0,1,0,0,0), ( ) ((0,1) (1,0,0)) (0,0,0,1,0,0)

( ) ((0,1) (0,1,0)) (0,0,0,0,1,0), (

f e f f f e f f

f e f f f e f f

f e f f f

       
       

    2 3) ((0,1) (0,0,1)) (0,0,0,0,0,1)e f f   

ملاحظة 
nمصفوفة من الدرجة Aكانت إذا m ولتكنB مصفوفة من الدرجةr s على الحقلF . نعرفA B

nrعلى إنھا مصفوفة من الدرجة  ms وكالاتي :
11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 2 1 2 1 2

m s s

n n nm r r rs r r rs

a a a b b b b A b A b A

A B

a a a b b b b A b A b A

     
             
          

  
           

  

)15.5(مثال

كانت إذا
2 3 6

1 2
, 1 0 2

0 3
1 4 5

A B

 
           

فان 
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2 4 3 6 6 12

0 6 0 9 0 18

1 2 0 0 2 4

0 3 0 0 0 6

1 2 4 8 5 10

0 3 0 12 0 15

A B

 
 
 
 

   
 
  
 

 

2 3 6( ) ( ) ( )M M M    4وكذلك 9 36   

Tensor Product of homomorphismسوري للتماثل الضرب التن
,لیكن كل من , ,X Y X Y  مقاس أیسر أحادي على الحلقةR .ولیكن كل: , :f X X g Y Y   تماثل مقاسي.

f:الدالة  g X Y X Y     معرفة بالصیغة( )( , ) ( ( ), ( ))f g x y f x g y  وكل من: X Y X Y   
: X Y X Y       معرفة بالصیغة ،

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ( ))( , ) (( ))( , )) ( ( ), ( ))

( ( ) ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

f g a a b f g a a b f a a g b

f a f a g b f a g b f a g b

  
  

      
   


1دالة ثنائیة الخطیة ، فان  لان  2 1 2( ( ))( , ) ( ( )( , )) ( ( )( , ))f g a a b f g a b f g a b         
بما أن 

h:یوجد تماثل وحید  X Y X Y   حقق ی( )h f g   
( ) ( ( , )) ( )( , ) ( ( ))( , ) (( ))( , )) ( ( ), ( )) ( ) ( )h a b h a b h a b f g a b f g a b f a g b f a g b              

fنعرف  g h  ویسمى الضرب التنسوري للتماثلاتf ،g.
)16.5(مثال 

2لیكن كل من   2: , :f g     دالة  بحیث أن( , ) ( , ), ( ) 3f x y x y x y g x x    لكل
,x y . 2فان كل من,  مقاس على وان كل من,f g 2اوجد .تماثل مقاسي 2:f g      

: الحل 
2نعرف  الدالة   2:f g       بالصیغة

f( )(( , ) ) ( , ) ( )f g a b c f a b g c   
( )(( , ) ) ( , ) 3 ( , )3 (3( ),3( ))f g a b c a b a b c a b a b c a b ac bc           

من ناحیة أخرى
( )( , ) ( )( , ) 3 ( , ) (3( ),3( ))

x y x y x y
f g x y f g c c c x y x y

c c c c c c
        

)17.5(مثال 
2لیكن كل من   3

2: , : ( )f g M     دالة  بحیث أن

( , ) ( , , ), ( )
a b

f x y xy xy x y g x b c d
c d

 
      

 
2اوجد .  3

2: ( )f g M      

یترك  واجب : الحل
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Prime Submoduesالمقاسات الجزئیة الأولیة  . 6

)    1.6(تعریف 
بأنھا مثالیةیقال عن . Rمثالیة في الحلقة لتكن 

: إذا تحقق الشرط الأتي )Maximal(أعظمیة ) 1(
Jبحیث Rمثالیة في Jإذا كان  R   فانJ R

: إذا تحقق الشرط الأتي ) Prime(أولیة ) 2(
a,كان إذا b R بحیثa b  فانa أوb 

)في حلقة الأعداد الصحیحة  , , )  فان
1nإذا كان  فان المثالیة الرئیسیة(( ), , )n  ط إذا كان تكون أعظمیة إذا وفقnعددا أولیا  .
)كل من , , ), ({0}, , )    مثالیة أولیة

إذا كانتمثالیة فعلیة في الحلقة ذات العنصر المحایدRوفقط إذا كانت فإنھا تكون أعظمیة إذا/R حقلا.
إذا كانت مثالیة فعلیة في الحلقةR فإنھا تكون أعظمیة إذا وفقط إذا كانت( , )a R  لكلa.
 إذا كانتR حلقة تبادلیة ذات عنصر محاید فانR مثالیة أولیة{0}تكون ساحة متكاملة إذا وفقط إذا كانت
 إذا كانت مثالیة فعلیة في الحلقةR فان تكون مثالیة  أولیة  فيR إذا وفقط إذا كانت/R  ساحة متكاملة
بادلیة ذات العنصر المحاید تكون كل مثالیة أعظمیة ھي مثالیة أولیةفي الحلقات الت .

)2.6(تعریف 
)حلقة ، ولتكن Rلتكن  )Spec R تمثل عائلة جمیع المثالیات الأولیة فيR أي أن ،

}Pثالیة أولیة في م( ) { :Spec R P R
)ولیكن Rمثالیة في  الحلقة لیكن  ) { ( ) : }RV P Spec R R    

)المبرھنة التالیة تبین الخواص الأولیة إلى   )RV 

)3.6(مبرھنة
حلقة Rلتكن 

)1 (({0}) ( )RV Spec R)2  (( )RV R 
}أذا كانت  ) 3( }i i J عائلة من المثالیات فيR فان( ) ( )R R

i i
i J i J

V V
 

   
)فان Rمثالیة في J,إذا كانت كل من ) 4( ) ( ) ( ) ( )R R R RV V J V J V J    
Aمثالیة متولدة بواسطة المجموعة إذا كانت  ) 5( R فان( ) ( )R RV A V 

ملاحظة 
ھي حلقة تبادلیة ذات ) إذا لم یذكر غیر ذلك(أینما وجدتRسوف نفترض أن تاالمحاضرا الجزء من في ھذ

عنصر محاید 
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)4.6(تعریف 
بأنھ مقاس جزئي أولي Mیقال عن . Rعلى الحلقة Xمقاس جزئي فعلي من المقاس الأیسر الأحادي Mلیكن 

)Prime Submodule  ( إذا تحقق الشرط الأتي :
x,كان إذا X r R  بحیثrx M  فانx M أوrX M

X/للمقاس) annihilator(لسوف نرمز للمبط M بواسطة( : ) { : }P M X r R rX M    بسھولة ،
یشار لھ أیضا  بأنھ مقاس جزئي أولي  Mبأنھ مقاس جزئي أولي فان Mإذا كان. Rمثالیة في Pممكن إثبات  

) P)P-Prime Submoduleمن النمط 
مـلاحظـة 

المثالیة  : تعریف المقاس الجزئي الأولي ھو التعمیم الطبیعي لتعریف المثالیة الأولیة في الحلقات ، بعبارة أخرى 
 في الحلقةR تكون أولیة إذا وفقط إذا كانت مقاس جزئي أولي من المقاسR على الحلقةR.

)5.6(تعریف
xیقال عن العنصر. Rدي على مقاس أیسر أحاXساحة متكاملة ، ولیكنRلتكن  X بأنھ عنصر التواء

)Torsion element ( إذا وجد  عنصر غیر صفريr R 0بحیث أنrx .
)عنصر التواء x{لتكن  ) { :X x X   من السھولة أن نبرھن( )Xمقاس جزئي منX . یقال عنX بأنھ حر
)إذا كان ) Torsion free(الالتواء  ) {0}X  ویقال عنXمقاس الالتواء بأنھ)Torsion module (  إذا كان

( )X X .
)6.6(مبرھنة 

)ولیكن Rعلى الحلقة Xمقاس جزئي فعلي من المقاس الأیسر الأحادي Mلیكن  : )P M X . فان العبارات
التالیة متكافئة 

)1(M مقاس جزئي أولي منX.
Nإذا كان : Rفي ولكل مثالیة Xمقاس جزئي من Nلكل ) 2( M  فانN M أوP 
)3  (P مثالیة أولیة  وكذلك المقاس/X M على الساحة المتكاملة/R Pلتواءیكون حر الا.

: البرھان 
(2) (1)

Nبحیث Rفي ولتكن  مثالیة Xمقاس جزئي من Nلیكن  M 
Nنفرض  M وعلیھ یوجدn N ولكنn M . ستبرھنP  : لیكنr  فانrn N
Nبما أن  M  فانrn M
rnوان . Xمقاس جزئي أولي من Mبما أن  M فانn M أوr P ولكنn M فانr P وعلیھP 

(3) (2)
a,لیكن : مثالیة أولیة Pیجب أن نبرھن : أولا  b R بحیث أن( )ab X M ab P  

)فان ) 2(وعلیھ باستخدام  )a P أو( )b P لانM X وعلیھPمثالیة أولیة./R P  ساحة متكاملة.
X/من السھولة أن نبرھن على أن   M مقاس أیسر على/R P وذلك بتعریف

)1 (( ) ( ) ( )x M y M x y M      لكل,x y X
)2  (( ) ( )r P x M rx M    لكلx X ولكلr R

)لیكن  / )x M X M   یوجدr R بحیث  أن( ) ( ) ,r P x M M r P P    
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rx M rx M M     فان ) 2(وعلیھ باستخدام( )r P أو( )x Mx M  لانr P
)وعلیھ  / )X M M .

(1) (3)
x,لیكن  X r R  بحیثrx M  فان( ) ( )M rx M r P x M    
xنفرض  M فانx M M 
R/بما أن  P حر الالتواء فانr P P  لان( ) ( )r P x M M   وعلیھM مقاس جزئي أولي منX.
)7.6(نتیجة 

)بحیث أن Rعلى الحلقة Xمقاس جزئي فعلي من المقاس Mلیكن  : )P M X مثالیة أعظمیة فيR فان
M مقاس جزئي أولي  من المقاسX.

: البرھان 
)بما أن  : )P M X مثالیة أعظمیة فيR فان/R P حقل

)لیكن  / )x M X M   یوجدr R بحیث  أن( ) ( ) ,r P x M M r P P    
R/بما أن  P  حقل وكذلكr P P  فانx M M  وعلیھ/R P حر الالتواء  فانM  مقاس جزئي أولي

.Xمن المقاس 
)8.6(نتیجة 

.كل فضاء جزئي فعلي من فضاء متجھات یكون مقاس جزئي أولیة 
: البرھان 

Fعلى الحقل Xلمتجھات فضاء جزئي فعلي من فضاء اMلیكن 

M  مقاس جزئي فعلي منX : یجب أن نبرھن أن( : )P M X أعظمیة
Pحقل فان Fبما أن  F {0}أوP 

Pإذا كانت  F فانX FX M  وعلیھM Xوھذا تناقض لانM جزئي فعلي منX

P{0}وعلیھ  P  أن) 4(أعظمیة  وعلیھ حسب النتیجةM مقاس جزئي أولي  من المقاسX. .
)9.6(تعریف 

)لیكن وRعلى الحلقة مقاس أیسر أحادي Xلیكن  )spec X تمثل عائلة كل المقاسات الجزئیة الأولیة منX ،
)مقاس جزئي أولي في M{أي أن  ) { :spec X M X.

ملاحظة 
)بعض المقاسات لا تمتلك مقاسات جزئیة أولیة ، أي أن  )spec X ، وان ھذه المقاسات تسمى بالمقاسات

.المقاس الصفري مقاس لا أولي : مثلا ) . Primeless(اللااولیة 
)10.6(تعریف 

نعرف . Rعلى الحلقة Xالأیسر الأحادي مقاس جزئي من المقاس Nلیكن 
( ) { ( ) : }, ( ) { ( ) : ( : ) ( :)}V N M spec X N M V N Mspec X N X M     

)11.6(مبرھنة 
Rعلى الحلقة مقاس أیسر أحادي Xلیكن 

)1 (( ) , ({0}) ( )V X V spec X  
}إذا كانت )2( }i i JN  عائلة من المقاسات الجزئیة منX فان( ) ( )i i

i Ji J

V N V N 
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N,إذا كان كل من ) 3( L مقاس جزئي منX فان( ) ( ) ( )V N V L V N L    
: البرھان 
)1 (

Mفان Xبما أن كل مقاس جزئي أولي في  X ،{0} M
)ولكن  )V X X M M X      ،({0}) ( )V spec X 

)2 (
)لیكن ) ( )i i

i J

M V N M V N 



   لكلi J

iN M  لكلi J( )i i
i J i J

M V N N M

 

    ( ) ( )i i
i Ji J

V N V N 



 
)لیكن: الاتجاه الأخر  )i i i

i J i J

N M N M M V N

 

      لكلi J

( )iM V N  لكلi J( ) ( ) ( )i i i
i J i J i J

V N V N M V N  

  

     

)وعلیھ  ) ( )i i
i Ji J

V N V N 



 
)12.6(مبرھنة 

Rعلى الحلقة مقاس أیسر أحادي Xلیكن 
)1  (( ) , ({0}) ( )V X V spec X 
}إذا كانت ) 2( }i i JN  عائلة من المقاسات الجزئیة منX فان( ) ( )i i

i Ji J

V N V N


 
N,إذا كان كل من ) 3( L مقاس جزئي منX فان( ) ( ) ( )V N V L V N L  

: البرھان 
)3(

)لیكن  ) ( ) ( )M V N M V N V L    أو( )M V L
( )M spec X  وان( : ) ( : )N X M X أو( : ) ( : )L X M X

( : ) ( : ) ( : )N X L X M X   ولكن( : ) ( : ) ( : )N L X N X L X  
(( ) ( ) ( ) ( ) ( : ) ( : )V N V L V N L M V N L N L X M X         

.وبالمثل نبرھن الاتجاه الأخر 


