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Fuzzy Setsالمجموعات الضبابیة . 1
قدم لطفي زادة مفھوم المجموعات الضبابیة كتعمیم للمجموعات العادیة وھي تعطي وصفا أكثر دقة 1965في عام 

للظواھر الطبیعیة بدلا من الوصف الذي تعطیھ نظریة المجموعات العادیة ، ومنذ ذلك الحین اتجھ العلماء إلى تطبیق 
بابیة في معظم فروع الریاضیات النظریة والتطبیقیة  امتد ذلك إلى جمیع العلوم الأخرى مثل علوم مفھوم المجموعات الض

.الخ... وعلوم الحیاة  والاقتصاد والجغرافیة، ) نظم التحكم –النظم الخبیرة -الذكاء الاصطناعي–المترجمات(الحاسبات 
YXلتكن كل من  YXللمجموعتین (Cartesian Product) ضرب الدیكارتي  إن حاصل ال.مجموعة, یرمز لھ ,

YXبالرمز   ویعرف بالشكل YyXxyxYX  XXویرمز أحیانا  للمجموعة .),(:,  2بالرمزX . ومن
XYYXالواضح أن  . وكذلك نلاحظ أن كانت كل منYX YXمجموعة غیر خالیة فان ,  غیر أیضاتكون

YXكل مجموعة جزئیة من حاصل الضرب الدیكارتي . خالیة  تسمى علاقة(Relation) من المجموعةX إلى
XXالمجموعة الجزئیة من . Yالمجموعة   تسمى علاقة علىX بدلا من القول علاقة منXإلىX.

YXلتكن كل من  دالة fیقال عن . Yإلى المجموعة Xعلاقــة من المجموعة fن ولتك. مجموعة غیر خالیة ,
(Function) من المجموعةXإلى المجموعةY ) وتكتبYXf :  ( إذا كان لكلXx یوجد عنصر وحید

Yy بحیث أنfyx ),( أي أن ،fyxYyXx  xfy)(سوف نكتب. ,!),(  بدلا منfyx ),(
المجموعة . xعند النقطةfقیمة الدالة yكما یقال إن fالدالة ) تأثیر( بفعل أوx(Image) صورةyونقول أن 

 )(),( xfyYXyxG  تسمى بیان(Graph) الدالةf. المجموعةX تسمى منطلق(Domain) الدالةf

ویطلق على المجموعة التي عناصرھا fالدالة (Co domain)تسمى مستقر Yوالمجموعة fdomویرمز لھا بالرمز
أي أنXf)(أو franویرمز لھ بالرمزfالدالة (Range)بمدى Xصور عناصر المجموعة جمیع

  }:)({)(: XxxfxfyXxYyfran  .  نلاحظ أنYfran  وXfdom  . أن ویقالf

إلى المجموعة Xالمجموعة التي عناصرھا جمیع الدوال المعرفة من المجموعة . مجموعة عددیةYدالة عددیة إذا كانت 
Y یرمز لھا بالرمزXY أي أن}fدالة,:{ YXfY X  . وبسھولة یمكن إثبات إذا كانتX تحتوي علىn من

. من العناصرnmتحتوي على XYمن العناصر فان  mتحتوي على Yالعناصر وكانت 
[0,1]أي أن من الأعداد الحقیقیة بالرمز]1,0[سوف نرمز للفترة المغلقة { : 0 1}x x     

) 1.1(تعریف
مجموعة جزئیة Aأو یقال أن (Xفي(Fuzzy Set)بأنھا مجموعة ضبابیة Aعنیقال. مجموعة غیر خالیةXلتكن 

XA، أي أن إلىXدالة منAإذا كانت) Xضبابیة من  . إذا كانتA مجموعة ضبابیة فيXفأنA توصف
Characteristic(لممیزة ابالدالة الوصفیة أو Function ( التي تربط كل عنصرXxبالعدد الحقیقي)(xA في

The Grade of)تمثل درجة دالة ألانتماء.)(xAالفترة Membership Function)إلىx فيA . ویمكن أن

)},)((:,0)(1{وصفاً تاماً بالصیغة Aتوصف   xAXxxAxA أو تكتب بالصیغة( ){ : }A x
A x X

x
 

وتسمى مجموعة Xبالرمز Xسوف نرمز للمجموعة التي عناصرھـا جمیع المجموعات الضبابیة في المجموعة 
. Xفي) Fuzzy Power Set(القوى الضبابیة 

)2.1(لامث
},,{لتكن) 1( cbaX  الدالة ،:A X  المعرفة بالصیغة( ) 0.5, ( ) 0.25, ( ) 0.2A a A b A c   ،تمثل مجموعة

B:، بینما الدالة Xفي ضبابیة  X  المعرفة بالصیغة( ) 0.15, ( ) 2.5, ( ) 2B a B b B c  عة لا تمثل مجمو
. Xضبابیة في
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A:تمثل مجموعة الأعداد الطبیعیة ولتكن لتكن )2(  1دالة معرفة بالصیغة( )
1

A n
n



nلكل   . فإنA

. ابیة في تمثل مجموعة ضب
كما في )Discrete Fuzzy Set(المجموعة الضبابیة المبعثرة . ھنالك أنواع مختلفة من المجموعات الضبابیة

0.3:المثال الأتي 1 0.6{ , , }, { , , }X a b c A
a b c

 

. غیر منتھیةXضبابیة مبعثرة في حالة المجموعةكانت منتھیة ولكن ھناك مجموعات Xفي ھذا المثال المجموعة 
Xإذا كانت: مثلا  حیث ، تمثل مجموعة الأعداد الحقیقیة ولتكنAمجموعة ضبابیة فيبحیث أن( ) 0A x 

}2,1,,10{لكل x101فان 2{ , , , }
1 2 10

A
 

 مجموعة ضبابیة مبعثرة، حیث( ) iA i  2,1,,10لكل i . في

المجموعات ). Continuous Fuzzy Set(الجانب الأخر لمجموعات ضبابیة مبعثرة، ھي المجموعات الضبابیة المستمرة 
A:مثلا  الدالة. في التي دالة الانتماء لھا مستمرة تكون مجموعة ضبابیة مستمرةالضبابیة   المعرفة بالصیغة

0.25 , 0 4
( )

0.25(8 ), 4 8
x x

A x
x x

 
    

Aت الدالةإذا كان) مستمرة(بأنھا مبعثرةAمما تقدم یمكن القول بان المجموعة الضبابیة. ھي مجموعة ضبابیة مستمرة
)مستمرة(مبعثرة

الآن نتطرق إلى بعض ألأمثلة الشائعة التي لھا أكثر استخداماً في موضوعنا ھذا 
)3.1(مثال

تمثل مجموعة الأعداد الحقیقیةلیكن
مع ألأعداد الحقیقیة التي ھي أكبر بكثیر من الواحد، فإننا نستطیع . فيھي المجموعة الضبابیةAنفرض أن ) 1(

تعریف درجة دالة ألانتماء ریاضیاً كالآتي 
1, 1

( )
0, 1

x
x

A x x
x

  
 

A:لیكن)2(  2دالة معرفة بالصیغة

1( )
1 10

A x
x




xلكل   . فإنAتمثل مجموعة ضبابیة في.

مخططھا یكون بالصورة ألآتیة و

}حیث   , (1,0.09), (0,1), ( 1,0.09), }A   

1

0.5
3210-1-

2-3



329ر
Fuzzy Mathematicsلضبابیة  الریاضیات ا

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

4

ملاحظة 
مجموعة عادیة، فإن Aذا كانتإذا أردنا معرفة الفرق بین المجموعات الضبابیة والمجموعات العادیة، نلاحظ إ

أي أن ،1,0درجة ألانتماء تأخذ فقط قیمتین ھما 
1,

( )
0,

x A
A x

x A


  

)وعلیھ ) {0,1}A x  .بینما إذا كانتuمجموعة ضبابیة في المجموعةX . 0فإن ( ) 1A x Xx
. المجموعة العادیة تصبح حالة خاصة للمجموعات الضبابیة

)4.1(تعریف
Aیرمز لھ بالرمز Aالمجموعة الضبابیة)Support(ارتكاز أو إسناد .Xمجموعة ضبابیة في المجموعة Aلتكن 

)ویعرف بالصیغة uSp)(أو  ) { : ( ) 0}A Sp A x X A x     .
)إذا كانتAللمجموعة الضبابیة ) Crossover Point(بأنھا نقطة تحویل Xxیقال عن النقطة ) 0.5A x  . ویقال

Xxإذا وجد ) Normal(بأنھا سویة Aعن  0 0بحیث أن( ) 1A x  أي أن{ : ( ) 1}x X A x    .ارتفاع أو قمة
)Height( المجموعة الضبابیةAیرمز لھ بالرمز( )ht Aویعرف بالصیغة( ) sup{ ( ) : }ht A A x x X 

)سویة فإن Aوبصورة خاصة  إذا كانت  ) 1ht A  .وكذلك یقال عنA بأنھا منتھیة)Finite(إذا كانتA  مجموعة
).Infinite(عن بأنھا غیر منتھیة Aمنتھیة وبخلافة یقال

)5.1(مثال
},,{لتكن cbaX ولتكنAمجموعة ضبابیة فيXمعرفة كالآتي:( ) 0.5, ( ) 0.33, ( ) 0A a A b A c   فان ،

{ : ( ) 0} { , }A x X A x a b    
)لأن Aتمثل نقطة تحویل للمجموعة الضبابیةaوالنقطة ) 0.5A a  وانAتھ غیر سویة، لأنھ لا یوجد عنصر صور

)تساوي واحد وكذلك ) sup{ ( ) : } sup{0.5,0.33,0} 0.5ht A u x x X   

)6.1(مثال
Aتكون ) 2.1(المثال من ) 2(الجزءفي     والعدد واحد یمثل نقطة تحویل للمجموعة الضبابیةA (1)لأن 0.5A 

(0)بحیثصفر ینتمي إلىسویة لأنھ یوجدAوكذلك  1A  وعلیھ فإن( ) 1ht A .
)7.1(تعریف

A:المجموعة الضبابیة . مجموعة غیر خالیةXلتكن  X   المعرفة بالصیغة( ) 0A x  لكلXx . تسمى مجموعة
A:والمجموعة الضبابیة . 0أوویرمز لھا بالرمز )Empty Fuzzy Sets(ضبابیة خالیة  X   المعرفة بالصیغة

( ) 1A x لكلXxابیة الشاملة تسمى المجموعة الضب)Universal Fuzzy Set( . ویرمز لھا بالرمزX 1أو .
A:ویقال عن المجموعة الضبابیة  X  بأنھا غیر خالیة أذا وجد على الأقلXx بحیث أن( ) 0A x .

)8.1(تعریف
A,لتكن كل من Bمجموعة ضبابیة فيX یقال عن,A B بأنھما متساویتین إذا كانت( ) ( )A x B xلكلXx ،

Aیكتب (Bمجموعة جزئیة من المجموعة Aویقال أن B( إذا كان( ) ( )A x B x لكلXx . وكذلك یقال أنA

Aإذا كانت Bمجموعة جزئیة فعلیة من  B وكانتA Bویرمز لھا بالرمزA B .
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)9.1(مبرھنة
XYمجموعة غیر خالیة ، Xلتكن   ،tفأن الدالةXYt المعرفة بالصیغة :









Yx

Yxt
xYt ;0

;
)(

وبصورة خاصةXتكون مجموعة ضبابیة في Xxلكل 
pY}{تحتوي على عنصر واحد فقط ولتكنYإذا كانت المجموعة ) 1(  ،فانtp}{ تكتب بالشكلtp وعلیة









px

pxt
xpt ;0

;
)(

Fuzzy Singleton(وكذلك تسمى مجموعة ضبابیة أحادیة ) Fuzzy Point(وتسمى نقطة ضبابیة Xxلكل  Set (
.tpبدلا من ptلھا بالرمزوأحیانا یرمز . tpتسمى قیمةtp،tتسمى ارتكازpوالنقطة.
YtYفأن 1tأذا كانت ) 2(  حیث ،تمثل الدالة الممیزة









px

px
xp ;0

;1
)(}{









Yx

Yx
xY ;0

;1
)(

)10.1(تعریف
ttتكن كل من ل qp ttیقال عن . Xنقطة ضبابیة في المجموعة , qp ttیكتب (مختلفتین , qp  ( أذا كانتqp .

)11.1(تعریف
uptیكتب (Aبأنھا تنتمي إلىtpعن یقال. Xمجموعة ضبابیة فيAولتكنXنقطة ضبابیة في المجموعة tpلتكن  (

)أذا كان ) ( )tp x A x لكلXx.
Triangular Norms and Conormsومكملاتھاثلاثیةمعاییر.2

. ثلاثیةوتلك للاتحاد تسمى معاییر مكملة ثلاثیة أن الدوال التي تستخدم لتقاطع المجموعات الضبابیة تسمى معاییر 
.الثلاثیةوسوف ندرس أولا المعاییر 

)1.2(تعریف
Triangular(ثلاثيبأنھا معیار Tیقال عن . دالة:T، أي أن المجموعةعملیة ثنائیة على Tلتكن Norm (

:أذا تحققت البدیھیات الآتیة على المجموعة 
)1(aaT )1,(لكلa) الشرط الحدوديBoundary Condition(.
)2 (( , ) ( , )T a b T b aلكلba,)الابدالیةCommutativity. (
1أذا كان) 3( 2b b1فأن 2( , ) ( , )T a b T a b لكلa) الرتابةMonotonicity(
)4(( , ( , )) ( ( , ), )T a T b c T T a b c لكلcba ).Associativityالتجمیعیة (,,

)2.2(مبرھنة
. على المجموعة ثلاثي معیار Tلیكن

)1 ((1,1) 1T .)2 ((0,1) 0T .)3 ((1,0) 0T .)4((0,0) 0T .)5 (( , )T a a aلكلa.
1أذا كانت) 6( 2 1 2,b b a a  1فأن 1 2 2( , ) ( , )T a b T a b .

:البرھان 
.مباشرة من البدیھیة الأولى ) 2(،)1(
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(1,0)بما إن ) 3( (0,1)T T)(1,0)) حسب البدیھیة الثانیة 0T  .
(0,0)بما أن ) 4( (0,1) 0 1T T  )(0,0))حسب البدیھیة الثالثة 0T  

(0,0)ولكن  0 (0,0) 0T T  .
)بما إن ) 5( , ) ( ,1) 1T a a T a a  )حسب البدیھیة الثالثة(

)ولكن  ,1)T a a)حسب البدیھیة الأولى( aaaT ),(.
1بما أن  )  6( 1 2 2 1 2( , ) ( , )T a b T a b b b  )حسب البدیھیة الثالثة.(
1ولكن  2 2 1( , ) ( , )T a b T b a)1)حسب البدیھیة الثانیة 1 2 1( , ) ( , )T a b T b a 

1بما إن  1 2 2 2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )T a b T b a T b a T b a a a    

2ولكن  2 2 2( , ) ( , )T a b T b a)1) حسب البدیھیة الثانیة 1 2 2( , ) ( , )T a b T a b 

.tالأمثلة الأربعة التالیة تمثل الأمثلة الأساسیة للمعیار من النمط 
)3.2(مثال

),(}min,{معرفة بالصیغة ال:mTالدالة  babaTm  لكلba, .ویسمى بالتقاطع القیاسيثلاثي كون معیار ت
)Standard Intersection. (

: الحل 
1aلتكن ) 1( a  aaaTm  }1,min{)1,(
),(}min{},min,{),(ba,لیكن ) 2( abTabbabaT mm 

21لیكن ) 3( ,, bba 21بحیث أن bb  },min{},min{),(),( 2121 bababaTbaT mm

cbaلیكن )  4( ,,
)),,((}},,min{min{},,min{}},min{,min{)),(,( cbaTTcbacbacbacbTaT mmmm 

mT ثلاثي معیار.
)4.2(مثال

),(}1,0max{المعرفة بالصیغة :bTالدالة   babaTb لكلIba , . ویسمى بالجمع ثلاثي یكون معیار
Bounded(المقید  Sum ( أو الاختلاف المقید)Bounded Difference . (
:الحل 
لتكن) 1( aa 0aaaaTb  },0max{}11,0max{)1,(
),(}1,0max{}1,0max{),(ba,لیكن ) 2( abTabbabaT bb 

21لیكن ) 3( ,, bba 2121بحیث أن 11 bbbaba 
 }1,0max{}1,0max{),(),( 2121 bababaTbaT bb

cbaلیكن ) 4( ,,
( , ( , )) ( ,max{0, 1}) max{0, max{0, 1} 1}

max{0,max{0, 1} 1} (max{0, 1}, ) ( ( , ), )
b b b

b b b

T a T b c T a b c a b c

a b c T a b c T T a b c

       

        

bT ثلاثيمعیار.
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)5.2(مثال
abbaTpالمعرفة بالصیغة :pTالدالة  ),( لكلba, . بالضرب الجبري ویسمى ثلاثيتكون معیار

)Algebraic product . (
:الحل 
)aلیكن ) 1( ,1) 1pT a a a  

a,لیكن ) 2( b ( , ) ( , )p pT a b ab ba T a b  

1لیكن ) 3( 2, ,a b b    1بحیث أن 2 1 2 1 2( , ) ( , )p pT a b T a b ab ab b b    

,لیكن ) 4( ,a b c 
)),,((),()()(),()),(,( cbaTTcabTcabbcabcaTcbTaT pppppp 
)),,((),()()(),()),(,( cbaTTcabTcabbcabcaTcbTaT pppppp 

pT  ثلاثي معیارt.
)6.2(مثال 
IIITالدالة   المعرفة بالصیغة :

, 1
( , ) , 1

0 , . .

a b

T a b b a

o w




 



) . Drastic Intersection(ویسمى التقاطع المصادم ثلاثي تكون معیار 
:الحل 
)aلیكن ) 1( ,1)T a a 
a,لیكن ) 2( b 

, 1 , 1
( , ) , 1 , 1 ( , )

0 , . 0 , .

a b b a

T a b b a a b T b a

o w o w

 

  
      
 
 

Ibbaلیكن ) 3( 21,, 21بحیث أن bb .
1أذا كانت ) أ( 11 1b b   1وعلیھ 2( , ) ( , )T a b T a b a  .
1أذا كانت ) ب( 1 2 2( , ) , ( , ) 1T a b b T a b b a     وعلیھ),(),( 21 baTbaT  
1أذا كانت ) جـ( 1( , ) 0 1, 1T a b a b     2إن ھنالك احتمالین إلىb.

2أما  2( , ) 1T a b a b    2أو 2( , ) 0 1T a b b   وفي الحالتین
1 2( , ) ( , )T a b T a b  1وبصورة عامة 2( , ) ( , )T a b T a b .

,لیكن ) 4( ,a b c 
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, ( , ) 1 ( , ) , 1
( , ( , )) ( , ) , 1 , ( ( , ), ) , ( , ) 1

0 , . 0 , .

a T b c T a b c

T a T b c T b c a T T a b c c T a b

o w o w

 

     

  
 
    
 
 

)7.2(مثال
)برھن على أن  , ) ( , ) ( , ) ( , )b p mT a b T a b T a b T a b    لكلba,.

: الحل 
,baلیكن 











 

wo

ab

ba

baTbabaTb

.,0
1,
1,

),(},1,0max{),(

),(),(),(}0max,{,),(1إذا كانت    babaTaabaTbaTbaT bb

),(),(),(}0max,{,),(1إذا كانت    abbaTbbbaTbaTbaT bb

),(),(),(0,),(1,10إذا كانت    babaTbaTbaTbaT bb

.وبالمثل نبرھن الأجزاء الأخرى
)8.2(مبرھنة
mTTT، فان على المجموعةثلاثير معیاTلیكن  .

:البرھان
,baلیكن 

bbTabTbaTaaTbaT  )1,(),(),(,)1,(),(
 abaTbbaTbabaTTT m ),(,),(},min{),(

),(),(),(),1(1إذا كانت    baaTbaTbaTbaT

),(),(),()1,(),1(1إذا كانت    abbTbTbaTbaTbaT

),(),(),(),(),(1,10إذا كانت    babaTbaTbaTbaTbaT لكلba,.
. وبالمثل نبرھن الأجزاء الأخرى

)9.2(تعریف
بأنھ Tیقال عن . على المجموعةثلاثيمعیار Tلیكن 

Sub(متساوي القوى جزئیا ) 1( Idempotent (إذا كانaaaT ),( لكلa

aaaTإذا كان) Idempotent(متساوي القوى ) 2( ),( لكلa

:إذا تحقق الشرط الأتي) Strict Monotonicity(رتیب حدیا) 3(
21إذا كانت  aa  21وكانت bb ان ف),(),( 2211 baTbaT 

)10.2(مبرھنة
.یكون متساوي القوى  إذا وفقط إذا كان تقاطع قیاسيT،فان على المجموعةثلاثيمعیار Tلیكن 

:البرھان
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),(}min,{جب أن نبرھن ی. متساوي القوىTنفرض  babaT  لكلba,
,baلیكن  

baإذا كان   فانaaTbaTaaTa  )1,(),(),( abaTbabaT ),(},min{),(
baوبالمثل  إذا كان   فانbbTbaTbbTb  ),1(),(),(

 bbaTbabaT ),(},min{),( },min{),( babaT لكلba,
),(}min,{تقاطع قیاسي ، أي أن Tنفرض : الاتجاه الأخر babaT  لكلba,

aaaaaaTلیكن  },min{),(Tمتساوي القوى.
)11.2(تعریف

Triangular(ثلاثيبأنھا معیار مكمل Cیقال عن . دالة:C، أي أن عملیة ثنائیة على المجموعةCلتكن
Conorm (ى المجموعة عل أذا تحققت البدیھیات الآتیة:

)1 (aaC )0,( لكلa ) الشرط الحدوديBoundary Condition. (
)2 (),(),( abCbaC   لكلba,) الابدالیةCommutativity. (
21أذا كان) 3( bb  فأن),(),( 21 baCbaC  لكلa) الرتابةMonotonicity(
)4 (( , ( , )) ( ( , ), )C a C b c C C a b c لكلcba ).Associativityالتجمیعیة (,,

)12.2(مبرھنة 
. المجموعة على ثلاثي معیار مكمل Cلیكن 

)1 (0)0,0( T)2 (1)0,1( C)3 (1)1,0( C)4 (1)1,1( C

)5 (( , )C a a a لكلa)6 ( 1أذا كانت 2 1 2,b b a a 1فأن 1 2 2( , ) ( , )C a b C a b

:البرھان 
.مباشرة من البدیھیة الأولى ) 2(،)1(

)1,0()0,1(بما إن )  3( CC حسب البدیھیة الثانیة 1)1,0(C.
)0,1()1,1(10بما أن )4(  CC)حسب البدیھیة الثالثة( 1)1,1(C ، 1ولكن)1,1(1)1,1(  CC.
),(),0(0بما إن ) 5(  aaCaaC)حسب البدیھیة الثالثة(

aaCولكن  )0,()حسب البدیھیة الأولى( aaaC ),(.
212211بما أن  )6( ),(),( bbbaCbaC )حسب البدیھیة الثالثة.(

),(),(ولكن  1221 abCbaC )حسب البدیھیة الثانیة( ),(),( 1211 abCbaC

2122122211بما إن  ),(),(),(),( aaabCabCabCbaC 
),(),(ولكن  2222 abCbaC )حسب البدیھیة الثانیة ( ),(),( 2211 baCbaC

.tالأمثلة الأربعة التالیة تمثل الأمثلة الأساسیة للمعیار المكمل من النمط 
)13.2(مثال 
),(}max,{المعرفة بالصیغة :mCالدالة  babaCm  لكلba, . ویسمى بالاتحاد مكمل ثلاثي یكون معیار

) .Standard Union(القیاسي 
: الحل 
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لتكن ) 1( aa 0aaaCm  }0,max{)0,(
),(}max{},max,{),(ba,لیكن ) 2( abCabbabaC mm 

21لیكن ) 3( ,, bba 1بحیث أن 2b b },max{},max{),(),( 2121 bababaCbaC mm

cbaلیكن )  4( ,,
)),,((}},,max{max{},,max{}},max{,max{)),(,( cbaCCcbacbacbacbCaC mmmm 

mC معیار من النمطt.
)14.2(مثال
),(}1min,,{المعرفة بالصیغة :bCالدالة  babaCb  لكلba, . ویسمى ثلاثي یكون معیار مكمل

Bounded(بالجمع المقید  Sum .(
:الحل 

1aلتكن ) 1( a  aaaaCb  },1min{}0,1min{)0,(
),(}1min{},1min,{),(ba,لیكن ) 2( abCabbabaC bb 

21لیكن ) 3( ,, bba 2121بحیث أن bbbaba 
 },1min{},1min{),(),( 2121 bababaCbaC bb

cbaلیكن ) 4( ,,
( , ( , )) ( ,min{1, min{1, }) min{1, min{1, }}

min{1,min{1, }} min{1, ( , ) ) ( ( , ), )
b b b

b b b

C a C b c T a a b c a b c

a b C a b c C C a b c

    

    

bC مكمل ثلاثيمعیار.
)15.2(مثال

abbabaCالمعرفة بالصیغة :pCالدالة  p ),( لكلba, . ویسمى ثلاثيتكون معیار مكمل
Algebraic(بالضرب الجبري  Sum . (

:الحل 
aaaaaCلیكن ) 1( p  00)0,(

),(),(ba,لیكن ) 2( abCbaababbabaC pp 

21لیكن ) 3( ,, bba 212121بحیث أن ),(),( bbababbaCbaC pp 

cbaلیكن ) 4( ,,

)),,((),(()()(

)()(),()),(,(

cbaCCcabbaCcabbacabba

bccbabccbabccbaCcbCaC

ppp

ppp





pC ثلاثيمعیار مكمل .
)16.2(مثال 
الدالة  :C المعرفة بالصیغة
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











..,1
0,
0,

),(
wo

ab

ba

baC

) . Drastic Union(ویسمى الاتحاد المصادم مكمل ثلاثيتكون معیار
:الحل 

aaaCلیكن ) 1(  )0,(
,baلیكن ) 2(

),(
.,1

0,
0,

.,1
0,
0,

),( abC

wo

ba

ab

wo

ab

ba

baC  























21لیكن ) 3( ,, bba 21بحیث أن bb .
00أذا كانت ) أ( 21  bb وعلیھabaCbaC   ),(),( 21.
),(,),(0أذا كانت ) ب( 2211   abbaCbbaC  وعلیھ),(),( 21 baCbaC  
),(0,01أذا كانت ) جـ( 22  babaC 1إن ھنالك احتمالین إلىb.

),(0أما  11  babaC 01أو),( 12  bbaCوفي الحالتین
),(),( 21 baCbaC   وبصورة عامة),(),( 21 baCbaC  .

cbaلیكن ) 4( ,,
, ( , ) 0 ( , ) , 0

( , ( , )) ( , ), 0, ( ( , ), ) , ( , ) 0
1 , . . 0 , . .

a T b c C a b c

C a C b c C b c a C C a b c c T a b

o w o w

 

     

  
 
    
 
 

)17.2(مثال
),(),(),(),(ى أن برھن عل baCbaCbaCbaC bpm

 لكلba,.
: الحل 

) 7.2(نفس أسلوب المبرھنة 
)18.2(مبرھنة

، فان على المجموعةثلاثيمعیار مكمل  Cلیكن  CCCm.
:البرھان

,baلیكن  
bbCabCbaCaaCbaC  )0,(),(),(,)0,(),(

 },max{),(},{),( babaCbaCbaCCC mm

),(),(),(),0(0إذا كانت    baaCbaCbaCbaC
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),(),(),(),(),0(0إذا كانت    abbCabCbaCbaCbaC

),(),(),(),(),(0,01إذا كانت    babaCbaCbaCbaCbaC لكلba, .
وعلیة  CCCm .

)19.2(تعریف
بأنھ Cیقال عن . على المجموعةثلاثي معیار مكمل Cلیكن 

Sub(متساوي القوى جزئیا ) 1( Idempotent (إذا كانaaaC ),( لكلa

aaaCإذا كان) Idempotent(متساوي القوى ) 2( ),( لكلa

21إذا كانت :إذا تحقق الشرط الأتي) Strict Monotonicity(رتیب حدیا) 3( aa  21وكانت bb  فان
),(),( 2211 baCbaC 

)20.2(مبرھنة
.یكون متساوي القوى  إذا وفقط إذا كان اتحاد  قیاسيC،فان مجموعةعلى الثلاثيمعیار مكمل Cلیكن 

:البرھان
) 10.2(نفس أسلوب المبرھنة 

)21.2(تعریف
CTیقال عن . على المجموعةثلاثيمعیار مكمل  Cولیكن على المجموعةثلاثيمعیار Tلیكن  بأنھما ,
:إذا تحققت البدیھیتین الآتیتین) Dual(ثنائیان 

)1 ()1,1(1),( baCbaT  لكلba,)2 ()1,1(1),( baTbaC  لكلba,

)22.2(مبرھنة
)1 (mm CT bb) 2(ثنائیان , CT pp) 3(ثنائیان, CT ) 4(ثنائیان, CT ثنائیان,

:البرھان
,baلیكن  )1(

),(1},min{1},max{1}1,1max{)1,1( baTbabababaC mm 
 )1,1(1),( baCbaT mm

),(1},max{1},{min1}1,1min{)1,1( baCbabaxbabaT mm 

 )1,1(1),( baTbaC mmmm CT .ثنائیان,
,baلیكن  ) 2(

),(1}1,0max{1}1,0min{1}11,1min{)1,1( baTbabababaC bb 
 )1,1(1),( baCbaT bb

),(1},1min{1},1max{1}111,0max{)1,1( baCbabababaT bb 

 )1,1(1),( baTbaC bbbb CT .ثنائیان,
,baلیكن  )  3(

),(11)1)(1(11)1,1( baTabbababaC pp 

 )1,1(1),( baCbaT pp

),(1)(11)1)(1()1,1( baCabbaabbababaT pp 
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 )1,1(1),( baTbaC pppp CT .ثنائیان,
,baلیكن  )  4(

),(1
.,0

1,
1,

1
.,0

1,
1,

1
.,1

01,1
01,1

)1,1( baT

wo

ab

ba

wo

ab

ba

wo

ab

ba

baC  



































  )1,1(1),( baCbaT

),(1
.,0

0,
0,

1
.,0

0,
0,

1
.,0

11,1
11,1

)1,1( baC

wo

ab

ba

wo

ab

ba

wo

ab

ba

baT  



































  )1,1(1),( baTbaCpp CT .ثنائیان,
)2(تمارین

. ؟ ولماذاعلى المجموعة ثلاثيبین أي من الدوال التالیة تمثل معیار 1.2
),(}1,0max{) أ( 22

1  babaT)ب (
}5.0,,max{

),(2 ba

ab
baT )ج (}

2
1,0max{),(3



abba

baT

2222) د(
4 )1()1()1()1(1),( bababaT 

. ؟ ولماذاعلى المجموعة ثلاثيبین أي من الدوال التالیة تمثل معیار مكمل 2.2
),(}1min,{) ا( 22

1 babaC )2222) ب
2 ),( bababaC 

3),(}2,1min{) ج( abbabaC )1()1(1{) د(,0max{1),( 22
4  babaC

بین أي من العبارات التالیة صحیحة أم لا ؟ مع البرھان. ثلاثيمعیار Tیكن ل3.2
),0(0)  ا( aT لكلa)ب (aaaT ),( لكلa

),1(0) ج(  aaT لكلa0وa)د (abaT ),( إذا وفقط إذا كانba 
برھانبین أي من العبارات التالیة صحیحة أم لا ؟ مع ال.ثلاثي معیار مكمل Cلیكن 4.2

),1(1)  ا( aC لكلa)ب (aaaC ),( لكلa

),1(1) ج(  aaC لكلa0وa)د (bbaT ),( إذا وفقط إذا كانba 

Sets algebraFuzzyالضبابیة اتالمجموعجبر .3
)1.3(تعریف

A,لتكن كل من  B مجموعة ضبابیة في المجموعةX.اتحاد المجموعتین,A Bیرمز لھ بالرمزA B ویعرف
)بالصیغة  )( ) ( ( ), ( )) max{ ( ), ( )}mA B x C A x B x A x B x   لكلXxتقاطع المجموعتین وكذلك,A B

)ویعرف بالصیغة BAبالرمز )( ) ( ( ), ( )) min{ ( ), ( )}mA B x T A x B x A x B x   لكلXx .
A,وبسھولة یمكن إثبات أن كل من B A B ة ضبابیة في مجموعX . باستخدام خواص كل منmm CT ,

نستطیع أن نبرھن المبرھنة الآتیة
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)2.3(مبرھنة
A,لتكن كل من  B مجموعة ضبابیة في المجموعةX.

)1(A B A A B   وكذلكA B B A B  
)2(A B B  إذا وفقط إذا كانA BوكذلكA B A  إذا وفقط إذا كانA B
)3(A A A   ،A A  ،A X X    وكذلكAAA  ،A    ،A X A 
)4(A B B A    وكذلكABBA 
)5(( ) ( )A B C A B C      وكذلك( ) ( )A B C A B C    
)6 (( ) ( ) ( )A B C A B A C     ،( ) ( ) ( )A B C A B A C     

)3.3(مثال
},,{ن لیك)1( cbaX  ولتكن كل من,A Bمجموعة ضبابیة فيX . بحیث أن

( ) 0.2, ( ) 0.5, ( ) 0.1, ( ) 0.25, ( ) 0.125, ( ) 0.33A a A b A c B a B b B c     
( )( ) max{ ( ), ( )} max{0.2,0.25} 0.25, ( )( ) max{ ( ), ( )} max{0.5,0.125} 0.5
( )( ) max{ ( ), ( )} max{0.1,0.33} 0.33, ( )( ) min{ ( ), ( )} min{0.2,0.25} 0.2
( )( ) min{ ( ), ( )} min{0.5

A B a A a B a A B b A b B b

A B c A c B c A B a A a A a

A B b A b B b

       
       
   ,0.125} 0.125, ( )( ) min{ ( ), ( )} min{0.1,0.33} 0.1A B c A c B c    

0.25وعلیھ  0.5 0.33 0.2 0.125 0.1{ , , }, { , , }A B A B
a b c a b c

   

},,,,,,,,{لیكن ) 2( 987654321 xxxxxxxxxX ولتكن

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.2 0,5 0.8 1 0.7 0.3 0 0 0 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1{ , , , , , , , , }, { , , , , , , , , }A B
x x x x x x x x x x x x x x x x x x

 

فان
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0.2 0.4 0.6 0.3 0 0 0 0.2 0.5 0.8 1 0.7 0.8 1 1 1{ , , , , , , , , }, { , , , , , , , , }A B A B
x x x x x x x x x x x x x x x x x x

   

,0.5لتكن كل من ) 3( 0.33p qنقطة ضبابیة المجموعةX في حیثqp  فان

0.5 0.33 0.5 0.33 0.5 0.33 0.5 0.33

0.5,
( )( ) max{ ( ), ( )} 0.33, , ( )( ) min{ ( ), ( )} 0

0, .

x p

p q x p x q x x q p q x p x q x

e w


    



 

)4.3(مثال
))1(أن برھن على ..Xضبابیة فيھمجموع,BAلتكن كل من  )A A B A  )2(( )A A B A  

:الحل 
)بما أن ) 1( )A A B A A B A     
)بما أن ) 2( )A A B A A A B     

)5.3(تعریف 
)الفرق .Xضبابیة فيمجموعھ ,BAلتكن كل من  Difference )بین المجموعتینBA,ویرمز لھ بالرمزBA |

Aأو B ویعرف بالصیغة ( | )( ) min ( ),1 ( )A B x A x B x  لكلXx .متممھ ( مكملةComplement(
X|ھي Xبالنسبة للمجموعة الشاملةAالمجموعة Aویرمز لھا بالرمزcA وعلیھ ،
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( ) min{ ( ),1 ( )} min{1,1 ( )} 1 ( )cA x X x A x A x A x     
Aیرمز لھ بالرمز,BAالمجموعتینبین(Symmetric Difference)الفرق التناظري . Xxلكل  B ویعرف

)بالشكل | ) ( | )A B A B B A  .
)6.3(مثال
X{1,5,8}لیكن   ولتكن كل من,A Bمجموعة ضبابیة فيX . بحیث أن

(1) 0, (5) 0.3, (8) 0.6, (1) 0.2, (5) 0, (8) 0.5A A A B B B     
( | )(1) min{ (1),1 (1)} min{0,0.8} 0, ( | )(5) min{ (5),1 (5)} min{0.3,1} 0.3
( | )(8) min{ (8),1 (8)} min{0.6,0.5} 0.5, ( | )(1) min{ (1),1 (1)} min{0.2,1} 0.2
( | )(5) min{ (5),1 (5)} min{0,0.7} 0

A B A B A B A B

A B A B B A B A

B A B A

       
       
    , ( | )(8) min{ (8),1 (8)} min{0.5,0.4} 0.4B A B A   

(1) 1 (1) 1 0 1, (5) 1 (5) 1 0.3 0.7, (8) 1 (8) 1 0.6 0.4c c cA A A A A A              
(1) 1 (1) 1 0.2 0.8, (5) 1 (5) 1 0 1, (8) 1 (8) 1 0.5 0.5c c cB B B B B B              

( ) 1 ( )cA x A x 

)7.3(مبرھنة 
CBAلتكن كل من  .Xات ضبابیة في مجموع,,

)1 (cBABA |)2 (cX  وكذلكc X )3 (AA cc )(
)4 (( )c c cA B A B  وكذلك( )c c cA B A B  )5 ( إذا كانتBA فانcc AB 

: البرھان 
xلیكن ) 1( X( | )( ) min( ( ),1 ( )) min( ( ), ( )) ( )( )c cA B x A x B x A x B x A B x    
xلیكن ) 2( X( ) 1 ( ) 1 1 0 ( )cX x X x x      وكذلك( ) 1 ( ) 1 0 1 ( )c x x X x      
xلیكن ) 3( X( ) ( ) 1 ( ) 1 (1 ( )) ( )c c cA x A x A x A x     
xلیكن )4( X

( ) ( ) 1 ( )( ) 1 max{ ( ), ( )} 1 {1 min{1 ( ),1 ( )}
min{ ( ), ( )} ( )( )

c

c c c c

A B x A B x A x B x A x B x

A x B x A B x

          

  
)وبالمثل نبرھن  )c c cA B A B  

xلیكن ) 5( X
Aبما إن B

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c cB x A x B x A x B x A x A x B x           

ملاحظة 
c,فان  . Xمجموعة ضبابیة فيAا كانت إذ cA A X A A     لان

1( )( ) max{ ( ), ( )} max{ ( ),1 ( )}
2

c cA A x A x A x A x A x   

1( )( ) min{ ( ), ( )} min{ ( ),1 ( )}
2

c cA A x A x A x A x A x   
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},,{لتكن : لا مث cbaX  0.25ولتكن 0.3 0.5{ , , }A
a b c

 0.75فان 0.7 0.5{ , , }cA
a b c

وان

0.75 0.7 0.5 0.25 0.3 0.5{ , , }, { , , }c cA A A A
a b c a b c

  

)8.3(تعریف
}لتكن  }A  عائلة من المجموعات الضبابیة في المجموعةX . اتحاد عائلة المجموعات الضبابیة یرمز لھ بالرمز

A

ویعرف بالصیغة( )( ) sup{ ( ) : }A x A x 






 لكلXx . والتقاطع یرمز لھ بالرمزA



)ویعرف بالصیغة  )( ) inf{ ( ) : }A x A x 





 لكلXx

ملاحظة
إذا كانت   فان,A A X 

 


 

  
)9.3(مبرھنة

}لتكن Xالمجموعةيمجموعة ضبابیة فAلتكن }A  عائلة من المجموعات الضبابیة فيX .فان
)1 (( ) ( )A A A A 

  

  )2 (( ) ( )A A A A 
  

  
)3 (( )c cA A 

  

 )4 (( )c cA A 
  

 

)10.3(نةمبرھ
}لتكن  }A  عائلة من المجموعات الضبابیة في المجموعةX ولتكنtp نقطة ضبابیة فيX فان






upt

tpإذا وفقط إذا كان  A لبعض.
البرھان 

tpنفرض  A







))(()( xuxpt 


( ) sup{ ( )}tp x A x

 ( ) ( )tp x A x  لبعض قیم.

tp A  لبعض قیم.
الاتجاه الآخر 
tpنفرض  A لبعض قیم.

( ) ( )tp x A x  لبعض قیم( ) sup{ ( ) : }tp x A x   tp A


 .

مما تقدم یمكن أن نستنتج المبرھنة الآتیة 
)11.3(مبرھنة
. Xمجموعة ضبابیة غیر خالیة في Aلتكن 

tpبحیث أن pارتكازھا tpتوجد نقطة ضبابیة ) 1( A.
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)2 (A تساوي اتحاد جمیع نقاطھا الضبابیة ، بعبارة أخرى{ : }t t
t

A p p A


 
)3(تمارین

CBAكل من لتكن 1.3 بین أي من العبارات الآتیة صحیحة أم لا مع البرھان؟. Xمجموعة ضبابیة في مجموعة ,,
)1(( | ) ( ) | ( ) | ( )A B C A B C A B A C     )2 (( ) | ( | ) ( | )A B C A C B C  
)3 (| ( ) ( | ) ( | )A B C A B A C  )4(( | ) | ( | ) | | ( ) ( | ) ( |A B C A C B A B C A B A C    
)5 (( ) | ( )A B A B A B   )6 (A B B A  )7 (A A  )8 (A A 
)9(( ) ( )A B C A B C    )10 (( ) ( ) ( )A B C A B A C     

A,لتكن كل من 2.3 B مجموعة ضبابیة فيX . أنبرھن على
)) أ( ) ( ) ( ) ( )c c c cA B A B A B A B      )ب (( ) ( ) ( ) ( )c c c cA B A B B B A B      

Level Sets–القطع في المستوي الفا مجموعة. 4
)1.4(تعریف

للمجموعة ) Cut-(أو ) )-Levelمجموعة القطع في لمستوى . ، ولتكن Xمجموعة ضبابیة فيAلتكن
]ویرمز لھا بالرمز Aالضبابیة  ]A  ویعرف بالصیغة[ ] { : ( ) }A x X A x    . ومجموعة القطع-القوي

)- cut Strong (الضبابیة للمجموعةAیرمز لھا بالرمز
[ ]

A
 

، أي أن 
[ ]

{ : ( ) }A x X A x


   

ملاحظات
}یجب أن تعرف بصورة منفصلة لان A[0]المجموعة ) 1( : ( ) 0}x X A x X   [0]،  أي أنA X .
)2   (

[1 ]
A  

)3 ([ ]A  مجموعة ھشة)Crisp Set (لكلأي أن ،[ ]A منتقلیدیة مجموعة جزئیةX لكل.
)یرمز لھ بالرمزAالمجموعة الضبابیة)core(لب ) 4( )co A [1]بالصیغة ویعرف( ) { : ( ) 1}co A x X A x A   

)وبما أن  ) 1A x  لكل( ) { : ( ) 1}co A x X A x      .
10إذا كانت ) 5(   فان[ ] [ ]A A وعلیة المجموعات الھشة[ ]A تستطیع الزیادة كزیادة لامن الصفر إلى

. واحد
]عائلة المجموعات الھشة )6( ]A  لكل تسمى تمثیلا للمجموعة  الضبابیة ،A.
[0]فان مجموعة ضبابیة فيAإذا كانت ) 7( { : ( ) 0}A x A x A    

A(1,5)إذا كانت  : مثلا   [0]فان [1,5]A 

)2.4(مثال
}لتكن , , , }X a b c e 0ولتكن 0.7 1 0,5 0.2{ , , , , }A

a b c d e
. احسب[ ]A  لكل.

: الحل
[ ] { : ( ) }A x X A x   
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2.00إذا كانت ) 1(   فان[ ] { , , , }A b c d e )2 ( 5.02.0إذا كانت   فان[ ] { , , }A b c d 

7.05.0إذا كانت ) 3(   فان[ ] { , }A b c )4 ( 17.0إذا كانت   فان[ ] { }A c 

[ ]

{ , , , }, 0 0.2
{ , , }, 0.2 0.5
{ , }, 0.5 0.7
{ }, 0.7 1

b c d e

b c d
A

b c

c









 
     
  

)3.4(مثال
]احسب  ]A  لكل  .ولكل من المجموعات الضبابیة الآتیة

)1 (

0, 20
20 , 20 35

15
( ) 1, 35 45

60 45 60,
15

600,

x

x
x

A x x

x
x

x


   

  
   
 

)2 (

0, 0
1, 0 20

( ) 35 , 20 35
15

0, 35

x

x
A x x

x

x


   

 




)3  (

0, 45
45 , 45 60

( ) 15
1, 60 80
0, 80

x

x
x

A x
x

x


    
  




)4 (, 0 1
( )

0, .
x x

A x
e w

 
 


)5  (1, 0,1,2,3,4,5
( )

0, .
x

A x
e w


 


: الحل
[ ] [ ]

{ : ( ) }, { : ( ) }A x X A x A x X A x 
      

)1(
3520انت إذا ك

5̀1
202015 


 x
x

x 

6045إذا كانت 
5̀1

601560 


 x
x

x 

[ ][ ]
(15 20,60 15 ) [15 20,60 15 ]A A 

          

)2(
2001إذا كانت   x

3520إذا كانت 
5̀1

351535 


 x
x

x 
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[ ][ ]
(0,35 15 ) [0,35 15 ]A A 

      

)3(
6045إذا كانت 

5̀1
454515 


 x
x

x 

80601إذا كانت   x

[ ][ ]
(15 45,80) [15 45,80]A A 

      

)5  ([ ] {0,1,2,3,4,5}A   10لكل 

)4.4(مبرھنة
A,لتكن كل من  B مجموعة ضبابیة فيX ولتكن فــأن ,

)1 ([ ][ ]
A A  

)2 ([ ] [(1 ) ]
( ) ( )c cA A  

)3 (  أذا كانت  فأن[ ] [ ] [ ] [ ]
,A A A A     

)4 ([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
( ) , ( )A B A B A B A B            

)5 ([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
( ) , ( )A B A B A B A B            

:البرھان
]لیكن ) 1( ] [ ][ ] [ ]

( )A A x A A x x A  
       

]لیكن  ) 2( ]( ) 1 1 ( ) ( ) ( )c cA x A x A x x A           

[ ] [(1 ) ] [(1 ) ] [(1 ) ]
( ) ( ) ( )c c cA A x A x A       

     

]وبالمثل نبرھن   ][(1 ) ]
( ) ( )c cA A  

[ ] [(1 ) ]
( ) ( )c cA A  

 

]لیكن )3( ]( )A x x A   

]بما أن   ] [ ] [ ] ( )A A x A A x           

]لیكن  )  4( ]max{ ( ), ( )} ( )( ) ( )A x B x A B x x A B        

[ ] [ ] [ ] [ ] ( ) ( )x A B x A x B A x B x               

[ ] [ ] [ ]( )A B A B       وبالمثل نبرھن[ ] [ ] [ ]( )A B A B    [ ] [ ] [ ]( )A B A B     

وبالمثل نبرھن 
[ ] [ ] [ ]

( )A B A B
      

]لیكن  )5( ]min{ ( ), ( )} ( )( ) ( )A x B x A B x x A B        

[ ] [ ] [ ] [ ] ( ) ( )x A B x A x B A x B x               

[ ] [ ] [ ]( )A B A B     مثل نبرھن  وبال[ ] [ ] [ ]( )A B A B    [ ] [ ] [ ]( )A B A B     

وبالمثل نبرھن 
[ ] [ ] [ ]

( )A B A B
       .

ملاحظة
]نستنتج على أن )4.4(المبرھنةفي 5من الجزء  ] [ ]( ) ( )c cA A  وكذلك

[ ] [ ]
( ) ( )c cA A

  
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)5.4(مبرھنة
}لتكن  }A ئلة من المجموعات الضبابیة في عاX

)1 ([ ] [ ][ ] [ ]
( ) ( ) , ( ) ( )A A A A      

   
 

   

    
)2 ([ ] [ ][ ] [ ]

( ) ( ) , ( ) ( )A A A A      
   

 

   

    
) 6.4(مثال 

nA:لتكن الدالة  X   1معرفة بالصیغة( ) 1nA x
n

  لكلXx حیث ،nمن الواضح . دد صحیح موجبع

}أن  }nA عائلة من المجموعات الضبابیة فيX.
( )( ) sup{ ( ) : } 1n n

n

A x A x n


  



)[1]نأخذ  ) 1n

n

A X 


  



)1بما أن  ) 1 1nA x
n

   [1]لكل [1]( ) ( )n n
n

A A n 


    



)7.4(مبرھنة

A,لتكن كل من  B مجموعة ضبابیة فيX ولتكنفــأن
)1  (A B إذا وفقط إذا  كان[ ] [ ]A B .)2 (A B إذا وفقط إذا  كان

[ ] [ ]
A B

  .
)3  (A B إذا وفقط إذ كان[ ] [ ]A B .)4 (A B إذا وفقط إذا  كان

[ ] [ ]
A B

   .
:البرھان
Aنفرض ) 1( B . لیكن[ ]( )A x x A   

)بما أن  ) ( )A y B y A B   لكل[ ] [ ] [ ] ( )A B x B B x y X         

]نفرض :  الاتجاه الأخر  ] [ ]A B .
)بحیث أنXyسنبرھن بطریقة التناقض، نفرض یوجد  ) ( ) 0 ( ) ( )A y B y A y B y   

0نضع  1 ( )A y     وان[ ]y A 

]ولكن  ] [ ] [ ] ( ) ( )A B y B B y A y        جب أن یكون ی، وعلیھ وھذا تناقضA B.
).4(، ) 2(وبالمثل نبرھن ) . 2(ینتج ) 1(ومن 

)8.4(مبرھنة 
.Xمجموعة ضبابیة في مجموعة Aلتكن 

)1 ([ ] [ ] [ ]A A A  
    

  )2 ([ ][ ] [ ]
A A A 

   
 

 

  
البرھان 

لكل ) 1(  فان[ ] [ ]A A )مبرھنة ([ ] [ ]A A 
 

 
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]لكل  ]x A 
 

0,  فان[ ]x A   لان ( )A x     0لكل

0إذا كان   فان[ ] ( )x A A x   [ ] [ ] [ ] [ ]pA A A A  
    

    
).2(وبالمثل نبرھن 

)9.4(مبرھنة 
]فان Xمجموعة ضبابیة في مجموعة Aلتكن  ] [ ]

( )A X

A A A 
  

  
: البرھان

Xxلیكن 

[ ] [ ] [ ]( ( ))( ) sup{ ( ) : } sup{ : } sup{ : ( ) } ( )A x A x x A A x A x  


   


        
[ ]A A 



   وبالمثل نبرھن[ ]
( )

( )
A x

A A 


 .

)10.4(مثال 
0.5لتكن  0.3 0.2 0.2{ , , , } , { , , , }A X a b c d

a b c d
  فان

1 1
6 5[ ] [ ]

1 1{ : ( ) } { , , , } , { : ( ) } { , , , }
6 5

A x X A x a b c d X A x X A x a b c d X         

1 1
4 3[ ] [ ]

1 1{ : ( ) } { , }, { : ( ) } { }
4 3

A x X A x a b A x X A x a       

1 2
2 4

[1][ ] [ ]

1 3{ : ( ) } { }, { : ( ) } , { : ( ) 1}
2 4

A x X A x a A x X A x A x X A x            

)4(ارین تم
بین أي من العبارات الآتیة صحیحة أم لا مع البرھان؟. Xمجموعة ضبابیة في مجموعة Aلتكن 1.4

]) أ( ] [ ]( )c cA A  لكل)ب ([ ] [ ]{ : 1}A A      10لكل  

]بحیث أن في Aأعط مثال لمجموعة ضبابیة مستمرة 2.4 ]A  10لیست فترة لكل  .
A,لتكن كل من 3.4 Bمجموعة ضبابیة في مجموعة الأعداد الحقیقیة .بین أي من العبارات الآتیة صحیحة أم مع البرھان.
]) أ( ] [ ]

cA A   )ب ([ ] [ ]
cA A   )ج ([ ] [ ] [ ] [ ]( )c c cA B A B     )د ([ ] [ ] [ ] [ ]( )c c cA B A B     

ولتكن Xمجموعة ضبابیة في المجموعة Aلتكن 4.4 }supولتكن عائلة غیر خالیة من }{ : }   ،
inf{ : }     . ا(:برھن على أن ([ ] [ ]A A 



)ب ([ ] [ ]A A 



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Fuzzy Logicالمنطق الضبابي  . 5
pإذا كانت. ]1,0[المسموح بھا في المنطق الضبابي ھي أي عدد حقیقي في الفترة المغلقة (Truth Value)قیم الصدق 

)(عبارة معینة ، قیمة الصدق لھا یرمز لھا بالرمز ptv 0)(1وعلیھ  ptv لكل عبارةp1. في المنطق الضبابي)( ptv

)(0،(Absolutely True)صادقة مطلقاً pتعني أن  ptvتعني أنp ًكاذبة مطلقا(Absolutely False) وان ،
56.0)( ptv تعني صدقp 56.0ھو.

)1.5(تعریف
والتي تشیر إلى درجة ]1,0[عبارة عن منطق متعدد القیم الحقیقیة في الفترة المغلقة) Fuzzy Logic(المنطق الضبابي 

.حقیقیة التي یتم تمثیلھا بصیغة ضبابیة
ملاحظة 

ویمكن أن یشیر المنطق الضبابي إلى مفھوم التأكید .المنطق الضبابي مثل المنطق التقلیدي یھتم بصدق العباراتأن
52إذا كان : فمثلا  x3فانx .علي كبیر السن " : كما یمكن أن نشیر في بعض الأحیان عدم التأكد فمثلا "

. سنة58صادقة أم كاذبة بشكل واضح،إذا كان عمر علي " علي كبیر السن"من الصعب تمیز صدق العبارة ، )6.0بحدود (
في بعض النواحي ھو كبیر السن، أن یكون مؤھل لمنافع المسن في العدید من المؤسسات، لكن في النواحي الأخرى ھو لیس 

یأخذ القیم tv)علي كبیر السن(لذا، في المنطق  الضبابي الذي نحن نسمح. یر السن منذ ھو لیس مؤھل للضمان الاجتماعيكب
یم بالإضافة إلى صفر والواحد الذي إضافة في المنطق الضبابي بان ھناك عدة أشكال لدمج ھذه الق]1,0[الأخرى في الفترة 

-:الحقیقیة  كما في التعاریف الآتیة
)2.5(تعریف 

~)(1)(وان ~pویرمز لھا بالرمز p(Negation)تسمى نفي pالعبارة لیست . عبارة معینة pلتكن ptvptv 

مثلا 
)(0إذا كان)1( ptv 1فان)(~ ptv
)(8.0إذا كان) 2( ptv 2.0فان)(~ ptv
)(1إذا كان) 3( ptv 0فان)(~ ptv

)3.5(تعریف 
qpویرمز لھا بالرمز " qوp"ھو العبارة ,qpتینالعبار) Conjunction(وصل .عبارة,qpلتكن كل من   وان

))(),(()( qtvptvTqptv 
. ]1,0[على الفترة المغلقة t-یمثل معیار من النمط Tحیث
)4.5(مثال

~)~(اوجد قیمة صدق العبارة. عبارة,qpلتكن كل من  qp.
:الحل

))(1),((1)~(1))~((~ qtvptvTqptvqptv 
)5.5(تعریف 

qpویرمز لھا بالرمز "  qأوp"ھو العبارة ,qpالعبارتین(Disjunction)فصل .عبارة,qpلتكن كل من   وان
))(),(()( qtvptvCqptv 

.]1,0[على الفترة المغلقة t-یمثل معیار مكمل من النمط Cحیث
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)6.5(مثال 
ةات الآتیاوجد قیمة صدق العبار. عبارة,qpلتكن كل من 

)1 ()(~ qp )2 ()(~)~(~ qpqp 
:الحل
)1())(),((1)(1))((~ qtvptvCqptvqptv 
)2 ()))(),(1(),(1),((1())(~),~(1()(~))~((~ qtvptvCqtvptvCTqptvqptvTqpqptv 

)7.5(تعریف
ولھا نفس ) العبارات البسیطة(بأنھما متكافئتان إذا كانتا مكونتان من نفس المركبات الأساسیة ,qpیقال عن العبارتین

qpمتكافئتین فتكتب,qpإذا كانت العبارتین .  قیم الصدق ویرمز للتكافؤ بالرمز  .
)8.5(مبرھنة

rqpلتكن كل من  عبارة,,
)1 (pqqp )2 (pqqp )3 (rqprqp  )()(
)4 (rqprqp  )()()5 ()(~)(~)(~ qpqp )6 ()(~)(~)(~ qpqp 

البرھان
)1(

)())(),(())(),(()( pqtvptvqtvTqtvptvTqptv  pqqp

)3 (
))(())(),(())()),()((()))(),((),(())(),(())(( rqptvrtvqptvTrtvqtvptvTTrtvqtvTptvTrqtvptvTrqptv 
 rqprqp )()(

)5 (
))(~)((~))(~),(~())(1),(1())(),((1)(1))((~ qptvqtvptvCqtvptvCqtvptvTqptvqptv 
 )(~)(~)(~ qpqp

(conditional Statements)عبارات المركبـة ویدعى ھـذا النوع بالعبـــارات الشرطیة ھنالك نوع آخر مھم من ال
والتي نستخدمھا بشكل واسع جداً في الریاضیات 

) 9.5(تعریف
تسمى بالعبارة الشرطیة qفانpبالصیغة إذا كان,qpالعبارة الناتجة من دمج العبارتین.عبارة ,qpلتكن كل من 

(Conditional Statement)والتي یرمز لھا بالرمزqp . وانp تسمى بالفرضیة(Hypothesis)وتسمىq

)(~)(وتكون(Conclusion)بالنتیجة qptvqptv .

pھي شرط ضروري إلىqوالعبارة qھي شرط كافي إلىpالعبارة 

.qpالعبارة الشرطیة  )Converse(تسمى معكوسpqالعبارة الشرطیة ) 1(
pqالعبارة الشرطیـــة )2( ~~ للعبارة الشرطیة) المعاكس الإیجابي(تسمى الضد الموجبqp (Contra positive).
qpالعبارة الشرطیة) 3( ~~ تسمى  نظیر)Inverse (  العبارة الشرطیةqp.
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نلاحظ أن
)(~)~(العبارة الشرطیة والضد الموجب لھا نفس جدول الصدق أي أن  )1( pqqp 
)(~)~(المعكوس والنظیر لھا نفس جدول الصدق أي أن        ) 2( qppq 

)10.5(تعریف
عبارة ثنائیة الاشتراط ) pفانqوإذا كان qفان pإذا كان (لى العبارةیطلق ع. عبارةp ،qلتكن كل من 

(Biconditional Statements) . ویعبر عن ھذه العبارة المركبة بالرمزqpوالتي تقرأ)pإذا وفقط إذاq .(
)()(في الحقیقة، إن العبارة ثنائیة الاشتراط ھي وصل عبارتین شرطیتین، أي إنھا  pqqp  وعلیھ

))()(()( pqqptvqptv 

ملاحظة
).معنى واحد(التعابیر الآتیة تعطي نفس المعنى

)1 (qp)2(p ھي شرط ضروري وكافي إلىq)3 (q ھي شرط ضروري وكافي إلىp

)4 (p إذا وفقط إذاq)5 (q إذا وفقط إذاp)6 (إذا كانpفانqوالعكس صحیح)إذا كان ) 7qفانpوالعكس صحیح.
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Fuzzy Numbersالأعداد الضبابیة . 6
وإنھا ذات أھمیة كبیره في الأعداد الضبابیة مجموعات ضبابیھ خاصة جدا في مجموعة الأعداد الحقیقیة 

أن على ) نبرھن( في ھذا البند سوف نعطي التعریف العام للعدد الضبابي مع الأمثلة ثم نبین . الأنظمة الضبابیة 
.الأعداد الحقیقیة والفترات المغلقة ھي حالات خاصة من الأعداد الضبابیة 

)1.6(تعریف
Fuzzyبأنھا عدد ضبابيAیقال عن.مجموعة الأعداد الحقیقیةمجموعة ضبابیة فيAلتكن Number)( إذا

:ات الآتیة تحققت البدیھی
(1)A سویة(Normal) 0بعبارة أخرى یوجدx  0بحیث أن( ) 1A x 

(2)Aمحدبھ ضبابیةFuzzy convex)(، بعبارة أخرى      (1 ) min ,A x y A x A y   

x,لكل  y A 10ولكل  .
(3)A شبھ مستمرة من الأعلى(Upper semi continuous)،بعبارة أخرى المجموعة { : }x A x  

.لكل تكون مغلقة في
Aانغلاق المجموعة(4) فيكون مرصوصة ت أي ان ،A فيتكون مرصوصة .

Aبما أن   مغلقة في وبذلك نحتاج فقط أن نبرھنA  یوریل–حسب خاصیة ھاین(مقیده(
بأنھا عدد ضبابي إذا في Aیقال عن المجموعة الضبابیة :ومن الممكن صیاغة التعریف أعلاه بالشكل الأتي 

:ةالآتیتحققت البدیھیات 
(1)( )co A  أي أنA سویھ.
(2) A  10فتره مغلقھ ومقیده لكل  یعني أن  1 2[ ( ), ( )]A n n   1)(حیث n نقطة النھایة الیسرى

(Lift End Point ) ،)(2 n نقطة النھایة الیمنى(Right End Point ) تكون مغلقة ومقیدة.
(3)A بعبارة أخرى یوجد عدد حقیقي موجب ،مقیدةk بحیث أن ,A k k  

)2.6(مثال
تأمل المجموعة الضبابیة في الشكل

y

-1
-0.8
           •-0.6
             ◦-0.4

-0.2

    6,10:  xuRxu

     X       |      |      | |     |      |
654321
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      { : ( ) 0} (1,6), : 1 3,4A x A x co A x A x         
تقع على (2,0.6)تقع على المخطط بینما النقطة لا(2,0.4)النقطة . 2xنلاحظ عدم الاستمراریة عند النقطة 

.المخطط 
في الفترات xلقیم دالھ إلى xدعنا أولا نجد      6,4,3,2,2,1

21,4.00عندما (1)  x ،(1,0)، (2,0.4)نجد معادلة الخط المستقیم المار بالنقطتین

1 2 1

1 2 1

5 0 0.4 01
2 1 2 1

y y y yy y
x

x x x x x

  
     

   
5 51 1
2 2

x x y     

32,16.0عندما (2)  x ،(2,0.6)،(3,1)نجد معادلة الخط المستقیم المار بالنقطتین

  1 2 1

1 2 1

3 2 0.6 1 0.62
5 5 2 3 2

y y y yy
y x

x x x x x

  
      

   
5 1 5 1
2 2 2 2

x x y     

64,10عندما (3)  x  ،لمستقیم المار بالنقطتین نجد معادلة الخط ا 0,6 ,1,4

    1 2 1

1 2 1

1 0 12 1 4
4 6 4

y y y yy
y x

x x x x x

  
       

   
6 2 6 2x x y     

الآن من الممكن إیجاد  u 10عندما  

       
 
             

 
 

0.4 10 0.2 0.5 0.6 0.81,6 , 1.5,5.6 , 2,5.2 , 2,5 , 2,4.8 , 2.5,4.4 , 3,4A A A A A A A      

من 2xعلى المخطط عند إذا حركنا النقطة.  جمیع الفترات مغلقة 6.0,2 إلى 4.0,2 سوف نحصل على
       

 
 

0.60.4 0.52,5.2 , 2,5 , 2,4.8A A A  

.لیست جمیع الفترات مغلقة 
)3.6(مثال

A:بین فیما إذا كانت الدالة   المعرفة بالصیغة
1 , 1

2( )
1 , 1

x
xA x

x
x

   
 


تمثل عددا ضبابیا أم لا ؟
:الحل 

.مجموعة ضبابیھ في Aمن الواضح أن 
نختار    0 01 1 1A x A x   A  وان سویھ    :A x A x   

1xإذا كان 
2 1 12 1

2
x x

x


  




      


1xإذا كان 
1 1

x
x



   

   
2 1 1,A A 


 
     

10فتره مغلقة ومقیدة لكل   وان  : 0A x A x   
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)4.6(مثال
A:برھن على أن الدالة   المعرفة بالصیغة

0, 1
1, 1 1

2( )
4 , 1 4

3
0, 4

x

x
x

A x
x

x

x

 
    
    

 

.تكون عددا ضبابیا 
:الحل 

مجموعة ضبابیھuمن الواضح أن 
نختار    0 01 1 1A x A x   A  وان سویھ    :A x A x   

11إذا كانت   x   12فان 1
2

x
x  


   

41إذا كانت   x 44فان 3
3

x
x  


   

 [ ] [ ] 2 1 , 4 3A A        فتره مغلقة ومقیدة لكل

 [ ] 2 1, 4 3A       [0] ( 1,4)A A A     مقیدةA  عددا ضبابیا.
)5.6(تعریف

إذا كان rبأنھ یساوي Aیقال عن العدد الضبابي . عددا حقیقیاrضبابیة ولیكن تمثل مجموعة الأعداد اللتكن
1,

( )
0,

x r
A x

x r


  

[1]نلاحظ أن [ ]( ) [ , ], [ , ], [ , ]co A A r r A r r A r r
    وعلیھr  . ویقال عن العدد الضبابيp بأنھ

],[یساوي ba إذا كان









],[,0
],[,1

)(
bax

bax
xp

[ , ]a b  وعلیھ مجموعة الأعداد الحقیقیة تكون مجموعة جزئیة من وكذلك مجموعة كل الفترات المغلقة
.تكون مجموعة جزئیة من 

.الآن نذكر نوعین أساسین من الأعداد الضبابیة

)6.6(تعریف
cbaیعرف بثلاثة أعداد Aإذا كان) Triangular(بأنھ مثلثيAیقال عن العدد الضبابي  حیث رأس المثلث

bxیكون عند النقطة   وقاعدتھ تكون الفترة المغلقة],[ caویكتب( / / )A a b c لكل عدد ثلاثيA .



329ر
Fuzzy Mathematicsلضبابیة  الریاضیات ا

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

28

شكل یمثل العدد الضبابي مثلث
)7.6(مبرھنة
)إذا كان / / )A a b cفان

,

( ) ,

0, .

x a
a x b

b a
c x

A x b x c
c b

o w

   
   




]وان    ] [ ( ) , ( ) ]A a b a c b c      [0]و [ , ]A a c تسمى قاعدة العدد الضبابيA

:البرھان
),0,(),1(معادلة المستقیم المار بالنقطتین  ba ھي

ax

y

abab

ax
y













001

),1,(),0(ن ومعادلة المستقیم المار بالنقطتی cb ھي
bx

y

bcbc

xc
y













110
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,

( ) ,

0, .

x a
a x b

b a
c x

A x b x c
c b

o w

   
   




bxaعندما 
ab

ax
yyabaxabaxa 




 )()()(1 

cxbوعندما 
bc

cx
yycbcxcbcxa 




 )()()(2 

[ ] 1 2[ ( ), ( )] [ ( ) , ( ) ]A a a a b a c b c         

)8.6(مثال
4)إذا كان / 6 / 7)A  فان

4 , 4 6
2

7( ) , 6 7
3
0, .

x
x

x
A x x

o w

  

  





][]7,24[وان     u

ملاحظة
cbaیعرف جزئیا بثلاثة أعداد Triangular Shaped (A(لثیا ثمالعدد الضبابي المشكل   ھ أضلاعلان

)ویكتبأقواس مستمرة ولیست قطع مستقیمة، / / )A a b c.

شكل یمثل العدد الضبابي المشكل مثلثیا
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)9.6(فتعری
dcbaیعرف بأربع  أعداد Aإذا كان) Trapezoidal(بأنھ رباعي Aیقال عن العدد الضبابي  بحیث( ) 1A x 

],[على الفترة المغلقة cb وقاعدتھ تكون الفترة المغلقة],[ daویكتب( / , / )A a b c d لكل عدد رباعيA.

یمثل العدد الضبابي رباعي 
)10.6(مبرھنة

)إذا كان / , / )A a b c d فان

,

1,
( )

,

0, .

x a
a x b

b a
b x c

A x
d x

c x d
d c

o w

   
     

 



]وان    ] [ ( ) , ( ) ]A a b a d c d      [0]و [ , ]A a d العدد الضبابي تسمى قاعدةA

:البرھان
)7.6(بنفس أسلوب المبرھنة

)11.6(مثال
/1)إذا كان 2,3 / 4)A  فان

1, 1 2
1, 2 3

( )
3 , 3 4

0, .

x x

x
A x

x x

o w

  
      


]وان    ] [1 , 4 ]A     
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ملاحظة
dcbaیعرف جزئیا بأربع أعداد Trapezoidal Shaped (A(رباعیا العدد الضبابي المشكل    لان

)ویكتبأقواس مستمرة ولیست قطع مستقیمة،ھأضلاع / , / )A a b c d.

شكل یمثل العدد الضبابي المشكل رباعیا           
)12.6(تعریف
)لیكن / / )A a b c أو( / / )A a b c .نعرف

)1 (0A  0إذا كانa)2 (0A  0إذا كانa
)3 (0A  0إذا كانc)4 (0A  0إذا كانc

,0وبالمثل نعرف  0, 0, 0A A A A    عندما( / , / )A a b c d أو( / , / )A a b c d  .
,واضح الآن كیف نعرف  من ال , ,A r A r A r A r    لكل عدد حقیقيr.

)13.6(تعریف
A,كل من لیكن  B نعرف . عددا ضبابیا مستمراmax{ , }, min{ , }A B A B بالشكل الأتي:

max{ , }( ) sup{min{ ( ), ( )}:max{ , } }, min{ , }( ) sup{min{ ( ), ( )}:min{ , } }A B z A x B x x y z A B z A x B x x y z   

)14.6(مثال
0)لیكن / 4 / 8), (1/ 2 / 6)A B  . كل من احسبmax{ , }, min{ , }A B A B

:الحل
, 0 6 1, 1 24

8 6( ) , 4 8 ( ) , 2 6
4 4
0, . 0, .

x
x x x

x x
A x x B x x

o w o w

     
         
 
 


}maxنحسب  : أولا , }A B

}maxإذا أردنا مثلا  أن نحسب)1( , }(2)A B

max{ , }(2) sup{min{ ( ), ( )}: max{ , } 2}A B A x B y x y 
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}minالجدول التالي یوضح كیفیة حساب  ( ), ( )}A x B y

xy( )A x( )B ymin{ ( ), ( )}A x B y

200.500
210.500
220.510.5
22010
220.2510.25
max{ , }(2) 0.5A B   وبالمثل نحصل علىmax{ , }(4) 1A B 

}minنحسب  :ثانیا , }A B

}minإذا أردنا مثلا  أن نحسب)2( , }(2)A B
min{ , }(2) sup{min{ ( ), ( )}: min{ , } 2}A B A x B y x y 

}minیة حساب الجدول التالي یوضح كیف ( ), ( )}A x B y

xy( )B x( )B ymin{ ( ), ( )}A x B y

260.500
230.50.250.25
240.50.50.5
230.50.750.5
220.3310.33
320.7510.75
42111
520.7510.75
620.510.5
720.2510.25
82010

min{ , }(2) 1A B   وبالمثل نحصل علىmin{ , }(4) 0.5A B 

Fuzzy Arithmeticالحساب الضبابي
لتكن . قبل أن نتطرق إلى طریقة الحساب الضبابي یجب أولا أن تتعلم البعض من أساسیات حساب الفترات 

   dcBbaA ,,,  إذا كانت . فترتین مغلقتین من الأعداد الحقیقیة فان ,,
 ByAxyxBA  ,:

)15.6(تعریف
لتكن    dcBbaA ,,, تعرف كالأتي ةالأربعالعملیات الحسابیة .فترتین مغلقتین من الأعداد الحقیقیة:

)1 (],[ dbcaBA )2 (],[ cbdaBA 
)(3],[.  BA حیث},,,max{ bdbcadac ,},,,min{ bdbcadac

)4 (]1,1[],[
cd

baBA  0,0حیث  dc



329ر
Fuzzy Mathematicsلضبابیة  الریاضیات ا

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

33

)16.6(مثال
]4,2,[]5,1[إذا كانت   BA فان

]9,3[]54,12[  BA
]3,3[]54,12[  BA

]20,2[}]20,4,10,2max{},20,4,10,2[min{.  BA

]4,
5
2[}]4,

5
4,2,

5
2max{},4,

5
4,2,

5
2[min{]1,

5
1].[4,2[  BA

)17.6(مبرھنة
لتكن    dcBbaA ,,, فترتین مغلقتین من الأعداد الحقیقیة.

)1 (AA0)2 (AA 1)3 ( 0,0إذا كان  ac فان],[. bdacBA 
0,0إذا كان )4(  bc فان],[. bcadBA )5( 0]0,0,[1]1,1[إذا كان  فانAAAA  1,0

:البرھان 
)1 (],[ abbaAA 
baabbaabbaAAبما أن   0,000

)2(},1,max{},,1,min{],[]1,1[],[
a

b

b

a

a

b

b

a

ab
baAA  

baبما أن  
a

b

b

a
AA  1,11,111 

babcacبما أن ) 3( بما أن وكذلكdcadac 
badcbdacو بما أن   , acbdbcadac },,,min{

bdbdbcadacbdacBAوبالمثل نبرھن على أن   },,,max{],[ 
0,0بما أن )    4(  cdcd

badbdadبما أن   ,0
dcbbcbdbcbdadوكذلك   ,0
babaبما أن    dcaacadوكذلك بما أن 00,  ,0

bcbdbcadacadbdbcadac  },,,{,},,,min{ 
],[وعلیھ  bcadBA 

)5(AbababaA  ],[]0,0[]0,0[],[0
bbaababaA  },max{,},min{],[]1,1[],[1  AA 1

ملاحظة 
A,لیكن  B  .  ھناك طریقتان أساسیتان لإجراء العملیات الأربعة, , ,A B A B A B A B    ھما استعمال

. سوف نناقش مبدأ التوسیع أولا. مبدأ التوسیع ، واستعمال تخفیفات الفا وحساب الفترات 
)18.6(تعریف
A,لیكن  B  على* نعرف العملیة كالأتي

        sup min , :A B z A x B y x y z   
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بالشكل الأتي ) الضرب والقسمة ،الطرح ،الجمع (ةالأربعوعلیھ نعرف العملیات الحسابیة 
                 sup min , : , sup min , :A B z u x v y x y z A B z A x B y x y z       

                   0sup min , : , sup min , : , 0A B z A x B y x y z A B z A x B y x y z B        

)19.6(مثال
لیكن    0 /1/ 2 , 1/ 2 / 3A B  إي أن ،

  ،   
, 0 1 1, 1 2

2 , 1 2, 3 , 2 3
0, . 0, 0.

x x x x

A x x x B x x x

o w w

     
         
 
 

نحسب : أولا A B

إذا أردنا مثلا أن نحسب    2A B        2 sup min , : 2A B A x B y x y   

یوضح كیفیة حساب الجدول التالي     min ,A x B y

xyz( )A x( )B ymin{ ( ), ( )}A x B y

112100
0.91.120.90.10.1
0.71.320.70.30.3
0.51.520.50.50.5
0.31.720.30.70.3
0.11.920.10.90.1
022010
   2 0.5A B   وبالمثل نحصل على   3 1A B وعلیھ یمكن الحصول على 1/ 3 / 5A B 



329ر
Fuzzy Mathematicsلضبابیة  الریاضیات ا

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

35

Aنحسب :ثانیا  B

إذا أردنا مثلا نحسب    2A B        2 sup min , : 2A B A x B y x y   

الجدول التالي یوضح كیفیة حساب     min ,A x B y

xy( )A x( )B ymin{ ( ), ( )}A x B y

21000
1.75

7
80.25

7
1

7
1

1.5
3
40.5

3
1

3
1

1.25
5
80.75

5
3

5
3

12111
0.75

3
80.75

3
1

3
1

0.540.500
0.2580.2500
   2 1A B   وفي الحقیقة 0 / 2 / 6A B 

ملاحظة 
A,إذا كان كل من  B عدد ضبابي مثلثي أو شبھ منحرف فان كل منA B،A B ولكن . یكون كذلكA B سوف

.یكون عدد ضبابي بشكل مثلثا أو رباعیا إذا كان كلاھما عدد ضبابي مثلثي أو عدد ضبابي رباعي 

وحساب الفترات وكذلك لان باستخدام تخفیضات ةالأربعألان نعرف العملیات  A  للعدد الضبابيA تكون دائما فتره
.مغلقة ومقیدة 

)20.6(مبرھنة
A,لیكن كل من  B عدد ضبابي بحیث أن           1 2 1 2, , ,A a a B b b            فان

(1)              1 1 2 2,A B A B a b a b 
           10لكل 

(2)              1 2 2 1,A B A B a b a b 
           10لكل 

)3(          1 2A B A B 
           10لكل  حیث

          )()(),()(,,min 121221111  babababa
          )()(),()(,,max 121221112  babababa

)4 ([ ] [ ] [ ] 1 2
2 1

1 1( ) [ ( ), ( )] [ , ]
( ) ( )

A B A B a a
b b    

 
    عندما 00 B
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)21.6(مثال
إذا كان    0 /1/ 2 , 1/ 2 / 3A B فان

[ ] [ ][ , 2 ], [1 ,3 ]A B        

[ ] [ ]

2 2
[ ] [ ]

( ) [1 2 ,5 2 ], ( ) [2 3,1 2 ],

2( ) [ ,6 5 ], ( ) [ , ]
3 1

A B A B

A B A B

 

 

   

 
   

 

       


      

 
21,25)(]25,21[بما أن  ][    vuxx

01عندما  x 13وعندما  x 05وعندما  x(1/ 3 / 5)A B  
)وبالمثل نجد  3 / 1/1), (0 / 2 / 6), (0 / 0.5 / 2)A B A B A B       

A BA B

A BA B
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Distance Between Fuzzy Setsالمسافة بین المجموعات الضبابیة

)22.6(تعریف 
)لتكن  ) جموعة جمیع المجموعات الضبابیة المستمرة في مجموعة الأعداد الحقیقیة تمثل م فیھا والتي

:یقال عن الدالة . مجموعة القطع في المستوي ألفا تكون فترات مقیدة ( ) ( )D       بأنھا دالة متریة
)Metric function ( على( ) ققت البدیھیات الآتیةإذا تح:

)1 (( , ) 0D A B  لكل, ( )A B   )2 (( , ) 0D A B  إذا وفقط إذا كانA B

)3 (( , ) ( , )D A B D B A لكل, ( )A B   )4 (( , ) ( , ) ( , )D A B D A C D C B  لكل, , ( )A B C   

)23.6(تعریف 
}یقال عن المتتابعة }nAفي( ) بأنھا متقاربة إلى( )A    0إذا كان لكل 0یوجدk بحیث أن

( , )nD A A  لكلkn .
)24.6(مثال  
,لتكن  ( )A B   بحیث أن[ ] 1 2[ ( ), ( )]B b b   ،[ ] 1 2[ ( ), ( )]A a a   نعرف الدالة: ( ) ( )D      

1بالصیغة 2( , ) max{max{ ( ), ( )}: 0 1}D A B L L    حیث أن)()()( 111  baL ،)()()( 222  baL  ،
)دالة متریة على Dفان  ) .1)وبصورة خاصة إذا كانت/ 2 / 4), (1/ 3 / 4)A B  فان

[ ] [ ][1 , 4 2 ], [1 2 ,4 ]A B         

1 2( ) 1 1 2 , ( ) 4 2 4L L                
( , ) max{max{ , }: 0 1} max{ : 0 1} 1D A B           

)25.6(مثال 
:نعرف  ( ) ( )D       بالصیغة( , ) ( ) ( )

b

a
D A B A x B x dx  لكل, ( )A B    حیث],[ ba

]فترة مغلقة تحتوي على  ] [ ],A B  .1)كانت إذا/ 2 / 4), (1/ 3 / 4)A B  فان

1 1 ,1 2
2 2

5 5,2
2 2( ) ( )

5 5, 3
2 2

1 2 ,3 4
2

x x

x x
A x B x

x x

x x

   

   

  
   


   


3( , )
4

D A B 
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تمارین 
ابیا ؟ مع البرھانبین أي من المجوعات الضبابیة التالیة تمثل عددا ضب1.6

)1 (, 0
( )

, 0

x

x

e x
A x

e x

 
 


)2 (

1 , 1
( )

1 , 1
2

x
xA x

x
x

  
 
 

)3 (sin , 0
( )

0, .
x x

A x
o w

 
 


)4 (, 0 1
( )

0, .
x x

A x
o w

 
 


)5 (1, 0,1,2,3,4,5
( )

0, .
x

A x
o w


 


)7,3(ةیساوي الفترAبحیث أنAھل یمكن تعریف عدد ضبابي2.6
),3[یساوي الفترةAبحیث أنAھل یمكن تعریف عدد ضبابي3.6
)اوجد ارتفاعھ Aلكل عدد ضبابي4.6 )ht A

A,لیكن كل من 5.6 Bبین أي من العبارات التالیة صحیحة أم لا ؟ مع البرھان . عددا ضبابیا
)1(cAیكون عددا ضبابیا.)2 (A Bج(.یكون عددا ضبابیا (A Bیكون عددا ضبابیا.
. عددا ضبابیا ؟ ولماذاAھل أن  . ة ضبابیة مبعثرة في مجوعAلتكن 6.6
A,لیكن كل من 7.6 B عددا ضبابیا مستمرا بحیث أنA B   .برھن على أن :

)1 (max{ , }A B A B )2 ( إذا كانmax{ , }A B A فانmin{ , }A B A
A,لیكن كل من 8.6 Bبرھن على أن. عددا ضبابیا مستمرا :

)1 (max{ , } , min{ , }A A A A A A )2 (max{ , } max{ , }, min{ , } min{ , }A B B A A B B A 
A,لیكن كل من 9.6 Bعددا ضبابیا مستمرا بحیث أنmax{ , }A B A . ھل أنmax{ , }A C B C A C   

.Cلأي عدد ضبابي مستمر 
}maxاحسب كل من  10.6 , }, min{ , }A B A B إذا كان

)1  ((1/ 2 / 3), (2 / 3 / 4)A B )2 ()4/3/1(),2/0/1(  vu

)3 (0.4 0 0.8 1 0.5 0.2 0.7 0.5 1 0.6 0.1 0.8{ , , , , , }, { , , , , , }}
0 1 2 3 4 5 1 1 2 3 4 5

A B 

],,[],[ن لتك11.6 dcBbaA  . احسبBA  إذا كان
)1 (0,0  bd)2 (0,0  ad)3 (0,0,0  acd)4 (0,0,0  abc

)5 (0,0,0,0  abcd)6 (0,0,0  abd)7 (0,0,0  bcd

],,[],[لتكن 12.6 dcBbaA  . احسبBA  إذا كان
)1 (0,0  ac)2 (0,0  bc)3 (0,0,0  acd)4 (0,0,0  abc

)5 (0,0,0,0  abcd)6 (0,0,0  abd)7 (0,0,0  bcd

CBAمن لتكن كل13.6 بین أي من العبارات التالیة صحیحة أم لا ؟ مع البرھانفترة مغلقة ,,
)1 (CBACBA  )()()2 (CBACBA  )()()3 (CABACBA  )(
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بین أي من العبارات التالیة صحیحة أم لا ؟ مع البرھان14.6
0بحیث أن Bفترة مغلقة فانھ توجد فترة مغلقة Aإذا كانت)  1( BA
1بحیث أن Bفترة مغلقة فانھ توجد فترة مغلقة Aإذا كانت )2( BA

YBXAإذا كانت ) 3(  YXBAحیث , YXBAفترات مغلقة فان ,,,  وكذلكYXBA 
BXAیوجد دائما حل للمعادلة) 4(  لفترة مغلقةX)5 (یوجد دائما حل للمعادلةBXA  لفترة مغلقةX

0)لیكن 15.6 /1/ 2), (1/ 2 / 3)A B  .)1 ( 2ھل أنB B B  ،)2 ( احسب كل من
, , 3 , 2 , 2 , 2, [ 4, 1] , [ 4, 1] , [ 4, 1] , [ 4, 1]A B A B B B B B B B B B                

,لیكن كل من 16.6 ,A B Cبین أي من العبارات التالیة صحیحة أم لا ؟ مع البرھان. عددا ضبابیا
)1 (( ) ( ) ( )A B C A B A C     )2 (( ) ( ) ( )A B C A B A C     
Aإذا كان ) 3( B فان, , , ,C A C B C A C B C A C B C A C B           
)لیكن 17.6 3 / 1/1), (1 / 3 / 4)A B    احسب كل من[ ] [ ] [ ] [ ]( ) , ( ) , ( ) , ( )A B A B A B A B      

)لیكن 18.6 4 / 3, 1/ 0), (3 / 4,5 / 6)A B     احسب كل من[ ] [ ] [ ] [ ]( ) , ( ) , ( ) , ( )A B A B A B A B      

)لیكن 19.6 / / )A a b c ،rمع البرھانبین أي من العبارات التالیة صحیحة أم لا ؟. عددا حقیقیا
)1 (( / / )r A a r b r c r    )2 ( 0إذا كانr فان( / / )r A ar br cr 
)فان 0rإذا كان ) 3( / / )r A ar br cr 

[0]احسب كل من . عددا ضبابیاAلیكن 20.6 [1]( ) , ( )A A A A 

كیف نعرف . عددا ضبابیاAلیكن 21.6
)1 (tan , sin , AA A e)2 (ln A 0عندماA )3 (rA لكل,3,2r

0.2لیكن 22.6 0.4 0 0.3 0.7 0 0.4 0.7 0 0.8{ , , , , }, { , , , , }
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

A B احسب كل من

, , ,A B A B A B A B   
,لیكن كل من 23.6 ,A B C برھن على أن . عددا ضبابیا مستمرا:

A,كل من ) 1( B A B 2(عددا ضبابیا مستمرا (,A B B A A B B A     
)3 (( ) ( ) , ( ) ( )A B C A B C A B C A B C         
0Aبحیث أن 0یوجد عدد ضبابي مستمر ) 4( A )5 ( 1بحیث أن 1یوجد عدد ضبابي مستمرA A 
1Aبحیث أن Bیوجد عدد ضبابي مستمر ) 6( B )7 (( )A B C A B A A C      
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Fuzzy Relationsالعلاقات الضبابیة . 7
)1.7(تعریف

YXلتكن كل من إذا YإلىXمن) (Fuzzy Relationsضبابیةبأنھا علاقة Rیقال عن. مجموعة غیر خالیھ,
YXجموعة ضبابیة فيمRكانت  أي أن،YXR 

XYوبصوره خاصة إذا كان تقولRعلاقة ضبابیة علىXبدلا من القولRعلاقة ضبابیة منXإلىX
Binaryوتسمى أیضا علاقة ضبابیة ثنائیة Fuzzy Relations)(فيX.

بالرمز Yإلى المجموعة Xسنرمز للمجموعة التي عناصرھا جمیع العلاقات الضبابیة من ,X Y

ره خاصة سنستخدم الرمزوبصو 2Xبدلا من الرمز ,X Y

  1,1 2 yx
X

Xyxلكل  , وكذلك 2 , 0
X

x y  لكلXyx ,

YXإذا كانت كل من یمكن أن تمثل بمصفوفة أو مخطط ،بعبارة أخرى إذا كانت Rمجموعة منتھیة فان, 1, , nY y y 
كانتو 1, , nX x x  . تعرف الدالة:R X Y  بالصیغة  ijii ryxR , 1لكل, 2, ,j m 1, 2, ,i n  وعلیھ

، أي أن mnبمصفوفة من الدرجة Rن تمثل یمكن أ ijrR وتسمى مصفوفة الانتماء)Membership Matrix ( أو
) Fuzzy Matrix(مصفوفة ضبابیھ

)2.7(مثال
إذا كانت   21 , yyY ، 321 ,, xxxX وكانت

            8.0,,5.0,,2.0,,1,,4.0,,7.0, 231322122111  yxRyxRyxRyxRyxRyxR

فان   

















8.0
2.0
4.0

5.0
1
7.0

R    أو بالمخطط

)3.7(مثال

لتكن  3,2,1X ولتكن الدالة XXR معرفھ بالصیغة:
1,

( , ) 0.8, 1
0.3, 2

x y

R x y x y

x y

 
  
  

                  13,3,8.02,3,3.01,3,8.03,2,12,2,8.01,2,3.03,1,8.02,1,11,1  RRRRRRRRR


















1
8.0
3.0

8.0
1
8.0

3.0
8.0

1
R

0.4

0.7

1
0.2

0.5
0.8

1x

2x

3x

1y

2y
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)4.7(تعریف
1Rیرمز لھا بالرمزRالعلاقة الضبابیة العكسیة.Yإلى المجموعةXعلاقة ضبابیة من المجموعةRلتكن

وتعرف بالصیغة    yxRxyR ,,1  لكلYyXx  ,

)5.7(مثال
)2.7(في المثال) 1(

     
     

     
      


































8.02.04.0
5.017.0

,,,
,,,

,,,

,,,

232211

131211

22
1

22
1

12
1

31
1

21
1

11
1

yxRyxRyxR

yxRyxRyxR

xyRxyRxyR

xyRxyRxyR
R

)3.7(في المثال )2(


















18.03.0
8.018.0
3.08.01     

     
     

















3,33,23,1
2,32,22,1
1,31,21,1

RRR

RRR

RRR     
     
     























3,32,31,3
3,23,11,2
3,12,11,1

111

111

111

RRR

RRR

RRR

R

)6.7(مبرھنة
فان  Xعلاقة ضبابیة على المجموعة Rإذا كانت   RR 

 11

:البرھان
Xyxلیكن  ,       yxRxyRyxR ,,, 111    

 RR
11

)7.7(تعریف
یعرف .Yإلى المجموعةXعلاقة ضبابیة من المجموعة,TRلتكن كل من

                   , 1 , , , max , , , , , min , , ,cR x y R x y R T x y R x y T x y R T x y R x y T x y     

)8.7(تعریف
لتكن  4321 ,,, yyyyY  ، 321 ,, xxxX ولتكن كل منTR,علاقة ضبابیة منXإلىYحیث



































5.08.003.0
7.05.04.09.0

6.09.004.0
,

8.07.019.0
008.00

7.01.01.08.0
TR

نلاحظ أن 




















































5.07.003.0
004.00

6.01.004.0
,

8.08.019.0
7.05.08.09.0
7.09.01.08.0

,
2.03.001.0

112.01
3.09.09.02.0

TRTRR c

)9.7(تعریف
domRیرمز لھ بالرمزXھو مجموعة ضبابیة في Rمنطلق. Yإلى المجموعةXعلاقة ضبابیة من المجموعةRلتكن 

صیغةویعرف بال     max , :domR x R x y y Y  لكلXx. مدىR ھو مجموعة ضبابیة فيY یرمز لھ
ویعرف بالصیغة RRanبالرمز      max , :Ran R y R x y x X  لكلYy. ارتفاعRویعرف بالصیغة

    max max{ , : }:ht R R x y y Y y Y  

بأنھا سویھ إذا كان Rویقال عن   1Rht وبعكسھ یقال عنR بأنھا سویھ جزئیة(Sub normal)



329ر
Fuzzy Mathematicsلضبابیة  الریاضیات ا

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

42

إذا كان Xبأنھا علاقة ضبابیة ذاتیھ على Rویقال عن 

 








yx

yx
yxR

,0
,1

,

yxویرمز لھا بالرمز 

)10.7(مبرھنة 
. Zإلى المجموعةYعلاقة ضبابیھ من المجموعةTولتكن.Yإلى المجموعةXعلاقة ضبابیة من المجموعةRلتكن

وتعرف ZإلىXمنSتوجد علاقة ضبابیھ       , sup min , , , :S x z R x y T y z y Y لكل  ZXzx ,

TRویرمز بالرمز,TRمن ( Composite Relation)تسمى العلاقة الضبابیة المركبةSأنأي   وعلیھ
       , sup min , , , :R T x z R x y T y z y Y لكل  ZXzx ,.

ملاحظة 
ZYXإذا كانت كل من مجموعة منتھیة فانھ یمكن تمثیل العلاقة المركبة بشكل مصفوفة وكالاتي ,,

كنیل     1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,n m kX x x x Y y y y Z z z z    ،ولتكنRعلاقة ضبابیة منXإلىYولتكنT

، أي ان ZلىإYعلاقة ضبابیة من
]إذا كانت  ], 1, 2, , , 1, 2, ,ijR r i n j m    وكانت[ ], 1, 2, , , 1, 2, ,jlT t j m l k    فان

[ ], 1, 2, , , 1, 2, ,ilR T s i n l k     حیث       1 1, max min , , ,min ,il i l i l im mlS T R x z r t r t  

][][][وان ضرب المصفوفة الطبیعي ھو  jlijil trs حیث



m

j
jlijil trS

1

بیة تستبدل الضرب ولكن في العلاقات الضبا.

بالقید الأكبر الأدنى min والجمع یستبدل بالقید الأصغر الأعلى max أي أن ،:
       max , , min , , , max , , min ,ij jl ij jl ij jl ij jla b a b ab a b r t r t r t r t     

)11.7(مثال
لتكن     1 2 3 1 2 1 2, , , , , ,X x x x Y y y Z z z   ،ولتكنRعلاقة ضبابیة منXإلىYولتكنT علاقة

بحیث ان ZإلىYمنضبابیة
0.7 0.4

0.4 1
1 0.2 ,

0 0.3
0.5 0.2

R T

 
          

TRاحسب كل من  ,  1TR ,11  RT 
:الحل

3, 2, 1, 2,3, 1, 2, 1, 2n m i j k    

              1 1 11 11 12 21, max min , , ,min , max min 0.7,0.4 ,min 0.4,1 max 0.4,0.4 0.4T R x z r t r t    
وبالمثل نحسب القیم الأخرى 
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  1
0.4 0.7

0.4 0.4 0.8
0.4 1 ,

0.7 1 0.5
0.8 0.5

R T R T


 
          

 

1 1 1 10.7 1 0.5 0.4 1 0.4 0.4 0.4
, ,

0.4 0.2 0.2 1 0.3 0.7 1 0.5
R T T R        
       
     



)12.7(مثال

لتكن 

0.4 0.9 0.3
0.8 0.1 0.1 0.7

0 0.4 0
0 0.8 0 0 ,

0.9 0.5 0.8
0.9 1 0.7 0.8

0.6 0.7 0.5

R T

 
   
       
    

 

فان 

















7.09.07.0
04.00
5.08.06.0

TR 

ملاحظة
RTTRفانھ لیس من الضروري أن یكونXعلاقة ضبابیة على المجموعة,TRمنلتكن كل   والمثال الأتي

یوضح ذلك 
)13.7(مثال
لتكن  321 ,, xxxX ولتكن كل منTR,علاقة ضبابیة علىX بحیث ان


















5.0
4.0

0

6.0
1
6.0

1
9.0
3.0

T            ,

















6.0
1
5.0

5.0
2.0

0

0
3.0
2.0

R

نلاحظ ان 
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

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






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
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
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5.0
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5.0
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5.0

5.0
4.0

0

6.0
1
6.0

1
9.0
3.0

6.0
1
5.0

5.0
2.0

0

0
3.0
2.0

TR 
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








































6.0
1
6.0

5.0
4.0
2.0

3.0
3.0
3.0

6.0
1
5.0

5.0
2.0

0

0
3.0
2.0

5.0
4.0

0

6.0
1
6.0

1
9.0
3.0

RT 

)14.7(مثال
YTإلى المجموعةXعلاقة ضبابیة من المجموعةRلتكن ZSالمجموعة إلىYعلاقة ضبابیة من المجموعة, علاقة ,

فان Wعةإلى المجموZضبابیة من المجموعة
(1)  111   RTTR (2)   STRSTR  
: البرھان

(1)
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      
              

1

1 1 1 1

, ,

sup min , , , : sup min , , , : ,

R T z x R T x z

R x y T y z y Y T z y R y x y Y T R z x



   



    

 



    111 RTTR 
(2)

          
         

, sup min , , , :

sup min sup min , , , : , , }:

R T S x w R T x z s z w z Z

R x y T y z y Y s z w z Z

 

  

  

         sup min , ,sup min , , , : :R x y T y z S z w z Y y Y  

            sup min , , , : ,R x y T S y w y Y R T S x w    

)15.7(تعریف
بأنھا Rیقال عن Xعلاقة ضبابیة على المجموعةRلتكن

إذا كان (Reflexive)انعكاسیة )1(  1, xxR لكلXx.
بحیث أن Xxإذا وجد (Irreflexive)وعلیھ تكون غیر انعكاسیة   1, xxR.

إذا كان (Ant reflexive)ضد انعكاسیة )2(  1, xxR لكلXx.
إذا كان (Symmetric)متناظرة)3(   xyRyxR ,,  لكلXyx ,.

Xyxإذا وجد (Asymmetric)ون غیر متناظرة وعلیھ تك , بحیث أن   xyRyxR ,, .
Antمتخالفة أو ضد متناظرة)4( symmetric) ( إذا تحقق الشرط الأتي

  0, yxR،  0, xyR فانyx 
RRRإذا كان (Transitive)متعدیة )5(  أو بعبارة أخرى إذا كان

       zyRyxRzxR
xy

,,,minsup,




علاقة ضبابیة Rإذا كانت) Fuzzy Equivalence Relations(بأنھا علاقة تكافؤ ضبابیة Rویقال عن
.متناظرة ومتعدیة ،انعكاسیة 

)16.7(مثال
لتكن 4321 ,,, xxxxX ولتكن كل منTR,علاقة ضبابیة علىX  بحیث أن المصفوفة الضبابیة


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





































1010
0101
1010
0101

,

1111
1100
1011
1011

TR

)1 (
بما أن   ) أ(        1,,,, 44332211  xxRxxRxxRxxRRانعكاسیھ
ما أن ب) ب(            1,,,0,,,1,, 144113311221  xxRxxRxxRxxRxxRxxR

            1,,,1,,,0,, 344324422332  xxRxxRxxRxxRxxRxxRR متناظرة
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لیست متعدیة  لانR) ج(

RRR 











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







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


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








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




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




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1011
1011

1111
1100
1011
1011



.لیست تكافؤRوعلیھ 
)2(

بما أن   ) أ(        1,,,, 44332211  xxTxxTxxTxxTTانعكاسیھ
بما أن ) ب(

            0,,,0,,,0,, 144113311221  xxTxxTxxTxxTxxTxxT

            0,,,1,,,0,, 344324422332  xxTxxTxxTxxTxxTxxTT متناظرة
بما أن ) ج(

TTT 
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0101
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1010
0101
1010
0101

1010
0101
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

T وعلیھ . متعدیةTتكافؤ.
)17.7(مثال
بحیث أن  Yyبرھن على انھ، إذا وجد . Xعلاقة ضبابیة متعدیة على المجموعةRلتكن    1,,  zyRyxR فان

1),( zxR ثم بین العكس غیر صحیح
الحل

متعدیة  Rبما أن         


zyRyxRzxR
xy

,,,minsup,

بحیث أن Yyنفرض یوجد     1,,  zyRyxR

 1)},(),,(min{1),( zyRyxRzxR

),(1),(1ولكن   zxRzxR

.یبن أن العكس غیر صحیح: والمثال التالي 
},,{لتكن  421 xxxX  ولتكنR علاقة ضبابیة علىXبحیث أن المصفوفة الضبابیة لھا
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
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R

لیست متعدیة لانRنلاحظ أن الشرط متحقق ولكن 
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)18.7(مثال
:تخالفیھ إذا وفقط إذا تحقق الشرط الأتيRأنبرھن على. Xعلاقة ضبابیة على المجموعةRلتكن

إذا كان   0,)( 1   yxRR فانyx 
:الحل

تخالفیھ ، لیكن Rنفرض   0,)( 1   yxRR

))(,(}min),,(),{(}min),,(),{(بما أن   11 xyRyxRyxRyxRyxRR   0),(,0),( xyRyxR

تخالفیھ Rبما أن  yx

نفرض الشرط متحقق:  الاتجاه الأخر
),(0,),(0لبكن   xyRyxR 0)},(),,(min{ xyRyxR

0),)(( 1   yxRRyxRتخالفیھ.
)19.7(مثال
RRRانعكاسیة ومتعدیة فان Rبرھن على انھ  إذا كانت . Xعلاقة ضبابیة على المجموعةRلتكن 
:الحل

انعكاسیة Rبما أن  RRR  .بقي أن نبرھنRRR 
( )( , ) sup{min{ ( , ), ( , )}: }R R x y R x z R z y z X 

),(1انعكاسیة Rما أن ب xxR لكلXx
( )( , ) sup{ ( , ),min{ ( , ), ( , )}: , , } ( , )R R x y R x y R x z R z y z X z x z y R x y    

 RRR 
)20.7(مثال
TRTRكل من  برھن على انھ. Xعلاقة ضبابیة انعكاسیة على المجموعة,TRكل من لتكن  .تكون انعكاسیة ,

:حلال
),X1),(,1)علاقة ضبابیة انعكاسیة  على المجموعة,TRبما إن كل من   xxTxxR لكلXx.

1}1,1max{)},(),,(max{),)((  xxTxxRxxTRTRانعكاسیة
1}1,1min{)},(),,(min{),)((  xxTxxRxxTRTRانعكاسیة

)21.7(مثال
TRTRبرھن على انھ  كل من . Xعلاقة ضبابیة متناظرة على المجموعة,TRكل من لتكن  .تكون متناظرة,
:الحل

),(),,(),(),(Xعلاقة ضبابیة متناظرة على المجموعة,TRبما إن كل من  xyTyxTxyRyxR  لكلXyx ,.
),)(()},(),,(max{)},(),,(max{),)(( xyTRxyTxyRyxTyxRyxTR TRمتناظرة
),)(()},(),,(min{)},(),,(min{),)(( xyTRxyTxyRyxTyxRyxTR TRمتناظرة

ملاحظة 
علاقة متعدیة Rلیست متعدیة فمن الممكن إیجاد من Xعلى المجموعة Rإذا كانت العلاقة الضبابیة  

)22.7(تعریف
تسمى انغلاق Rوتحتوي على Xاصغر علاقة ضبابیة متعدیھ على . Xعلى المجموعة علاقة ضبابیةRلتكن 

TRویرمز لھا بالرمز Rإلى ( Transitive closure)التعدي 
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إثبات الأتي ومن التعریف مباشرة یمكن 
(1)TRR (2)R متعدیھ إذا وفقط إذا كانRR 

لتكن . الآن نناقش انغلاق التعدي لعلاقة ضبابیة لیست متعدیة على مجموعة منتھیة nxxxX ,,, 21 

ijjiبحیث أن Xضبابیة على علاقة Rولتكن rxxR ),( لكلni ,,2,1  وبذلك نكتب][ ijrR  مصفوفة
نعرف الآن المتتابعة . ijr]1,0[وانnمربعة من الدرجة  ,,,, 1232 RRRRRRRRR nn  

أن المتتابعةفان  ,,,, 2 nRRRنعني بالتقارب ،یوجد عدد صحیح موجب . أما أن تكون متقاربة أو متذبذبةP

pnبحیث أن  RR  لكلpn  . وھذا یعني أن المتتابعة تصبح ,,,,, 2 pp RRRRحیث ,,,, 2 pRRR

أما بالنسبة للتذبذب، فان ھنالك . pRتكون جمیعھا مساویة إلىpRتكون جمیعھا مختلفة ولكن الحدود بعد  
LSSSھيnمصفوفات ضبابیة من الدرجة  ,,, 21  وعدد صحیح موجبp بحیث أن

 ,,,,, 1
1

2
1

1 SRSRSRSR Lp
L

Lppp  

pRRRالمتتابعة  ,,, 2 إلى الأبد (تكون جمیعھا مختلفة ولكن المتتابعة ,,,,,,, 132 LL SSSSS(
ھي اصغر علاقة ضبابیة متعدیة على TRبما أن. Xعلى المجموعة Rالآن بإمكاننا الانغلاق المتعدي للعلاقة الضبابیة 

ھيTRفان الصیغة العامة إلى Rوتحتوي Xالمجموعة 
)1(32  RRRRT

,,إذا كانت المتتابعة  2RRة فانھ یوجد عدد صحیح موجبمتقاربpبحیث أنpn RR  لكلpn  وعلیھ
)2(2  p

T RRRR 
123نفرض المتتابعة متذبذبة بین  ,, SSS 2ابتداء عندpR فان

)3(321
32  SSSRRRR p

T  

3SRعندما ) 2(وعلیة نحصل على المعادلة  p  .ھل أن : والسؤال الذي یطرح ھناTR متعدیة أم لا ؟ ) 2(في العادلة
TTTالجواب نعم ، وبالإمكان برھان  RRR  .وكذلك بإمكاننا مناقشة تعديS ،المعطاةSR  فانSRT       .

)23.7(مثال
لتكن 321 ,, xxxX  ولتكنR علاقة ضبابیة علىX بحیث أن
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R لیست متعدیھ لان
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223

16.07.0
5.015.0
8.06.01

16.07.0
015.0
8.02.01

16.07.0
5.015.0
8.06.01

RRRR 















































 

 ,3,2,, 22234  nRRRRRRRR n

وعلیة

,3,2
16.07.0
5.015.0
8.06.01

















 nR n

,,المتتابعة  2RR متقاربة إلى المصفوفة الضبابیة
















16.07.0
5.015.0
8.06.01


















































16.07.0
5.015.0
8.06.01

16.07.0
015.0
8.06.01

16.07.0
5.015.0
8.02.01

2 RRRT

متعدیھ لان 

TTT RRR 

















































16.07.0
5.015.0
8.06.01

16.07.0
5.015.0
8.06.01

16.07.0
5.015.0
8.06.01


)24.7(تعریف
وتترف R][یرمز لھا بالرمز Rإلىمجموعة القطع في المستوي. Xعلاقة ضبابیة على المجموعة Rلتكن 

][)},(:),(,{10بالصیغة   yxRXXyxR

)25.7(تعریف
علاقة تكافؤ R][تكون علاقة تكافؤ ضبابیة إذا وفقط إذا كانت Rفان . Xعلاقة ضبابیة على المجموعة Rلتكن

10لكل Xعلى المجموعة   .
:ھانالبر

10لتكن . Xتكون علاقة تكافؤ ضبابیة على المجموعة Rنفرض   
انعكاسیة Rبما أن  1),( xxR لكل 1),(),( ][ xxRRxx ][R انعكاسیة
),(),(][لبكن   RyxyxR 

متناظرة Rبما أن  ),(),(),(),( ][][ xyRyxRyxRRxyR  متناظرة
),(,),(),,(),(][لبكن   RzyyxzyRyxR 

sup{min{ ( , }, ( , ) : } min{ ( , }, ( , ) : }R x y R y z y Y R x y R y z y Y      
)متعدیة Rبما أن  , ) ( , ) sup{min{ ( , }, ( , ) : }R x z R x z R x y R y z y Y    

][][ ),(  RyxR  على المجموعة علاقة تكافؤX 10لكل  .
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تمارین 
21لتكن كل من ,, RRRعلاقة ضبابیة من المجموعةXإلى المجموعةY21ولتكن كل من ,, SSS علاقة

بین أي من العبارات التالیة صحیحة أم لا ؟ مع البرھان. Zإلى المجموعةYضبابیة من المجموعة
(1)     2121 SRSRSSR  
(2)     2121 SRSRSSR  
(3)     SRSRSRR  2121 

(4)     SRSRSRR  2121 

21إذا كان (5) RR  فانSRSR  21 
21إذا كان (6) SS   21فان SRSR  
ZTXإذا كان (7)   فانSRRSR C  
(8)  1

2
1

1
1

21
  RRRR

(9)  1
2

1
1

1
21

  RRRR

.تكون متعدیةRتكون  متعدیة عندما 1Rبرھن على أن . Xیة على المجموعة علاقة ضبابRلتكن ) 10(
TRTRھل أن كل من. Xعلاقة ضبابیة متعدیة على المجموعة ,TRلتكن كل من ) 11(  ضبابیة علاقة,

. ؟ مع البرھانXمتعدیة على المجموعة 
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Fuzzy Functionsالدوال الضبابیة.8

Extension Principleمبدأ التوسیع  
)1.8(تعریف

YXلتكن كل من   YXFھي الدالة Fالدالة الضبابیة . مجموعة غیر خالیة , : أي إذا كانتAة ضبابیة في مجموع
X فان( )F A مجموعة ضبابیة فيY أي أن ،( ) YF A  ولتكن),( YXتمثل مجموعة كل الدوال الضبابیة منX

Yإلى 
)2.8(المث

},,,{},{لیكن 21321 yyYxxxX  31ولتكن 2 1 2

1 2 3 1 2

{ , , }, { , }aa a b b
A B

x x x y y
   أي أن( )i iA x a 3,2,1لكلi

)وان  )j jB y a 2,1لكلj .ان  ولفرضنا},max{},,min{ 212211 aabaab  ،فان ھذا وصف للدالة الضبابیة.
)3.8(لمثا

Xلیكن  Y   حیث ، تمثل مجموعة الأعداد الحقیقة  ولتكنiA 2,1تمثل عدد ضبابي رباعي لكلi نعرف ،
F:الدالة       بالصیغة( )F A B لكلA  1حیث 2( ) ( )cB A A A A    بعبارة أخرى ،

1 2( ) ( ) ( )cF A A A A A    لكلA   .
ملاحظة

YXلتكن كل من YXfمجموعة غیر خالیھ، ولتكن, : دالة  فأنة من الممكن توسیع الدالةfإلى الدالة

)()(:
~

YPXPf  حیث كل من)(),( YPXP إذا كانت : تمثل مجموعة القوى وبالشكل الأتي)(XPA أي أن ،

XA  فانBAf )(
~

YB، أي أن YPB)(حیث  ولكن}:)({ AxxfB 
تمثل الدالة الممیزة، أي أنDلتكن 









Dx

Dx
xD

,0
,1

)(

ومن تعریف الدالة الممیزة نحصل على
1~

1

max{ ( ) : ( )}, ( )
( ) ( ( ))( )

0, ( )
A x y f x f y

B y f A y
f y








  
  



لانmaxاستخدما 








Ax

Ax
xA

,0
,1

)(

XAإذا كانت :  وكما یليFإلى fرة لتوسیع الآن نستخدم  ھذه الفك  أي أن ،A مجموعة ضبابیة فيX فان
( )F A B حیث

1

1

sup{ ( ) : ( ) }, ( )
( )

0, ( )
A x f x y f y

B y
f y








  
 



،  حیث  Yyلكل     yxfXxyf  :1.
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ملاحظة
),(سوف نرمز لمجموعة كل الدوال الضبابیة في  YXوالتي وسعت من بعض الدوالYXf : بالرمز),( YXe .

وبسھولة یمكن إثبات
),(لكل ) 1( YXF e فان ،F متزایدة، أي أن ، إذا كانتXuu 21 21بحیث أن, uu فان)()( 21 uFuF 

)2(),(),( YXYXe  . ولكن),(),( YXYXe  .
),(إذا كانت ) 3( YXm الرتیبة المتزایدة في تمثل مجموعة كل الدوال الضبابیة),( YX فان

),(),(),( YXYXYX me 

)4.8(مثال
},,,,,{},,{لیكن 32154321 yyyYxxxxxX ولتكن ،YXf :دالة معرفة بالصیغة

1534231221 )(,)(,)(,)(,)( yxfyxfyxfyxfyxf 

31ولتكن  2

1 2 3 4 5 1 2 3

0 0.3 1 0.8 0.5{ , , , , }, { , , }bb b
A B

x x x x x y y y
 

)بحیث أن B، أي  إیجاد Fإلى fالمطلوب توسیع  )F A Bفان ،
1 1 1 2 5( ) max{ ( ) : ( ) } max{ ( ), ( )} max{0.3,0.5} 0.5b B y A x f x y A x A x     

2 2 2 1 3( ) max{ ( ) : ( ) } max{ ( ), ( )} max{0,1} 1b B y A x f x y A x A x     

3 3 3 4( ) max{ ( ) : ( ) } max{ ( )} max{0.8} 0.8b B y A x f x y A x     

ملاحظة 
ZYXلتكن كل من : التوسع اعلاة یمكن تعمیمھ إلى دوال متعددة المتغیرات المستقلة وكما یلي  مجموعة ، ,,

ZYXfولتكن : . نعرف الدالةZYXF :بالصیغة( , )F A B C حیث
1

1

sup{min{ ( ), ( )}: ( , ) }, ( )
( )

0, ( )
A x B y f x y z f z

C z
f z








  
 


،  حیث Zzلكل     zyxfYXyxzf  ),,(كل الدوال الضبابیة في وسوف نرمز لمجموعة . 1),:, ZYX

YXfوالتي وسعت من بعض الدوال : بالرمز),,( ZYXe .وھذه الدوال أیضا تزایدیة
)5.8(مثال

}0,(لیكن  ZYXولتكن ،ZYXf :دالة معرفة بالصیغة
yx

xy
yxf


),( لكلYyXx  , .

)إذا كانت   , )F A B C فان ،A B
C

A B





A,لكل  B 0.(مجموعة ضبابیة في( .

)6.8(مبرھنة
f:، ولتكن فترة في Dلتكن  D  إذا كانت . دالة مستمرة( , )eF D  وكانA عددا  ضبابیا مستمرا فيD

)فان  )F A Bحیث[ ] 1 2[ ( ), ( )]B b b   ،1 [ ] 2 [ ]( ) min{ ( ) : }, ( ) max{ ( ) : }b f x x A b f x x B     

10لكل   .
.یترك للقارئ:   البرھان
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) 7.8(نتیجة
f:الدالة إذا كانت D   مستمرة  متزایدة  فان))(()()),(()( 2211  afbafb  10لكل   حیث

[ ] 1 2[ ( ), ( )]A a a  

)8.8(مثال
f:لتكن    دالة معرفة بالصیغةxxf sin)(  لكلx  . احسب[ ]B  إذا علمت أن( )F A B حیث

(0 / / 2 )A   وان( , )eF   
:الحل

( / / ) (0 / / 2 )A a b c   

[ ] 1 2[ ( ), ( )] [ ( ) , ( ) ]A a a a b a c b c         

1 2( ) ( ) 0 ( 0) , ( ) ( ) 2 ( 2 ) (2 )a a b a a c b a                          

1 1 2 2( ) ( ( )) ( ) sin , ( ) ( ( )) ( (2 )) sin (2 )b f a f b f a f                

[ ] 1 2[ ( ), ( )] [sin ,sin (2 )]B b b       

ملاحظة
21لتكن كل من : بالشكل الأتي ) 6.8(من الممكن تعمیم المبرھنة , DD فترة في  1، ولتكن 2:f D D   دالة

1إذا كانت .  مستمرة 2( , )eF D D   وكانA 1عددا  ضبابیا مستمرا فيDوكانB 2عددا  ضبابیا مستمرا فيD

)فان  , )F A B Cحیث[ ] 1 2[ ( ), ( )]C c c  

1 [ ] [ ] 2 [ ] [ ]( ) min{ ( , ) : , }, ( ) max{ ( , ) : , }c f x y x A y B c f x y x A y B         

10لكل    .0,0ن وإذا كا 







y

f

x

f فان))(),(()()),(),(()( 122211  bafcbafc  لكل

10  حیث[ ] 1 2 [ ] 1 2[ ( ), ( )], [ ( ), ( )]A a a B b b     

)9.8(مثال
:لتكن (0, ) (0, )f     دالة معرفة بالصیغة

yx

yx
yxf





,)0,(لكل ),(2 yx .

0نلاحظ ان   
)(

3,0
)( 22 















yx

x

y

f

yx

y

x

f

)إذا كانت   , )F A B C فان ،[ ] 1 2[ ( ), ( )]C c c  حیث
1 2 2 1

1 1 2 2 2 1
1 2 2 1

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )( ) ( ( ), ( )) , ( ) ( ( ), ( ))
( ) ( ) ( ) ( )

a b a b
c f a b c f a b

a b a b

   
     

   
 

   
 

10لكل    . 1)وإذا كان/ 3,5 / 8), (18 / 20 / 24)A B  فان ،
[ ] 1 2[ ( ), ( )] [ ( ) , ( ) ] [1 2 ,8 3 ]A a a a b a d c d              

[ ] 1 2[ ( ), ( )] [ ( ) , ( ) ] [18 2 ,24 4 ]B b b a b a c b c              

[ ] 1 2
8 22 2 8[ ( ), ( )] [ , ]
25 2 26

C c c

 
 

 
  

 
 



329ر
Fuzzy Mathematicsلضبابیة  الریاضیات ا

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

53

ملاحظة
:  الأتيالتعریف مما تقدم یمكن صیاغة

)10.8(تعریف 
YXلتكن كل من YXf،.  مجموعة غیر خالیھ, : لكل . دالةXA  )A مجموعة ضبابیة فيX ( صورة

یرمز لھا بالرمز fبفعل uبابیة المجموعة الض ufوتعرف بالصیغة

  
      

 

1

1

sup : , ,

0,

A x x X f x y f y
f A y

f y









    


حیثYyلكل     yxfXxyf  وعلیھ ،1:

         
 xfYy

xfyyxfXxxu
yuf

/;0
;,:sup






 


من الواضح أن  f Aمجموعة ضبابیة فيY لكلYB I )Bمجموعة ضبابیة فيY .( الصورة العكسیة
 1f B وتعرف بالصیغة        1f B x B f x B f x    لكلXx. أن من الواضح 1f B

.Xمجموعة ضبابیة في 
)11.8( مبرھنة 

f:،مجموعة غیر خالیھ YXلتكن كل من X Y دالة.
إذا كانت) 1( A 

)فان Xفي عائلة من المجموعات الضبابیة  ) ( )f A f A
  

 
A,وعلیھ إذا كانت كل من  B مجموعة ضبابیة فيX بحیث انA B فان ،( ) ( )f A f B

كانتإذا(2) B 
فان Yعائلة من المجموعات الضبابیة في 

 1 1( )f B f B 
 

 

 

  1وكذلك 1( ) ( )f B f B 
 

 

 

 
A,كانت كل منإذاوعلیھ  Bمجموعة ضبابیة فيY بحیث انA B 1فان 1( ) ( )f A f B 

)1فانXمجموعة ضبابیة في Aكانت إذا)3( ( ))A f f A كانت الدالة إذاوبصورة خاصةf1فان متباینة( ( ))f f A A 
)1فانYمجموعة ضبابیة فيBكانت إذا(4) ( ))f f B B  كانت الدالة إذاوبصورة خاصةf 1شاملھ فان( ( ))f f B B 
X,كانت إذا(5) YA I B I  فان( )f A B1كان إذاوفقط إذا( )A f B
ZYgلتكن (6) : دالة
XAكانت إذا) ا( I فان( ( )) ( )( )g f A g f A )كانت إذا)بYB I 1فان 1 1( ( )) ( ) ( )f g B g f B   

)فان Xنقطة ضبابیة في tpكانت إذا(7) )tf p تكون نقطة ضبابیة فيY فان( ) ( ( ))t tf p f p

:البرھان
مباشرة من التعریف ) 2) (1(

xلیكن (3) X
                1 ( ) sup : ,f f A x f A f x A y y X f y f x A x     1( ( ))A f f A 

متباینة fوبصورة خاصة عندما 
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              1( ( ))( ) sup : , sup : , supf f A x A y y X f y f x A y y X y x u x u x        

    1 ( )f f A x u x x X   

(4)                 1 1sup : , sup : ,f f B y f B x x X f x y B f x x X f x y      

       1 ,
( )

0, .
B y y f x

f f B y B y
o w

  
  


yلكل  Y

شاملةfعندما وبصورة خاصة  f X Y وعلیھ      1f f B y B y  لكلYy  1f f B B  

نفرض (5) f A B    1 1f f A f B  

ولكن     1 1A f B A f f A   . وبالمثل نبرھن الاتجاه الأخر
(6)

z) ا( Z
                

            
( ) sup : , sup sup{ : , : ,

sup : :

g f A z f A y y Y g y z A x x X f x y y Y g y z

A x x X g f x Z g f A z

       

    

     g f A g f A 
xلیكن )ب( X

                 1 1 1 1g f B x B g f x g B f x f g B x
      

      1 1 1g f B f g B
   

Alpha-Cuts and Interval Arithmeticقطع ألفا وحساب الفترات  
,,,في ھذا البند كل مجموعاتنا الشاملة  ZYXون مجموعة الأعداد الحقیقیة ستك الدالة ،f ذات قیم حقیقیة ومعرفة

في ھذه الحالة ھنالك طریق. سوف نستخدم فقط أعداد ضبابیة مستمرة كمساھمة إلى دوالنا الضبابیة. في Dعلى الفترة 
)، حیث Fإلى fأخر لتوسیع  )F A B،B مجموعة ضبابیة في،A عدد ضبابي مستمر فيD.

)12.8(تعریف
f:لتكن  D  لحساب  . دالة[ ]B حیث( )B F Aیكون بالصیغة)])(),(([)](),([ 2121  aafbb 

]حیث  ] 1 2 [ ] 1 2[ ( ), ( )], [ ( ), ( )]A a a B b b       أي أن ،[ ] [ ]( )B f A 

ملاحظة
[ ]( )f A یعني بالضرورة   في المعادلة اعلاة لا[ ]{ : ( ), }y y f x x A  

)13.8(مثال
f:لتكن    1032دالة معرفة بالصیغة)( 2  xxxf لكلx  . المطلوب توسیعf إلىF باستخدام ،

.القطع ألفا وحساب الفترات
)فرضنا لو / , / )A a b c d مع[ ] 1 2[ ( ), ( )]A a a  

2
[ ] [ ] 1 2 1 2( ) 2[ ( ), ( )] 3[ ( ), ( )] 10B f A a a a a        

0Aدعنا نفرض   0أوa وعلیة)](),([)](),([ 2
2

2
1

2
21  aaaa 
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2 2
[ ] 1 2 2 1[2 ( ) 3 ( ) 10,2 ( ) 3 ( ) 10]B a a a a        

10لكل    . 0إذا كانتdو أda  .سوف نحصل على نتائج مختلفة0
ملاحظة

21لتكن كل من : بالشكل الأتي ) 12.8(من الممكن تعمیم التعریف , DD فترة في  1، ولتكن 2:f D D  دالة .
]لحساب ]C  حیث( , )C F A B،)( )B A 12عددا ضبابیا مستمرا في الفترة )( DD (یكون بالصیغة[ ] [ ] [ ]( , )C f A B  

10لكل    . حیث[ ] 1 2[ ( ), ( )]C c c  [ ] 1 2 [ ] 1 2[ ( ), ( )], [ ( ), ( )],A a a B b b     

)14.8(مثال
:لتكن (0, ) (0, )f     ة معرفة بالصیغةدال

yx

yx
yxf





,)0,(لكل ),(2 yx المطلوب توسیعf إلىF ،

.  باستخدام القطع ألفا وحساب الفترات
:الحل

[ ] 1 2[ ( ), ( )]C c c  [ ] 1 2 [ ] 1 2[ ( ), ( )], [ ( ), ( )],A a a B b b     

1 2 1 2 1 2 2 1
[ ] [ ] [ ]

1 2 1 2 1 1 2 2

2[ ( ), ( )] [ ( ), ( )] [2 ( ) ( ), 2 ( ) ( )]( , )
[ ( ), ( )] [ ( ), ( )] [ ( ) ( ), ( ) ( )]

a a b b a b a b
C f A B

a a b b a b a b  

       
       

  
  

  

وعلیة
)()(
)()(2

)(,
)()(
)()(2

)(
12

12
2

21

21
1 








ba

ba
c

ba

ba
c










10لكل    . الفترات الحسابیة اعلاة صحیحة عندما,A B 0,(في(  0(أوA  0وB (
ملاحظة

eFالناتجة باستخدام مبدأ التوسیع بالرمز F، نرمز للدالةFإلى fلغرض المقارنة بین الطریقتین لتوسیع الدالة

ie، فان iFالناتجة باستخدام طریقة القطع ألفا وحساب الفترات بالرمز Fوكذلك  نرمز للدالة FF  وھذه النتیجة
),,,,(2تبقى صحیحة للدوال التي تحتوي على أكثر متغیر مستقل،    21  nxxxfz n

)15.8(مثال
)لتكن ) (1 )z f x x x   0لكل 1 0)لتكنو / 0.25 / 0.5)A جد( )B F A استخدم

eF حیث نكتب
B بالشكلeB وتكتب كذلكB بالشكل

iBتعملنا اسأذاiF

-1

x50.0.250
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2( ) (1 )i iB F A A A A A    

1 2 2 1

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2[ ( ), ( )] [ ( ), ( )] [ ( ), ( )] [ ( ), ( )] [ ( ) ( ), ( ) ( )]iB a a a a a a a a a a a a                 

2 2 21 7 1 7 1 7 1 7 81 9 15 23[0.5] [4 ( ) , ( ) 16 )] [2 ( ) , ( ) 4)] [2 , 4] [ , ]
2 8 2 8 4 8 4 8 64 8 8 8iB                  

2( ) (1 )e eB F A A A A A    

1لتكن  2( ) min{ ( ) : [ ]}, ( ) max{ ( ) : [ ]}b f x x A b f x x A       حیث

1 1 1 2 2 2
1 7( ) ( ( )) ( ) 4 , ( ) ( ( )) ( )
2 8

b f a a b f a a             

2
1 2[ ] [ ( ), ( )]B b b A A    

2 2 2
1 1 2

1 7 1 7 15( ) ( ) ( ) 4 ( ) 4 ( )
2 8 4 8 8

b a a             

2 2
2 2 1

1 7 1 7 23( ) ( ) ( ) ( ) 16 ( ) 4
2 8 4 8 8

b a a             

15 23[0.5] [ , ]
8 8eB  

Inverse of Fuzzy Functionsمعكوس الدوال الضبابیة
وسوف تستخدم فقط الحقیقیةتكون مجموعات ضبابیة جزئیة من الأعدادفكل المجموعات الضبابیة سوالبندفي ھذا 

.الدوال الضبابیةإلىالأعداد الضبابیة المستمرة في الدخول 
)16.8(تعریف 

)لتكن  ), ( )Y F X Y G X نقول,F G1معكوس احدھما للأخر ونكتبG F  كان أذا( ( ))F G X X
)وكذلك  ( ))G F X X لكلX.
)17.8(مثال 

)اثبت ان ) exp( ), ( ) ln( )Y F X X Y G X X    للأخراحدھما معكوس
)ln(expنحاول ان نبرھن بان أولا )) (1)X X 
ھنا .وحساب الفترات كلاھما یقدم نفس النتائج الفاطریقة مبادئ التوسع و طریقة القطع .Xالضبابیة المستمرةالإعدادلكل 

الفالو فرضنا استخدام القطع 
1كانإذا 2[ ] [ ( ), ( )]X X X   تصبح ) 1(فان المعادلة

1 2 1 1 1 1ln(exp[ ( ), ( )]) ln([exp( ( )),exp( ( )]) [ ( ), ( )] ( )X X X X X X X        

0لكل  1 
0Xكانت إذا فنحصل علىexp(ln( ))X X نحصل على الفانعوض القطع

1 2 1 2 1 2exp(ln([ ( ), ( )])) exp([ln( ( )), ln( ( ))]) [ ( ), ( )] ( )X X X X X X X        

)18.8(مثال
)لتكن )

1
x

y f x
x

 


1xلكل   لتكن و( )
1

x
g x

x



1xلكل  فان,f g للأخرمعكوس احدھما.
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)لتكن )
!

X
Y F X

X
 


1حیث |{0}X لتكن و( )

1
X

Y G X
X

 


1حیث |{0}Xھل ان,F G

.للأخرمعكوس احدھما 
)وحساب الفترات التخمینالفا طریقة القطع أولاالحل نستخدم  ( )), ( ( ))F G X G F X

1( ( )) (1)
1

1

X

XF G X
X

X








1نعوض 2[ ( ), ( )]X X عن( )X  . 0نفرض 1 1بحیث 0X  تصبح) 1(المعادلة فان
1 2 2 1

1 2

( )(1 ( )) ( )(1 ( ))[ , ] ( )
1 ( ) 1 ( )

X X X X
X

X X

   


 
 


 

)وھذا لیس )X لذا فان,F G لیس معكوس احدھما للأخر باستخدام ھذه الطریقة.
)المحاولة الثانیة نستخدم طریقة مبادئ التوسع لحساب ( ))F G X. ھذا التوسع بالنسبة إلىh حیث( ) ( ( ))h x f g x

1( )
1

1

x

xh x
x

x





1xنفرض 1و |{0}X فانhونفرض. تمرةدالة مس( )Y H X. إلىتوسعh إلىبالنسبة الفانجد القطع

1حیث 2( ) min{ ( ) : ( )}, ( ) max{ ( ) : ( )}Y h x x x X Y h x x x X        

)نلاحظ بان ) ( )i iY X لكل1لكلو, 2i وعلیھ( ( ))F G X X استخدام طریقة مبادئ بالإمكانكذلك
)لإیجادالتوسع  ( ))F G X X1ونستنتجG F .

)19.8(مثال
)لتكن )y f x ax b   ولتكن( ) x b

y g x
a


 1لكلa . الدوال,f g للأخرمعكوس احدھما

:الحل
)بتوسیع الدوال  ) , ( ) X B

Y F X AX B Y G X
A


    0حیث |{0}A . ھل ان,G F

.للأخرمعكوس احدھما 
)لحساب القطع الفا نستخدم إجراءات ( ))F G X نحصل( ( )) ( )X B

F G X A B
A


 وھذا لا یساويX وذلك

1Aلان

A
 0وكذلكB B  

)نحاول بطریقة مبادئ التوسع على ( ))F G X إلىوھذا التوسع بالنسبةh( ) ( )x b
h x a b

a


  1لكلa 

ھو إلىدالة مستمرة و بالنسبة hبما ان
1 2( ) min{ ( ) : ( ), ( ), ( )}, ( ) max{ ( ) : ( ), ( ), ( )}Y h x x x X a A b B Y h x x x X a A b B                



329ر
Fuzzy Mathematicsلضبابیة  الریاضیات ا

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

58

)نلاحظ بان ) ( )i iY X لكل1لكلو, 2i وعلیھ( ( ))F G X Xوھذا یعني ان( ( ))F G X X وبصورة
)مشابھة نتبین بان ( ))G F X X 1التوسع ونستنتج بان إجراءاتبواسطةG F 

Derivatives of Fuzzy Functionsمشتقات الدوال الضبابیة 
tFx)(، ولیكن فترة في Dنلتك  حیثF، دالة اختیاریةx ،عدد ضبابي مستمرDt.

)2:مثلا ) , ( ) , ( )BtF t At B F t Ae F t At Bt     حیث,A Bأعداد ضبابیة مستمرة .
)20.8(تعریف

، یرمز لھا بالرمز tبالنسبة إلى Fمشتقة الدالة الضبابیة 
dt

dFوتعرف كالأتي :

]
),(

,
),(

[ 21

][ t

tx

t

tx

dt

dF












)(]),,(),[(حیث  21][  txtxtF 

ملاحظات
)1 (

t

tx


 ),(1  دالة مستمرة وتزایدیة إلى 10لكل   ولكلDt  0وعلیة

),(1
2





t

tx




)2 (
t

tx


 ),(2  دالة مستمرة و تناقصیة إلى 10لكل  ل ولكDt  0وعلیة

),(2
2





t

tx




)3 (
t

tx

t

tx






 )1,()1,( Dtلكل 21

)21.8(مثال 
)لیكن  )x F t At B   0لكلt حیث( 10 / 8, 7 / 5), (16 / 20, 22 / 26)A B      . احسب][

dt

dF

:الحل
[ ] [ ][ 10 2 , 5 2 ], [16 4 ,26 4 ]A B           

]426)25(,416)210[()( ][   tttF

][]25,210[][  u
dt

dF


0tناقش الحل في حالة . 0tلكل 

)22.8(مثال 
)2لیكن )x F t At Bt C    0لكلt حیث[ ] 1 2 [ ] 1 2 [ ] 1 2[ ( ), ( )], [ ( ), ( )], [ ( ), ( )]A a a B b b C c c         

][احسب 
dt

dF

:الحل
)]()()(),()()([)](),([)( 22

2
11

2
121][  ctbtactbtaxxtF 

)]()(2),()(2[][ 2211  btabta
dt

dF

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2dFوعلیة
At B

dt
  0لكلt . 0ناقش الحل في حالةt

)23.8(مثال 
)لیكن  ) At

x F t
t B

 


10)حیث 0tلكل  / 20 / 30), (6 / 7 / 8)A B  . احسب][
dt

dF

:الحل
[ ] [ ][10 10 ,30 10 ], [6 ,8 ]A B         

]
)6(
)1030(,

)8(
)(1010([)( ][ 





 






t

t

t

t
tF

]
))6((
)1030(,

))8((
)8)(1([10][ 22 














t

t

tdt

dF

0tناقش الحل في حالة . 0tلكل 

)24.8(مثال
)لیكن  ) A

x F t
t

  0لكلt . ھل أن
dt

dFموجودة؟

:الحل
]

)(
,

)(
[)( 21

][
t

a

t

a
tF


 

]
2

)(
,

2

)(
[][

3

2

3

1

t

a

t

a

dt

dF 





[ولكن الجانب الأیسر من الفترة 
2

)(
,

2

)(
[

3

2

3

1

t

a

t

a   دالة تناقصیة بالنسبة إلى فان
dt

dFو غیر موجودة .

)25.8(ثال م
)لیكن  ) Btx F t Ae   0حیث, 0, 0A B t  فان])(,)([)( )(

2
)(

1][
12 

  btb eaeatF  حیث
[ ] 1 2 [ ] 1 2[ ( ), ( )], [ ( ), ( )]A a a B b b     

],[])()(,)()([وعلیة  )(
12

)(
21

21 12   btb ebaeba
t

x

t

x  






1فترضنا لو 1 2(90 /100 /110), ( / / )
3 3 3

A B 

[ ] [ ]
1 1 2 1[90 10 ,110 10 ], [ , ]
3 6 3 6

A B         
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])
6
1

3
2)(10110(,)

6
1

3
1)(1090([],[

)
6
1

3
1(

1

)
6
1

3
2(

21
tt

ee
t

x

t

x 











])922(
3
5,)120120(

6
1[],[

)2(
6
1

2)4(
6
1

221
tt

ee
t

x

t

x 











)26.8(مثال 
)لیكن  ) ln( )x F t A Bt C   0لكل, 0, 0, 0A B C t    10)حیث / 20 / 30), (6 / 7 / 8)A B .

][احسب 
dt

dF

:الحل
[ ] [ ][10 10 ,30 10 ], [6 ,8 ]A B         

]
)6(
)1030(,

)8(
)(1010([)( ][ 





 






t

t

t

t
tF

]
))6((
)1030(,

))8((
)8)(1([10][ 22 














t

t

tdt

dF

0tناقش الحل في حالة . 0tلكل 

تمارین 
),(لیكن1.8 YXF e. ھل أن[ ] [ ]( ) ( ( ))f A f A  10لكل ؟ ولماذا
:]1,0[]1,0[لتكن 2.8 f معرفة بالصیغة

, 0 0.4
( ) 0.4, 0.4 0.6

1 , 0.6 1

x x

f x x

x x

 
  
   

1ولیكن 1 2( / / )
3 2 3

A احسب كل من[ ],B B إذا علمت أن( )F A B1,0,[]1,0([وان([eF ثم بین

.  ھل أن مستمرة؟ ولماذا
}لیكن 3.8 , 0, 1, , 12},

6
k

X k Y


      ولتكن الدالةYXf :معرفة بالصیغةxxf sin)( 

)إذا علمت أنvاحسب . Xxلكل )F A BحیثA مجموعة ضبابیة فيX وان),( YXF e

},,,,{},,,{لیكن4.8 2121 mn yyyYxxxX  حیثmn  ولتكنYXf :برھن على أن. دالة
1 2

1 2

{ , , , }
( ) ( ) ( )

n

n

B
f x f x f x

  
 إذا علمت أن( )F A B1حیث 2

1 2

{ , , , }n

n

A
x x x

  
  وان),( YXF e

f:لیكن الدالة 5.8  معرفة بالصیغةxxf sin)( لكلx  . احسبBإذا علمت أن( )F A B
0)حیث / / 2 )A   .

f:لیكن الدالة 6.8  معرفة بالصیغةxexf )(لكلx  . احسبBإذا علمت أن( )F A B
. عددا  ضبابیا مستمراAحیث
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Fuzzy Groupsالزمر الضبابیة  .9

Fuzzyالعملیات الثنائیة الضبابیة Binary Operations
)نفترض ان الندخلال ھذا  , )G  زمرة وانe وسوف نكتب .یمثل العنصر المحاید لھاG بدلا من( , )G  في حالة عدم وجود
baبدلا من abنكتب أیضاكذلك التباس و  لكلGba ,

)1.9(تعریف 
,لكل  GA B .  1نعرف العملیات,A B A كالأتي
Gxلكل  

)1  (

         sup{min , : , , },

0, .

A y B z x yz y z G x m
A B x

o w

      


)2 (   1 1A x A x 

Aمن الواضح أن كل من  B 1وA  مجموعة ضبابیة فيG 1أي أن, GA A B   وانA B تسمى عملیة
A,ضرب B 1وتسمىA  نظیر(معكوس(A . ومن التعریف مباشرة نستنتج.

)1(
              1 1sup min , : sup min * , :A B x A y B y x y G A x y B y y G      لكلx G

)2 (  11A A
 .

)2.9(مثال 
}1,1,,{لتكن  iiG  1حیثi فان( , )G  زمرة ، ولتكن كل من, : [0,1]A B G معرفتین كالأتي:

1 1 1 1 1 1( 1) , (1) , ( ) , ( ) 0, ( 1) , (1) , ( ) 0, ( )
2 4 3 3 5 2

A A A i A i B B B i B i           

        1sup min , :A B x A y B y x y G    لكلx G

              1 sup{min 1 , (1) , min 1 , ( 1) , min , ( ) ,min , ( ) }A B A B A B A i B i A i B i      

   1 1 1 1 1 1 1 1 11 sup{min , , min , ,min ,0 ,min 0, } sup{ , ,0,0}
2 5 4 3 3 2 5 4 4

A B
                  
       

)وبالمثل نحسب   )( 1), ( )( ), ( )( )A B A B i A B i    

)3.9(مبرھنة
Gqpلیكن  , ولیكنst,  فانrst pqqp )( حیث},min{ str 

:البرھان

)()(
,0
,

.,0
,},,min{

)}}(),({min{sup))((
1

1 xqp
qpx

qpxr

wo

pyxqyst
yqyxpxqp rst

Gy
st 











 







 rst qpqp )(
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)4.9(مبرھنة 
,لتكن  GA B 

)1 (1A A  1إذا وفقط إذا كانA A )2 (A B  1إذا وفقط إذا كان 1A B 

)3  (  1 1 1A B B A
    

: البرھـان
1Aنفرض ) 1( A  .  لكلGx

       1 1 1 1A x A x A x A x     1A A   . الأخروبالمثل نبرھن الاتجاه
Aنفرض ) 2( B  . لكلGx

       1 1 1 1A x A x B x B x     1 1A B   . الأخروبالمثل نبرھن الاتجاه
Gxلكل ) 3(

      1 1 1 1 1 1 1sup{min{ ( ), ( )}: } sup{min{ ( ), ( )}: }: }A B x A B x A y B y x y G A y B xy y G y G
             

1نضع  yzGz

   1 1 1 1 1 1 1 1 1sup{min{ ( ), ( )}: } sup{min{ ( ), ( )}: } ( )( )A B x A z B xz y G B xz B z y G B A x
             

  1 1 1A B B A
     .

)5.9(مبرھنة 
GAلیكن   لكل حیث مجموعة دلیلیة غیر خالیة

)1 (
1

1A A 
 




 

 
 

 
 )2(

1
1A A 

 




 

 
 

 
 

: البرھان

)1 (   
1

1 1 1 1sup{ ( ) : } sup{ ( ) : } ( )A x A x u x u x u x    
  

 


   

  

   
        

   
  























1

1

uu 2(وبالمثل نبرھن(

)6.9(مبرھنة 
لیكن  sup : , GA x x G A   ولتكن









yx

yx
y ,0

,


)1 (    1
y A x A y x   لكلGyx ,)2 (    1yA x A xy   لكلGyx ,

: البرھان
)1 (

1
1 1

1

sup{ , ( ) : },
( )( ) sup{min{ ( ), ( )}: } ( )

sup{0, ( ) : },y

A y x y G z y
A x z A z x y G A y x

A z x y G z y



 


 



  
    

 
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)7.9(تعریف 
GAتكن ل  . یقال عنA بأنھا مجموعة ضبابیة أبدالیة فيG إذا كان  ( )A xy A yx  لكلGyx ,.

)8.9(مثال
:كما في الجدول الأتيGعرفة على م#ولتكن G}6,5,4,3,2,1{لتكن 

654321#
6543211
5461322
4652133
3216544
2134655
1325466

)#,(Gزمرة
A:نعرف الدالة  G   بالصیغة( ) 0.5A x  لكلGx . بسھولة یمكن إثبات أنA مجموعة  ضبابیة

B:ولكن الدالة Gأبدالیة في  G   بالصیغة( )
1

x
B x

x



Gعة  ضبابیة في تكون  مجمو. Gxلكل 

6ولكنھا لیست أبدالیة لان  6 5 5(4#3) (6) , (3#4) (5)
6 1 7 5 1 6

B B B B     
 

(4#3) (3#4)B B B   لیست أبدالیة فيG.
ملاحظة
GAزمرة أبدالیة وكانت Gإذا كانت   ،فانAتكون مجموعة ضبابیة أبدالیة فيGولكن العكس غیر صحیح .

Fuzzy subgroupsالزمر الجزئیة الضبابیة   

)9.9(تعریف 
GAلتكن   یقال عنA بأنھا زمرة جزئیة ضبابیة)Fuzzy Subgroup ( من الزمرةG الآتیةإذا تحققت البدیھیات

)1(      min ,A xy A x A y  لكلGyx ,)2 (   1A x A x   لكلGx

ترمز لمجموعة جمیع الزمرة الجزئیة الضبابیة من الزمرة  ,G بالرمز( )G .كانت إذا A G نفرض
    :A x G A x A e   

)10.9(مثال 
نعرف المجموعة الضبابیة. مع عملیة الجمع الاعتیادي تشكل زمرةتمثل مجموعة الأعداد الصحیحة فان لتكن

: [0,1]A  كالأتي:
1, {0, 2, 4, }

( )
0.5, {1, 3, 5, }

x
A x

x


  

  
  

ھي زمرة جزئیة ضبابیة من الزمرةAفان 
-:الحل
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x,لتكن )  1( y  . ھنالك ثلاث احتمالات
yxعدد زوجي فان,yxإذا كان كل من ) ا( یكون أیضا عدد زوجي

( ) 1, ( ) 1, ( ) 1A x A y A x y   

      min ,A x y A x A y 

yxفردي  فانyزوجي وxمثلا: إذا كان كل  احدھما زوجي والأخر فردي) ب( ون عدد فرديیك
( ) 1, ( ) 0.5, ( ) 0.5A x A y A x y   

      min ,A x y A x A y 

yxعدد فردي فان,yxإذا كان كل من ) ج( یكون أیضا عدد زوجي
( ) 0.5, ( ) 0.5, ( ) 1A x A y A x y   

      min ,A x y A x A y 

فأن        min ,A x y A x A y 

)11.9(مثال 
}1,1,,{لتكن  iiG  1حیثi فانGنعرف المجموعة الضبابیة . مع عملیة الضرب الاعتیادي تشكل زمرة

: [0,1]A G   بالصیغة( 1) 0.5, (1) 1, ( ) 0, ( ) 0A A A i A i      فانAن ھي زمرة جزئیة ضبابیة م
.Gالزمرة

)12.9(مبرھنة 
GAلتكن  

إذا كان ) 1(      min ,A xy A x A y لكلGyx , فأن   nA x A x حیثnصحیح موجبعدد.
إذا كانت ) 2( A Gأ(فأن (   A e A x لكلGx.)ب (   1A x A x  لكلGx.

البرھان
Gxلتكن  )1(

2nعندما . سنبرھن بطریقة الاستقراء  الریاضي

          2 min ,A x A xx A x A x A x  

knتفرض العبارة صحیحة عند   أي نفرض ،   kA x A x ونبرھن على  أن   1kA x A x 

          1 min ,k k kA x A x x A x A x A x   

)2(        1 1min , min{ ( ), ( )} ( )A e A xx A x A x A x A x A x       A e A x 

      11 1A x A x A x
  

ولكن      1A x A x    1A x A x  

) 13.9(مبرھنة 
GAلتكن   فأن A G إذا وفقط إذا كان      1 min ,A xy A x A y   لكلGyx ,

: البرھان
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نفرض  A G  1ولتكن ,y G x y G         1 1min ,A xy A x A y 

بما أن              1 1min , min ,A x A y A x A y A y A y         1 min ,A xy A x A v  

نفرض الشرط متحقق ونبرھن : الاتجاه الأخر A G

1لیكن  1 1x ex x G x G      

   1 1 min{ ( ), ( )} ( )A x A ex A e A x A x   

   1A x A x  

1لیكن  ,y G x y G       11 1min{ ( ), ( )}A xy A x y A x A y
  

ولكن    1A y A y     ( ) min ,A xy A x A y  A G 

) 14.9(مبرھنة 
GAلتكن   فأن ،Aزئیة ضبابیة من الزمرة تكون زمرة جG إذا وفقط إذا كانت[ ]A  زمرة جزئیة من الزمرة

G لكل( ) { : ( )}A G t t A e    
: البرھان

)نولیك، Gزمرة جزئیة ضبابیة من الزمرة Aنفرض  )A G 
)بما أن    ) ( )A e A x لكل[ ] [ ]A e A x G     

لیكن     [ ], ,A y A x x y A     

Gزمرة جزئیة ضبابیة من الزمرة Aبما أن

        1 min , min ,A xy A x A y      
1

[ ] [ ]A xy A 
  جزئیة من الزمرة  زمرةG

]نفرض :   الاتجاه الأخر ]A زمرة جزئیة من الزمرGلكل( ) { : ( )}A G t t A e    

]بما أن  ]e A  لكل   A e A G     لكل A G .
Gyxلتكن  , ولیكن    min ,m A x A y  [ ], , mm A e x y A  

[ ]mA زمرة جزئیة من الزمرةG 1وعلیھ
[ ]mxy A 

      1 min ,A xy m A x A y  

A  زمرة جزئیة ضبابیة من الزمرةG

)15.9(نتیجة
)لتكن  )A G فأن كل من,A A

  تكون زمرة جزئیة من الزمرةG .
)16.9(مبرھنة 

GAلتكن   فأن A Gالآتیةتحققت الشروط إذاوفقط إذا
)1 (A A A )2 (1A A  ) 1أوA A 1أوA A     (

واجب : البرھان
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)17.9(مبرھنة 
لیكن  ,A B G فأن A B G  إذا وفقط إذا كانB A A B  

: البرھان
نفرض  A B G   . بما أن 1 1, ,A A B B A B G    

  11 1B A B A A B
     

بما أن    1
B A A B A B A B A B G

         

Bنفرض :  الاتجاه الأخر A A B  

   1 1 1 1A B B A A B A B
         

      ( ) ( ) ( )A B A B A B A B A A B B A A B B A B                

نحصل على ) 16.9(باستخدام مبرھنة A B G 

) 18.9(تعریف 
GAلتكن   . اصغر زمرة جزئیة ضبابیة من الزمرةG والتي تحتوي علىA تسمى بالزمرة الجزئیة الضبابیة

)ویرمز لھا بالرمزAالمتولدة بواسطة المجوعة الضبابیة  )A.
:ومن التعریف مباشرة یمكن إثبات الأتي

)1 (( )A A)2 (    : ,A B A B B G  )3(( )A G  إذا وفقط إذا كان( )A A

Normal fuzzy Subgroupsالسویةالزمر الجزئیة الضبابیة
فكرة الزمر الجزئیة السویة واحدة من المفاھیم الرئیسیة في نظریة الزمر التقلیدیة وتعتبر وسیلة قویة لدراسة البناء العام 

إن الزمر الجزئیة الضبابیة السویة تلعب نفس الدور في نظریة الزمر الجزئیة الضبابیة  .للزمر
)19.9(مبرھنة
GAلتكن  فأن العبارات التالیة متكافئة.

)1(   A xy A yx لكلGyx ,)2 (1( ) ( )A xyx A y لكلGyx ,

)3 (1( ) ( )A xyx A y  لكلGyx ,)4 (1( ) ( )A xyx A y  لكلGyx ,
: البرھان
)1()2( 

Gyxلیكن ,1 1( ) ( ) ( )A xyx A x xy A y  
)2()3(  2(مباشرة من(
)3()4( 

Gyxلیكن  ,1 1 1 1 1( ) ( ( ) ) ( )A xyx A x xyx x A y     
)4()5( 

Gyxلیكن   ,1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )A xy A xyxx A yx A yxyy A xy     وعلیة( ) ( )A xy A yx.
)20.9(مبرھنة 
GAلیكن   .فأن العبارات التالیة متكافئة

)1 (   A xy A yx لكلGyx ,)2 (A B B A  لكلGv  .
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: البرھان
)1()2( 

Gxلیكن 
1 1

1

( )( ) sup{min{ ( ), ( )}: } sup{min{ ( ), ( ) : }
sup{min{ ( ), ( )}: } ( )( )

A B x A xy B y y G u y x v y y G

v y u y x y G A B x

 



    

   
Aوعلیة  B B A  

)2()1( 
1بما أن    1{ } { }y y

A A     لكلGx .
1وعلیة   1{ } { }

( )( ) ( )( )
y y

A x A x     لكلGyx ,.( ) ( )A xy A yx  لكلGyx ,.

)21.9(تعریف 
لتكن A G .یقال عنA بأنھا زمرة جزئیة  ضبابیة سویة)Normal Fuzzy Subgroup ( من الزمرةGإذا كانت

A مجموعة ضبابیة أبدالیة  فيG بعبارة أخرى إذا كانت ،( ) ( )A xy A yx لكلGyx , .
. GN)(بالرمز Gسوف نرمز لمجموعة جمیع الزمر الضبابیة السویة من الزمرة  

من الواضح أن 
eGكل من)1(  Gزمرة جزئیة ضبابیة سویة من,

.تكون سویةGزمرة أبدالیة فان كل زمرة جزئیة ضبابیة منGإذا كانت )2(
)إذا كانت )3( )A N G  فانAزمرة جزئیة سویة من الزمرة

)22.9(تعریف 
لیكن  Gvu , .یقال عنvu,بأنھما  زمر جزئیة ضبابیة مرافقةConjugate Fuzzy Subgroups) إذا وجدGz

بحیث أن   1A x B zxz  لكلGx.ویكتبzA B)و یسمى أحیانا,A Bزمر جزئیة ضبابیة مرافقة بالنسبة إلىz(

)23.9(مبرھنة 
لیكن A G .فانAتكون سویة إذا وفقط   إذا كانzA AلكلGz.

)24.9(مبرھنة 
GAلتكن   فأن( )A N G  أذا وفقط إذا كانت[ ]A  زمرة جزئیة سویة من الزمرةGلكل

( ) { : ( )}A G b b A e    
: البرھان

)نفرض  )A N G  ولیكن( ) { : ( )}A G b b A e    
)بما أن  )A N G ( )A G[ ]A  زمرة جزئیة من الزمرةG.
]، Gxلتكن  ]y A  . 1على أن ) 19.9(نستنتج من المبرھنة( ) ( )A xyx A y   

1وعلیھ 
[ ]xyx A 

 [ ]A  زمرة جزئیة سویة من الزمرةG

]نفرض :الاتجاه الآخــر ]A  زمرة جزئیة سویة من الزمرةG لكل ( ) : ( )A G b I b A e    ( )A G .
Gyxلیكن ,   ولیكن( )y A A y    .

][وعلیھ 
1

uxyx 1( ) ( ) ( ) ( )A A xy A yx A xyx A y      سویة( )A N G  .
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)         25.9(مبرھنة
)لتكن  )A N G  فأن كل من( , )A ،( , )A   تكون زمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G.
:البرھـان

{ : ( ) ( )}, { : ( ) 0}A x G A x A e A x G A x
       .كل من ) 15.9(حسب النتیجة,A A  زمرة جزئیة من

.Gالزمرة 
)لیكن  ) ( ) ,A x A e x A a G   .

1بما أن  1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )aA a A axa A A axa A e A axa A x A N G   
           A زمرة

)لیكن . Gجزئیة سویة من  ) 0 ,A y y A b G   .
)بما إن  )A N G 1( ) ( )A byb A y 1 1 1( ) 0A bA b A byb A A byb           

.Gزمرة جزئیة سویة من الزمرة 
)26.9(مبرھنة 

)لیكن  )A G . نعرف( ) { : ( ) ( ) }N A x G A xy A yx y G    .
)1 (( )N A زمرة جزئیة من الزمرةG وتسمى معدل)Normalizer (A فيG.
)2 (( )|N AA)قصرA على( )N A (ن زمرة جزئیة ضبابیة سویة من تكو( )N A.

:البرھـان
)بما أن )  1( ) ( )A ey A ye لكل( ) ( )N A e N A y G    .

,لیكن  ( )x y N A لكل ،Gz.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(( ) ) ( ( )) (( ) ) (( ) ) (( ) ) ( ( )) (( ) ) ( ( ))A xy z A x y z A y z x A x z y A x z y A y x z A zxy A z xy                  

1( ) ( )N A xy N A  رة زمرة جزئیة من الزمG.
1لیكن ) 2( ( ) , ( )xy N A x y N A   .

1 1
( ) ( ) ( ) ( )| ( ( )) | ( ) ( ) min{ ( ), ( )} min{ | ( ), | ( )}N A N A N A N AA N A A xy A xy A x A y A x A y     

)یبقى أن نبرھن  )|N AA سویة.
)لیكن  ) ( ) , ( )A xy A yx x y N A  

( ) ( ) ( )| ( ( )) | ( ) ( ) ( ) | ( )N A N A N AA N N A A xy A xy A yx A yx     

)27.9(مبرھنة 
)لتكن  )A G فأن العدد الأساس للمجموعة{ : }A a G  یساوي دلیل( ) [ : ( )]N A G N A فيG.

: البرھــان
Gbaلیكن  ,

1 1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
a bA A A axa A bxb x G A ab x A xab x G

ab N A a N A b N A

   

  

        

   
}:وعلیھ الدالة  : } { ( ) : }af A a G aN A a G   1المعرفة بالصیغة( ) ( )af A a N A. تكون تقابلیة.

)28.9(ھنة مبر
)لتكن  )A G فأن( )a

a G

A N G


  وتكون أكبر زمرة جزئیة ضبابیة سویة فيG محتواة فيA.
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:البرھـان
)بما أن  )aA G لكلGa فأن( )a

a G

A G


 . لكلGx .

}من الواضح أن  : } { : }a axA a G A a G  وعلیھ
1 1sup{ ( ) : } sup{ ( ( ) ) : } sup{ ( ) : } sup{ ( ) : }a ax aA xyx a G A axy ax a G A y a G A y a G       

Gyxلكل  , وعلیھ( )a
a G

A N G


 .

)لیكن .  الآن )B N G  بحیث أنuv a aB B A   لكلGa.
aوعلیھ  a

a G a G

A B A
 

  أكبر زمرة جزئیة ضبابیة سویة فيG محتواة  فيA

ملاحظــة
)لتكن )A G،Gx . المجموعات الضبابیة[ ] [ ]( ) , ( )x xA A e A e A  تشیر إلى المشاركة الیسرى)Left Coset(

xA,وتكتب xبالنسبة إلى Aإلى) Right Coset(والمشاركة الیمنى  Axعلى الترتیب
[ ] [ ]( ) , ( )x xAx A A e xA A e A   

)29.9(مبرھنة
)لیكن  )A G فان لكلGyx ,.

)1 (xA yA أذا وفقط إذا كانxA yA .)2 (Ax Ay أذا وفقط إذا كانA x A y .
:البرھــان

xAنفرض ) 1( yA1 1( ) ( )A x z A y z   لكلGz.
1نختار  1 1( ) ( ) ( )x y A A x y A y y A e z y  

      وعلیھxA yA .
1نفرض :الاتجاه الآخـر 1,y x A x y A xA yA 

       وعلیھ
1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) min{ ( ), ( )} min{ ( ), ( )} ( )A x z A x yy z A x y A y z A e A y z A y z         

1وبالمثل نبرھن . Gzلكل  1( ) ( )A y z A x z  لكلGz.
1 1( ) ( )A x z A y z   لكلGzxA yA  2(وبالمثل نبرھن الفرع. (

)30.9(مبرھنة 
)لتكن  )A N G  وGyx , . إذا كانxA yA فان( ) ( )A x A y.

:ناالبرھـ
1بما أن  1,y x x y A xA yA xA yA 

      وعلیة
1 1( ) ( ) min{ ( ), ( )} min{ ( ), ( )} ( )A x A y xy A y x A y A e A y A y    

)وبالمثل نبرھن ) ( )A y A x وعلیة( ) ( )A x A y.
)31.9(مبرھنة 

)لتكن  )A N G  .  نعرف/ { : }G A xA x G  فان
)1 (( ) ( ) ( )xA yA xy A  لكلGyx ,)2 (( / , )G A  زمرة، تسمى زمرة القسمة إلىG بالنسبة إلىA

)3 (/ /G A G A

)إذا كانت  ) 4( ) /G AA   المعرفة بالصیغة( ) ( ) ( )A xA A x  لكلGx فان( ) ( / )A N G A  
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:البرھان 
)1(

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ) ( )
x y x y x y

x y x y x y x y

xA yA A e A A e A A e A A e A A e A A A e

A e A A e A e A A e A e A e A A e A e A xy A

            

            

G/أن ) 1(باستخدام )  2( A مغلقة بالنسبة للعملیةوكذلك تجمیعیة.
Gxلكل :  الآن 

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )A xA eA xA ex A xA xA A xA eA xe A xA         
1ذلك وك 1 1 1( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )x A xA x x A eA A xA x A xx A eA A          ( / , )G A  زمرة.

:نعرف الدالة )3( / /f G A G A بالصیغة( )f xA xA لكلGx .بسھولة إثباتfتشاكل تقابلي
)4(

( ) ( ) ( ) ( )(( ) ( )) (( ) ) ( ) min{ ( ), ( )} min{ ( ), ( )}A xA yA A xy A A xy A x A y A xA A yA       
Gyxلكل  , وعلیھ( ) ( / )A G A 

( ) ( ) ( ) ( )(( ) ( )) (( ) ) ( ) ( ) (( ) ) (( ) ( )}A xA yA u xy A A xy A yx A yx A A yA xA         
Gyxلكل  , وعلیھ( ) ( / )A N G A  

)32.9(مبرھنة 
)لتكن )A GولتكنH زمرة جزئیة سویة من الزمرةG .ف نعر/G HB بالصیغة( ) sup{ ( ) : }B xH A y y xH 
)فان . Gxلكل  / )B G H.

:البرھان 
1 1 1 1 1 1(( ) ) ( ) sup{ ( ): } sup{ ( ): } sup{ ( ): } ( )B xH B x H A y y x H A z z x H A z z xH B xH            

.Gxلكل 
(( )( )) (( ) ) sup{ ( ) : ( ) } sup{ ( ) : , }

sup{min{ ( ), ( )}, , } min{sup{ ( ) : ,sup{ ( ) : } min{ ( ), ( )}
B xH yH B xy H A z z xy H A ab a xH b yH

A a A b a xH b yH A a a xH A b b yH B xH B yH

     
      

)فان . Gxلكل  / )B G H.
Isomorphic of Fuzzy Groupتشاكل الزمر الضبابیة

),(لتكن كل من     G   و),( G .GGf :)Homomorphism (G

)()()(إذا كان    Gإلى   bfafbaf    لكلGba ,،f

بأنھا تشاكل fففي ھذه الحالة یقال عن الدالة) متباینة وشاملة(تقابلیة fأما أذا كانت الدالة.عندما تكون الدالة شاملة 
(Isomorphism) .),( G،),( G)Isomorphic ( .
GGویرمز لھما بالرمز .

)33.9(مبرھنة
GGلتكن كل من  ,ة ،زمرGGf :إذا كانت . تماثل شامل( )A N G  فان( ) ( )f A N G   .

:البرھان 
Gyxلیكن  ,

Gbaیوجد  شاملة fبما أن  , بحیث أنybfxaf  )(,)(
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1 1 1

1

( )( ) sup{ ( ) : , ( ) } sup{ ( ) : , ( ) }
sup{ ( ) : , ( ) } sup{ ( ) : , ( ) } ( )( )

f A xyx A z z G f z xyx A z z G f aza y

A z aza G f z y A z z G f z y f A y

  



     

      
)فأن  ) ( )f A N G  .

)34.9(مبرھنة
GGلتكن كل من  ,، زمرة .GGf :إذا كانت . تماثل( )A N G   1فان( ) ( )f A N G   .

:البرھان 
)1أن نلاحظ  ) ( )f A G  .

Gyxلیكن   ,
1 1( )( ) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ( )) ( )( )f A xy A f xy A f x f y A f y f x A f yx f A yx     

1( ) ( )f A N G   .
)35.9(تعریف

GGلتكن كل من  ,، ولیكن .زمرة( )A N G ،( )B N G   . یقال عنf بأنھ
GGfالتماثل الشامل )1( : بأنھ تماثل ضعیف)Weak Homomorphism ( منA علىB إذا كان

( )f A B . و یقال عنA  بأنھا تماثل ضعیف)Weakly Homomorphism ( إلىB) یكتب~A B ( إذا وجد
.Bإلى Aمن fتماثل ضعیف 

GGfالتشاكل ) 2( : بأنھ تشاكل ضعیف)Weak Isomorphism (منA علىB إذا كان( )f A B.A تشاكل
Aیكتب  (Bإلى ) Weakly Isomorphic(ضعیف  B ( إذا وجد تشاكل ضعیفf منA إلىB

GGfالتماثل الشامل ) 3( : بأنھ تماثل)Homomorphism ( منA علىB إذا كان( )f A B .A  تماثل
)Homomorphism ( إلىB)تب یكA B ( إذا وجد تماثلf منA إلىB

GGfالتشاكل ) 4( : بأنھ تشاكل)Isomorphism (منA علىB إذا كان( )f A B .A تشاكل)Isomorphic (
Aیكتب (Bإلى  B (إذا وجد تشاكلfمنA علىA

)36.9(مبرھنة 
)لیكن )B G ،Hلیكن زمرة و( )C H بحیثB Cوجد زمرة جزئیة ضبابیة سویةتھفإنAإلىB بحیث

BlA ClC .
:البرھان 

Bبما ان C یوجد ایبمورفزم)epimorphism(fمنGإلىHبحیث( )f B C
GAنفرض كالأتي  لكلx G

( ), ker( )
( )

0, .
B x x f

A x
o w


 


)من الواضح )A GوانA B
)kerإذا كان )x f 1فان ker( )yxy f  لكلy G وأیضا

1 1( ) ( ) min{ ( ), ( )} min{ ( ), ( )}A yxy B yxy B x B y A x B y    لكلy G
|إذا كان ker( )x G f فان( ) 0A x    1وكذلك( ) min{ ( ), ( )}A yxy A x B y  لكلy G
Bھي زمرة جزئیة ضبابیة سویة من Aوعلیھ  Bبما ان: الاتجاه الأخر  C ،( )f B C  نفرض

C
g f  .فأنgھي تشاكل منB إلىC  ،ker g A  . تشاكلوعلیھ یوجدhمنB lA إلىC  بحیث ([ ]) ( ) ( )h x g x f x  لكلx B . لكلz C نحصل
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( )( ) sup{( )([ ]) : , ([ ]) } sup{sup{ ( ) : [ ]}: , ( ) }
sup{ ( ) : , ( ) } sup{ ( ) : , ( ) } ( )

h BlA z BlA x x B h x z B y y x x B g x z

B y y B g y z B y y G f y z C z

 



      

       BlAلذلك  ClC  )37.9(مبرھنة 
)لیكن ), ( )A N G B G   بحیث ان( ) ( )A e B e فان( ) ( )Bl A B A B lA 

: البرھان 
Aنحصل على ) 25.9(من المبرھنة   زمرة جزئیة ضبابیة سویة منG 36.9(، ومن الجزء الثاني من المبرھنة.(

( ) ( )B l A B A B lA        وعلیھ( ) , ( )A B A B A B A B           وبالتتابع نحصل على
( ) ( )B l A B A B lA      عندما الدالةf تعرف بالصیغة( ( ))f x A B xA   لكلx B  .

)علیھو ( ))( ) ( )( ( ) )f x A B yA Bl A B y A B     بما ان الدالةf فان متباینة ،( ( ))( ) sup{ ( ) : ( ) } sup{( )( ) : ( )} sup{( )( ) : }f x A B yA B z z y A B A B z z y A B A B z z yA              
)وبما ان  ) ( )A e B e فان ،( ( ))( ) ( ) ( )( )f x A B yA A B l A yA    لكلy A 

)وعلیھ  ) ( )f BlA B A B lA   لذلك( ) ( )Bl A B A B lA . تمارین
}لتكن1.9 1,1, , }G i i  نعرف المجموعة الضبابیة .مع عملیة الضرب الاعتیادي: [0,1]A G 

1, 1
( ) 0.5, 1

0, ,

x

A x x

x i i


  
  

.؟Gھي زمرة جزئیة ضبابیة من الزمرةAھل ان 
,0}لتكن2.9 1, 2, ,3, }G      تعرف المجموعة الضبابیة  .مع عملیة الجمع الاعتیادیة: [0,1]A G  بالصیغة

1, {0, 2, 4, }
( )

0.5, { 1, 3, 7, }
x

A x
x


  

  
   

. ؟Gھي زمرة جزئیة ضبابیة من الزمرةAھل ان
بین أي من العبارات الآتیة صحیحة أم لا مع البرھان 3.9
یكون زمرة جزئیة ضبابیة Aعدد طبیعي مضروب في لأيفأن ،Gمن الزمرة زمرة جزئیة ضبابیةAإذا كانت)1(

.Gمن 
A,لیكن ) 2( Bمن الزمرة تین ضبابیتین زمرG ، فأن

A) ا( B من الزمرة زمرة جزئیة ضبابیةG

Aإذا كان ) ب( B أوB A فانA B من الزمرةزمرة جزئیة ضبابیة
GAلتكن ) 3(  فان ،Aتكون زمرة جزئیة ضبابیة من الزمرةG إذا وفقط إذا كانت[ ]A  تكون زمرة جزئیة ضبابیة

)لكل Gمن الزمرة ) { : ( )}A G t t A e    .
.Gزمرة جزئیة ضبابیة من الزمرةأنھاعرق شبھ الضبابیة المشاركة ثم برھن على 4.9

)لتكن 5.9 )A N G حیثAھي الزمرة الضبابیة المرتكزة)A ( زمرة جزئیة ضبابیة سویة ھاإناثبت
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1لتكن6.9 2, , , nA A A1زمر جزئیة ضبابیة من الزمر 2, , , nG G G 1اإذبالتتابع 2, , , nA A A ضبابیة سویة
1فأن 2 nA A A  ة سویةضبابی.
A,كانت كل منإذا، ثم برھن  Gللزمرة)conjugate(عرف المجموعة الضبابیة المرافقة7.9 B مجموعتین جزئیتین

A,ن فاGالابدالیة  ضبابیتین من الزمرة B للزمرةمجموعات ضبابیة مرافقةGإذاوفقط إذاA B.
)لیكن 8.9 )A G . نعرف( ) { : ( ) ( ) }N A x G A xy A yx y G    .
)1 (( )N A زمرة جزئیة من الزمرةG وتسمى معدل)Normalizer (A فيG).2 (( )|N AA

)على Aقصر( )N A ( تكون زمرة جزئیة ضبابیة سویة من( )N A.


