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Definitions and General Propertiesتعاریف وخصائص أساسیة. 1
)لیكن , , )P فضاء احتمالیاً ولتكن مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةR.

)1.1(تعریف 
ttXھي عائلة من المتغیرات العشوائیة العملیة التصادفیة )على }{ , , )P  . یقال عن العملیة التصادفیةttX }{

ذلك وبخلاف .قابلة للعدإذا كانت المجموعة(Discrete Parameter Stochastic)بأنھا عملیة ذات معلمة مبعثرة 
إذا كانت المجموعة ، أي(Continuous Parameter Stochastic)یقال عن العملیة بأنھا عملیة ذات معلمة مستمرة 

وبصورة خاصة إذا كانت . غیر قابلة للعد   0,1}حیث, }  تكتب}{ nX بدلا منttX }{.
ومجموعة كل . للعملیة التصادفیة أو مجموعة دلیل العملیة) Parameter Space(تسمى فضاء المعلمة المجموعة

یقال .لھ بالرمز للعملیة التصادفیة ویرمز ) States Space(تسمى فضاء الحالات أو فضاء الأوضاع tXالقیم إلى 
Ttsإذا كان ) Linear(بأنھا خطیةعن المجموعة   لكلTts , .

المجموعات التالیة خطیة:    مثلا
{1, 2, }, {0, ,1, 2, }, { : 0} [0, ), { : } ( , )T T T t t T t t                  

ملاحظة 
-:فیة بالاعتماد على مایلي یمكن تصنیف العملیات التصاد

مبعثراً أو tXكون المتغیر العشوائي (فضاء الحالات ) 2) (كون المعلمة مبعثرة أو مستمرة(فضاء المعلمة ) 1(
).مستمراً

)2.1(مثال 
فضاء المعلمة . من المراتnمي قطعة نقود متغیر عشوائي یمثل عدد مرات ظھور الصورة عند رnXلیكن )1(

الحالات یتمثل بمجموعة كل فضاء )الخ... فقد تكون ھنالك محاولة واحدة أو اثنتان أو ثلاثة( یمثل بعدد المحاولات
من الرمیات، قد لا تظھر صورة أبدا ، وقد تظھر nففي ( nXالقیم التي من الممكن أن یأخذھا المتغیر العشوائي 

)  من المراتnأو ... مرة واحدة ، أو مرتان ، 
}{ nXعملیة تصادفیھ ذات معلمة مبعثرة وذات فضاء الحالات مبعثر.

لى نسبة نجاح في مادة الریاضیات في الامتحانات الوزاریة للصف السادس متغیر عشوائي یمثل أعnXلیكن) 2(
فضاء .قابلة للعدفضاء المعلمة مبعثر لأنھ یمكن تمثیل كل سنة دراسیة برقم صحیح فتكون المجموعة .العلمي

]100,0[الحالات مستمر لان نسبة النجاح تقع ضمن الفترة المغلقة 

}{ nXعملیة تصادفیھ ذات معلمة مبعثرة وذات فضاء الحالات مستمر.
فضاء المعلمة مستمر لان .متغیر عشوائي یمثل عدد السیارات الواصلة إلى محطة تزوید الوقودtXلیكن) 3(

]0,(المجموعة  . مبعثر لأنھ یمثل عدد السیارات الواصلة فضاء الحالات

مستمر
Continuous

مبعثر
Discrete

فضاء الحالات
فضاء المعلمة        

2 1 مبعثر
Discrete

4 3 مستمر
Continuous
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ttX .عملیة تصادفیھ ذات معلمة مستمرة وذات فضاء الحالات مبعثر}{
]0,(فضاء المعلمة مستمر لان .متغیر عشوائي یمثل درجة الحرارة في مدینة الدیوانیةtXلیكن) 4( .

),(حالات مستمر لان درجة الحرارة قد تمثل بأي رقم ضمن الفترة فضاء ال 

ttX .عملیة تصادفیھ ذات معلمة مستمرة وذات فضاء الحالات مستمر}{
)3.1(تعریف 

ttXدالة التوزیع للعملیة التصادفیة );(، یرمز لھا بالرمز}{ tF   وتعرف بالصیغة}{);( xXPtxF t 

، فأننا یمكن أن نحدد دالة الكثافة الاحتمالیة للعملیة التصادفیة xوفي حالة دالة التوزیع اعلاة قابلة للاشتقاق في 
ttX لتكون }{

);(
);(

txf
x

txF





ntttولنفرض أن  ,,, 21  تمثل مجموعة النقاط التي تنتمي إلى المجموعةTبحیث ،nttt  21 فان دالة التوزیع
المشتركة للمتغیرات العشوائیة

nttt XXX ,,,
21
 ھي

},,,{),,,;,,,( 212121 21 ntttnn xXxXxXPtttxxxF
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)4.1(مبرھنة 
}{لتكن  nX متتابعة من المتغیرات العشوائیة المستقلة ولیكن




n

k
kn XS

1

فان 

1 2
1

( , , , ) ( )
n k

n

S n X k
k

     




:البرھان

)()(),,,( 22111
21

nn

n

k
kk

n

XiXiXi
Xi

nS eeeEeE 


  


 

nXXXبما أن المتغیرات العشوائیة ,,, 21  مستقلة
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)5.1(مثال 
}{0لتكن العملیة التصادفیة  ttX  معرفة بالصیغةtYtXX t  sincos  0لكلt حیث كمیة ثابتة

YXموجبة،  )0,(متغیران عشوائیان مستقلان لھما التوزیع الطبیعي , 2N . احسب 
2

0

2 }{ bdtXP t حیثb

كمیة ثابتة 
: الحل
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)6.1(مثال 
}{0لتكن العملیة التصادفیة  ttX  معرفة بالصیغةtXX t cos 0لكلt حیثX متغیر عشوائي لھ

)0,(التوزیع الطبیعي  2N . احسب
1

0

2 }{ dtXE t .

: الحل
21

0

221

0

21

0

2

2

1
coscos XtdtXtdtXdtX t   

~)1(~)0,(بما أن 
1

1)
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1
}{  XEdtXE t

)7.1(تعریف 
00یقال عن  العملیتین التصادفیتین  }{,}{  tttt YX بأنھما مستقلان إذا كانت),,,(),,,,(

2121 nn tttttt YYYXXX 
ntttم ولجمیع النقاطnلكل عدد صحیح موجب ,,, 21 لكل :  مستقلین بالمعنى, ( )nA B  فان

}),,,{(}),,,{(}),,,(,),,,{(
21212121

BYYYPAXXXPBYYYAXXXP
nnnn tttttttttttt  

Stochastic Matricesالمصفوفات التصادفیة.2
)1.2(تعریف 

),,,(لیكن  21 nuuuu متجھاً لا صفریاً ولتكنAفوفة مربعة من الدرجةمصn .یقال عن المتجھu ًبأنھ متجھاً ثابتا
)Fixed Vector ( للمصفوفةAإذا كانuuA .

)2.2(مثال 

لتكن









32

12
A

)1,2(المتجھ ) 1( uاً للمصفوفة متجھاً ثابتA     لانuuA 







 )1,2()32,24(

32

12
)1,2(

vuAلان   Aلیس متجھاً ثابتاً للمصفوفةv)0,2(المتجھ) 2( 
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ملاحظة 
ولیكنAمتجھ ثابت للمصفوفةuلیكن ،0فانuیكون أیضا متجھ ثابت للمصفوفةA                                                                                 لان

uuAAu   )()(

) 3.2(تعریف 
),,,(یقال عن المتجھ  21 nuuuu  ًبأنھ متجھاً احتمالیا)Probability Vector  (إذا كان

(1)0iu لكلni ,,2,1 أي أن جمیع مركباتھ غیر سالبة ،.

(2)



n

i
iu

1

.اوي واحدس، أي مجموع مركباتھ ی1

)4.2(مثال 
)1 ()

2

1
,

4

1
,0,

4

3
( u0مالیاً لانلیس متجھاً احت

4

1
3 u)3أيuكمیة سالبة(

)2 ()
4

1
,0,

2

1
,

4

3
(uلیس متجھاً احتمالیاً لان مجموع مركباتھ اكبر من الواحد.

)3 ()
4

1
,

4

1
,0,

4

1
(uلیس متجھاً احتمالیاً لان مجموع مركباتھ اقل من الواحد.

)4 ()
2

1
,0,

4

1
,

4

1
(u0احتمالیاً لانمتجھاiu 4,3,2,1لكلiومجموع مركباتھ یساوي واحد.

ملاحظة 

),,,(لیكن  21 nuuuu 0متجھاً لا صفریاً بحیثiuلكلni ,,2,1     ،
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) 6.2(تعریف 
إذا  كان كل ) Stochastic Matrix(بأنھا مصفوفة تصادفیھ Aیقال عن.nمصفوفة مربعة من الدرجةAلتكن

.صف من صفوفھا متجھاً احتمالیاً
)7.2(مثال

)1 (
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Aًمصفوفة تصادفیھ لأنھا مربعة وكل صف من صفوفھا متجھاً احتمالیا.

ملاحظة 

لتكن 
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.Aمتجھاً احتمالیاً وثابتاً للمصفوفة 1

)8.2(مبرھنة 
][لیكن كل من ijbB ،][ ijaA مصفوفة تصادفیھ ومن الدرجةnولیكن),,,( 21 nuuuu  متجھا احتمالیا فان

)1 (uAًیكون متجھاً احتمالیا.
)2 (ABتكون مصفوفة تصادفیھ.
)3 (mAلكل قیم. تكون مصفوفة تصادفیھmمن الأعداد الصحیحة الموجبة.
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n

i
iu لانuًمتجھاً احتمالیا.

uAvإذن  ًمتجھاً احتمالیا.
)2 (][ ijbB   ،][ ijaA 

.مصفوفة مربعةABمصفوفة مربعة  ,BAبما أن كل من 
یكون متجھاً احتمالیاً Aمن المصفوفة iالصف مصفوفة تصادفیھ Aبما أن 
.یكون متجھاً احتمالیاBًفي المصفوفةAمن المصفوفةiالمتجھ الناتج من ضرب الصفمصفوفة تصادفیھBبما أن

Aمن المصفوفة iضرب الصفھو عبارة عن المتجھ الناتج من ABمن المصفوفةiأن الصفبما
.مصفوفة تصادفیھABیكون متجھاً احتمالیاً  وعلیھABمن المصفوفةiالصفBفي المصفوفة

سنبرھن بطریقة الاستقراء الریاضي) 3(
2mنفرض )أ(

مصفوفة تصادفیھAبما أن 
mAAAAنحصل على ) 2(باستخدام الفرع   تكون مصفوفة تصادفیھ 2

تكون مصفوفة تصادفیھ1kAمصفوفة تصادفیھ ونبرھن ان kAض أن نفر) ب(
1نحصل على) 2(مصفوفة تصادفیھ، باستخدام الفرع Aبما أن  kk AAA تكون مصفوفة تصادفیھ

.من الأعداد الصحیحة الموجبةmقیم مصفوفة تصادفیھ لكل mAإذن 
)9.2(تعریف 

موجبة، nAإذا كانت جمیع عناصر إحدى قواھا) Regular(بأنھا منتظمة Aمصفوفة تصادفیھ یقال عنAلتكن
.موجبة... أو 4Aأو 3Aأو 2Aبعبارة أخرى  إذا كانت جمیع عناصر 

ملاحظة 
مصفوفة تصادفیھ فإذا كان احد عناصر القطر الرئیسي لھا یساوي واحد فان تلك المصفوفة تكون غیر منتظمة Aلتكن

) من الدرجة واحدAمالم (
)10.2(ال مث

)1 (
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Aغیر منتظمة لان احد عناصر القطر الرئیسي یساوي واحد.
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)3 (uvAn 
)14.2(مثال
Aمتجھاً ثابتا للمصفوفة التصادفیة vلیكن

(إذا كان ) 1(
4

1
,

4

1
,0,

2

1
(v فان المصفوفةA لیست منتظمة لان مركباتvلیست جمیعھا موجبة.

(إذا كان ) 2(
4

1
,

4

1
,

4

1
,

4

1
(v فان المصفوفةAلیست بالضرورة أن تكون منتظمة .

. غیر منتظمة لان عناصر القطر الرئیسي تساوي واحدAنلاحظ أن 4Aلو أخذنا مثلا

Markov Chainsماركوف  سلاسل.3

)1.3(تعریف 
ttXیقال عن العملیة التصادفیة  Markov(بأنھا عملیة ماركوف }{ Processes ( إذا كان لكل nttt 100 ،

x     فان}|{},,,|{ 1110 1110  
 nttntttt xXxXPxXxXxXxXP

nnnn
 ویقال عن العملیة

}{التصادفیة  nX بأنھا سلسلة ماركوف)Markov Chain (  إذا كان
}|{},,,|{ 11110011 nnnnnnnn xXxXPxXxXxXxXP   

وھذا یعني أن سلاسل ماركوف ابسط أنواع عملیات ماركوف، أي عندما یكون كل من فضاء الحالات وفضاء المعلمة من 
.النوع المبعثر
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ملاحظة
.لة ماركوف تكون منتھیة وماعدا ذلك تكون غیر منتھیةإذا كان عدد الحالات لسلسلة ماركوف منتھي فان سلس

)2.3(مثال
تم اختیارھم واحداً بعد . طالبة120طالبة و 280طالب ، 400قسم الریاضیات  في كلیة العلوم جامعة القادسیة فیھ )1(

.nالذي كان دوره في اختبار ) طالب أو طالبة(تدل على نوع الشخصnXنفرض أن. الأخر لإجراء اختبار معین علیھم 
},{أذن فضاء الحالات لھذه العملیة ھو ba حیثa تدل على الطالب وb تعتبر  سلسلة ھذه العملیة لا. تدل على الطالبة

یعتمد فقط على نوع الشخص الثاني وإنما یعتمد على نوع كون الشخص الثالث مثلا طالبة لاماركوف لان احتمال ی
.الشخصین الأول والثاني معاً

نفرض انھ لا یفطر جبنا یومین متتالیین ولكن إذا كان فطوره . تعود شخص أن یكون فطوره یومیا  أما جبنا أو بیضا)2(
},{أذن فضاء الحالات لھذه العملیة ھو . الیوم التالي جبناً أو بیضا متساویتینبیضا  فان احتمال أن یكون فطوره في ba

ھذه العملیة تعتبر سلسلة ماركوف لان ناتج أي یوم یعتمد فقط على ماحدث في الیوم . تمثل البیضbتمثل الجبن ، aحیث 
.السابق

)3.3(تعریف 
}{لتكن  nXأن احتمال الانتقال . سلسلة ماركوف)Probability of Transition (من الحالةiفي المرحلةnإلى الحالةj

),(أو ijpیرمز لھا بالرمز1nفي المرحلة  jiP وتعرف كالأتي :}|{),( 1 iXjXPjiPp nnij  

][وان المصفوفة ijpM المربعة من الدرجةnتسمى مصفوفة الانتقال)Transition Matrix ( أو مصفوفة ماركوف
)Markov Matrix ( أنأي
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Mأذن . یكون متجھاً احتمالیاMًأذن كل صف من صفوف المصفوفة . لان الاحتمالیة غیر سالبة0ijpبما أن 

.مصفوفة تصادفیھ
)2 (

من تعریف الاحتمال الشرطي نحصل على 

},,,|{

},|{}|{}|,,{

11110

11022011011








mmnnnmmn
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jXjXjXjXp
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}{بما أن  nX سلسلة ماركوف
mm jjjjjjmmnmmnnnnn pppjXjXpjXjXpjXjXP

12110
}|{}|{}|{ 111122011 
  

1إذا كانت . حالة خاصة kjk لكل,2,1,0k فان
123121 }1|1,,2{   mmnmnn pppXmXXP 

6756354:   مثلا }5|7,6{ ppXXXp 

)4.3(ثالم
تعود طالب أن یستذكر دروسھ وفقاً لما یلي 

وأیضا إذا لم یستذكر في لیلة ما فان احتمال عدم %70إذا استذكر لیلة ما فان احتمال عدم استذكاره في اللیلة التالیة ھو 
.ماھي احتمالات استذكاره على المدى الطویل . %60ي اللیلة التالیة استذكاره ف

:الحل
},{فضاء الحالات   ba حیثa ، تمثل الاستذكارb تمثل عدم الاستذكار  وتكون مصفوفة الانتقال لھذه العملیة

كالأتي 
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7.03.0
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),(لیكن  21 uuu  متجھاً احتمالیاً وثابتاً للمصفوفةM

uuMإذن  

),(
6.04.0

7.03.0
),( 2121 uuuu 









1 2 1 1 2 20.3 0.4 , 0.7 0.6u u u u u u   

21ومن المعادلتین نحصل على  47 uu  121ولكن  uuصلوعلیة نح
11

4
1 u وھو یمثل احتمال استذكاره على

،  المدى الطویل
11

7
2 uوھو یمثل احتمال عدم استذكاره على المدى الطویل

)5.3(مثال
CBAیبیع احد التجار بضاعتھ في ثلاث مدن إذا باع في . تتالیینولا یبیع الرجل في نفس المدینة أبدا في یومین م,,

فیكون احتمال ذھابھ في الیوم CأوBولكن إذا ذھب إلى أي من. Bفانھ في الیوم التالي یبیع في المدینةAالمدینة 
ابحث احتمالات بیعھ في كل من المدن الثلاث . ابھ إلى المدینة الأخرى ھو ضعف احتمال ذھAالتالي إلى المدینة

.على المدى الطویل
:الحل
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},,{فضاء الحالات CBA وتكون مصفوفة الانتقال لھذه العملیة كالأتي
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),,(لیكن  321 uuuu  متجھاً احتمالیاً وثابتاً للمصفوفةM

uuMإذن  
15.0,45.0,4.0 321  uuu

0.4على المدى الطویل ھو Aاحتمال أن یبیع الرجل في المدینة
0.45على المدى الطویل ھو Bاحتمال أن یبیع الرجل في المدینة
0.15على المدى الطویل ھو Cاحتمال أن یبیع الرجل في المدینة

)6.3(مثال
21یلقى ولدان  ,bb 21وبنتان , ggولایة بنت 5.0یلقى الولد الكرة إلى الولد الأخر باحتمال. الكرة لبعضھم البعض

ولا تلقیھا إلى البنت الأخرى ماھي نسبة تلقي الكرة 5.0الفتاة الكرة إلى أي ولد باحتمال ومن ناحیة أخرى تلقى25.0باحتمال
.لأي منھم في المدى الطویل

: الحل
},,,{فضاء الحالات ھو  2121 ggbbوتكون مصفوفة الانتقال لھذه العملیة كالأتي :
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في المدى الطویل یلقي أي ولد الكرة 
3

من المرات وأي بنت 1
6

من المرات1

)7.3(مثال
وجود أربع حجرات والأبواب التي تصل بینھا یتحرك فأر في ھذه الحجرات ویمر من یبین الرسم الموجود أدناه

.أوجد مصفوفة الانتقال لسلسلة ماركوف. الأبواب الموجودة في الحجرة في نفس الاحتمال 

: الحل
: مصفوفة الانتقال تكون كالأتي
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)Transition Diagram(مكن تمثیل احتمالات الانتقال لسلسلة ماركوف في شكل بیاني یسمى الشكل البیاني للانتقال ی

.jإلى الحالة iبسھم من الحالة ijpحیث یرمز لأي احتمال موجب
)8.3(مثال
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)10.3(مثال 
لا نضیف إذا كان (5.0افترض أننا نضیف إلى المخزن وحدة واحدة كل صباح باحتمال. مخزن سعتھ ثلاث وحدات

جد مصفوفة ). فارغلانسحب إذا كان المخزن ( 5.0ثم نسحب منھ وحدة واحدة كل مساء باحتمال) المخزن مملوء 
.الانتقال لھذه العملیة ثم ارسم الشكل البیاني لھذا الانتقال

:الحل
فان0nXإذا كان ) 1(

1 1nX   1عندما نضیف ولا نسحب و 0nX    لا نضیف (أو ) نضیف ونسحب(للحالات الأخرى ، أي ان
)لا نضیف ونسحب(أو ) لا نسحب و

iXإذا كان )  2( n 30  iفان
1 1nX i   1عندما نضیف ولا نسحب وnX i   لا نضیف (أو ) نضیف ونسحب(للحالات

1، )لا نضیف ونسحب(أو ) ولا نسحب  1nX i  

3nXإذا كان )   3( فیكون مشابھة إلى أعلاه.
}3,2,1,0{فضاء الحالات ھو 
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Step transition probabilityk–من الخطوات kاحتمالات الانتقال خلال 

jإلى الحالةiیمثل احتمال أن ینتقل النظام من الحالةMفي مصفوفة الانتقالijpكما عرفنا أعلاه أن العنصر

خطوة kخلالjإلى الحالةiةأما ألان نرید أن نعرف ما ھو الاحتمال آن ینتقل النظام من الحال. خلال خطوة واحدة 
k)(خطوة بالضبط یرمز لھ بالرمزkخلالjإلى الحالةiاحتمال أن ینتقل النظام من الحالة .بالضبط

ijp ویعرف
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)12.3(مبرھنة 
خطوة تساوي   مصفوفة الانتقال مرفوعة k)(مصفوفة الانتقال لسلسلة ماركوف فان مصفوفة الانتقال خلالMلتكن

kk،أي أنkإلى الأس MM )(

: البرھان 
نحصل على) 11.3(رھنة من المب







0

)()()(

r

mk
rj

m
ir

k
ij ppp

وبصیغة المصفوفات نحصل على    
)()()( mkmk MMM 

نحصل على 1mنضع 
)1()1()(  kk MMM

MMولكن  )1(

)()2(2)1()( kkkkkk MMMMMMM   
kk MM )(

)13.3(تعریف 
),,,(یسمى المتجھ .عند زمن اختیاري معینiالحالةیمثل احتمال أن یكون النظام في ipلیكن 21 mpppp 

زیع الاحتمال عند الخطوةوكذلك یرمز لتو. للنظام في ذلك الزمن)  Probability Distribution(بالتوزیع الاحتمالي 
k) أي بعد انتھاءkبالرمز) خطوة
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)()(بحیث iXpp k
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i  .ویقال للتوزیع الاحتمالي بأنھ توزیع احتمالي أولي)Initial Probability Distribution (
ویرمز لھ0kإذا كانت 
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21 m
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)(بحیث  0
)0( iXppi  .

)14.3(مبرھنة 
mXXXالتوزیع المشترك للمتغیرات ) 1( ,,, 10  لكلNm سیكون
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121100
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1100 },,,{


 

.على الحالاتالأوليمصفوفة الانتقال والتوزیع الاحتمالي سلسلة ماركوف تحدد بواسطة بعبارة أخرى 
),,,(لیكن) 2( )()()()(

21

kkkk

m
pppp توزیع احتمالي عند الخطوةk فان

kk Mpp )0()( 

.التوزیع الاحتمالي الأوليp)0(حیث 
:البرھان

)1(
}|,,{}{},,,{ 0011001100 jXjXjXpjXpjXjXjXp mmmm  

نحصل على0nعندما ) 11.3(باستخدام المبرھنة 
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mm jjjjjjjmm ppppjXjXjXp
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)0(
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)()0(

0
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0
0

)( }|{}{},{}{
i

k
ij

i
k

i
kk

k
j ppiXjXpiXpjXiXpjXpp i

kk Mpp )0()( 
)15.3(مثال

cbaیقذف ثلاثة من الأطفال  cالكرة دائماً إلىbویقذفbكرة دائماً إلى الaویقذف . الكرة لبعضھم البعض,,
. ,baیقذف الكرة بنفس الاحتمال إلى كل من cولكن

.Mأوجد مصفوفة الانتقال ) 1(
p)3(أوجد . cنت معھ الكرة ھو الولد لو فرضنا  إن أول ولد كا) 2(

:الحل
nتمثل الطفل الذي قذفت لھ الكرة في الخطوة nXنفرض )   1(

},,{إذن فضاء الحالات ھو  cba
فل الذي یقذف بالكرة لایتأثر بمن كانت الكرة قبلھ وتكون مصفوفة الانتقال ھذه العملیة تعتبر سلسلة ماركوف لان الط

:لسلسلة ماركوف كالأتي
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M

)2  (
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1

4
1

4
1

2
1

2
1
2
1

2
1

3 0

0

M      ,)1,0,0()0( p

),,( 2
1

4
1

4
13)0()3(  Mpp

2التوزیع الاحتمالي بعد ثلاث رمیات للكرة ھو
1)3(

4
1)3(

4
1)3( ,,  cba ppp

بعد ثلاث قذفات ھو aھذا یعني أن احتمال وجود الكرة مع الولد و
4

ھو bمع 1
4

ھو cومع 1
2

1

)16.3(مثال 
0.6ي إحدى المباریات فان احتمال فوزه في المباراة التالیة ھو إذا فاز ف. وجد لاعب إن احتمالات فوزه كمایلي

وإذا كان احتمال فوزه في المباراة الأولى ھو 0.7وأیضا إذا خسر مباراة فان احتمال إن یخسر المباراة التالیة ھو 
. على المدى الطویل) ج(الثة        بالمباراة الث) ب(بالمباراة الثانیة     ) أ(:  ھو احتمال أن یفوزما. 0.5
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الحل
},{فضاء الحالات ھو  ba حیثa ، تمثل الفوزb  تمثل الخسارة











7.03.0

4.06.0
M  ,(1) (0.5,0.5)p 

)1               ((2) (0) 2 (0) (1) (0.45,0.55)p p M p M M p M      

0.55یخسر ھو أنواحتمال 0.45احتمال أن یفوز في المباراة الثانیة ھو 

)2  (),( 200
113

200
87)2(2)0(3)0()3(  MpMMpMpp

احتمال أن یفوز في المباراة الثالثة ھو 
200

یخسر ھو أنواحتمال 87
200

113

),(لیكن) 3( 21 uuu  متجھا احتمالیا وثابتا للمصفوفةM

uuM 
7
4

,
7
3

21  uu في المدى الطویل ھو یفوز أناحتمال
7

واحتمال ان یخسر ھو3
7

4

)16.3(مثال 
في كل خطوة نختار كرة من . یحتوي على ثلاث كرات حمراءBیحتوي على كرتین بیضاء والصندوق Aصندوق 

Aكرة حمراء في iیدل على وجودiنفرض أن الحالة . ین المختارتینكل صندوق ونغیر موضع كل من الكرت
Mأوجد مصفوفة الانتقال) ا(
بعد ثلاث خطواتAھو احتمال وجود كرتین حمراء في الصندوق ما) ب(
Aھو احتمال أن توجد كرتین حمراء في الصندوق دى الطویل ماعلى الم) ج(

: الحل
}3,2,1{فضاء الحالات ھو 

2 W
1 R2 R

1 W
2 R

1 W
1 R3 R

2 W

BABABA
(3)(2)(1)

111باحتمال ) 2(نتقل إلى الحالة ) 1(إذا كان النظام في الحالة ) 1( 

باحتمال ) 1(نتقل إلى الحالة ) 2(إذا كان النظام في الحالة ) 2(
6

1

3

1

2

1
 2(ونبقى في الحالة (

باحتمال
2

1

3

2

2

1

3

1

2

1
 باحتمال) 3(وتنتقل إلى لوضع

3

1

3

2

2

1


باحتمال ) 2(باحتمال صفر وتنتقل إلى الحالة ) 1(نتقل إلى الحالة) 3(إذا كان النظام في الحالة ) 3(

3

2

3

2
1  باحتمال ) 3(وتبقى في الحالة

3

1

3

1
1 
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إذن مصفوفة الانتقال ھي 
)أ(


















3
1

3
2

3
1

2
1

6
1

0

010

M      ,)0,0,1()0( p

) ب(


















27
8

54
33

54
5

36
11

216
127

216
23

18
5

36
23

12
1

3M         ,),,( 18
5

36
23

12
13)0()3(  Mpp

بعد ثلاث خطوات ھو Aاحتمال وجود كرتان حمراء في الصندوق 
18

5

),,(لیكن)ج( 321 uuuu صفوفة متجھا احتمالیا وثابتا للمM
uuM 1 2 30.1, 0.6, 0.3u u u  

0.3ھو Aعلى المدى الطویل یكون احتمال وجود كرتین حمراء في الإناء 
ملاحظة 

رت كرتین بطریقة التوزیع الاحتمالي في المدى الطویل لن یتغیر إذا وضعت الكرات الخمسة في إناء ما ثم اختی
لانAعشوائیة لوضعھا في الإناء 

3.0
10
3

4
2

5
3

p 3.0أو
10
3

)(

)(
5
2

3
2 p

ملاحظة 
صورة متتالیة نتبع مایلي kعند رمي قطعة نقود للحصول على 

knإذا كانت الكتابة قد ظھرت لأخر مرة في المحاولة ) 1(  . نفرض ان النتائج من التجربة رقمn ھيkxn 
.nتدل على طول سلسلة متصلة من الصور تنتھي عند التجربة nxأن أي 

}2,1,0,,{تعتبر ھذه العملیة سلسلة ماركوف بفضاء الحالات ) 2( k حیثki ,,2,1,0  تدل على أن سلسلة
.iالصور المتتالیة طولھا 

یناظر ) 3(
ان وأماوقعت الكتابة إذاان تنكسر أماكل صف ماعدا الصف الأخیر من مصفوف الانتقال ان سلسلة الصور ) ا(

.رةوقعت الصوإذاتزید بمقدار الوحدة 
kمن ثلاث مرات متتالیة وبھذه الحالة یكون الحالة kوقعت الصورإذااللعبة تنتھي أنحقیقة الأخیرالصف ) ب(

.حالة ماصة
فان مصفوفة الانتقال ھي 3kكانت إذامثلاً 
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)18.3(مثال 
ھي طول متتابعة الصور التي تنتھي nXأنافرض . قى قطعة نقود حتى ظھور الصورة ثلاث مرات على التواليتل

.الأقلمرات على 8العملة إلقاءھو احتمال ما. nعند المحاولة رقم 
: الحل

قال ھي ومصفوفة الانت}3,2,1,0{فضاء الحالات ھو 
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ھو الأقلقطعة النقود ثمان مرات على إلقاءاحتمال 
128
81.

)19.3(مثال
أولىمحاولة nالتي ظھرت خلال للأعدادھو النھایة العظمى nXافرض ان. القي زھر الطاولة مرة واحدة

)3()2()1(اوجد )  ب(.ھل ھذه المصفوفة منتظمة. اوجد مصفوفة الانتقال لھذه العملیة ) ا( ,, ppp
:الحل

}6,5,4,3,2,1{فضاء الحالات ھو 
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M

نحصل على الصف الثالث مثلا للمصفوفة كما یلي ) ا(
لذلك یبقى النظام )  3ھي الأولىمحاولة nالتي ظھرت خلالللأعدادأي النھایة العظمى ) (3(ي الحالة النظام فأننفرض 

)1(في المحاولة3أو2أو1الأرقامظھرت إذا3في الحالة  n فان
6

3
33 p فان النظام ینتقل الأخرىومن الناحیة

)1(في المحاولة 6أو5أو4الأرقامظھرت إذابالتوالي 6أو5أو4ة الحالإلى n 6فان
1

363534  ppp ثم
.وصفاً ماصا6ًالمصفوفة لیست منتظمة لان الحالة .بصورة متشابھة للصف الثالثالأخرىنحصل على الصفوف 

),,,,,() ب( 6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1)1( p الأولىالإلقاءبعد عملیة ھو التوزیع الاحتمالي.

),,,,,( 36
11

36
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36
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5
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36
1)1(2)0()2(  MpMpp

),,,,,( 216
91

216
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1)2(3)0()3(  MpMpp
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Classification of States of Markov chainsتصنیف حالات سلاسل ماركوف 
)20.3(تعریف

}{في سلسلة ماركوفiمن الحالة(Accessible)بأنھ یمكن الوصول إلیھا jیقال عن الحالة  nX 0إذا كان)( n
ijp

jiویكتب . 0nلبعض   وبخلاف ذلك یكتبji یمكن الوصول من الحالة ، أي لاiإلى الحالةj

)(0أي أن (  n
ijp 0لجمیع قیمn.( ویقال عن الحالتینji, بأنھما متبادلتان أو متصلتان)Communicate ( إذا

jiكان   وij  )ویكتب)أي أن إذا كان من الممكن الوصول إلى احدھما من الأخرىji  .
jiیكتب ( بأنھما غیر متبادلتین ,jiوبخلاف ذلك یقال عن الحالتین   ( 0كانإذا، أي)( n

ijp 0لكل قیمn

)(0أو  n
jip 0لكل قیمn.(
)21.3(مبرھنة 
حالات في سلاسل ماركوف تكون علاقة تكافؤمبادلة ال

بعبارة أخرى 
)1 (ii )2 ( إذا كانji  فانij )3 ( إذا كانji  وkj  فانki 

البرھان
ج مباشرة من التعریفنستن) 2(، ) 1(الخاصیتین 

)3 (
jiأنبما   0یوجدn 0بحیث ان)( n

ijp

kjوكذلك   0یوجدm 0بحیث ان)( m
jkp

0)()()(

0

)()( 




 m
jk

n
ij

m
rk

r

n
ir

mn
ik ppppp

 ki وبالمثل نبرھنik  وعلیھki 

)22.3(مثال 
}{لتكن nX 3,2,1{سلسلة ماركوف معرفة على فضاء الحالات{ومصفوفة الانتقال


















07.03.0

5.005.0

3.01.06.0

M

21,32,31نلاحظ أن  .

)23.3(تعریف
}{في سلسلة ماركوف,jiیقال عن الحالتین  nXكان إذاكانتا متبادلتین ، أي إذامن نفس صف التكافؤ بأنھاji .

.عدد من الصفوف المختلفةإلىیقسم فضاء الحالات لسلسلة ماركوف ) الاتصالات(مبدأ المبادلة أن
)24.3(تعریف 

}{فیقال عن سلسلة ماركو nXغیر قابلة للاختزالبأنھا(Irreducible)كانت جمیع الحالات من نفس صف إذا
.كانت جمیع الحالات متبادلة مع بعضھا البعضإذاالتكافؤ، أي 
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)25.3(مثال 
}{لتكن) 1( nX 2,1,0{سلسلة ماركوف معرفة على فضاء الحالات{وفة الانتقال ومصف
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.سلسلة ماركوف غیر قابلة للاختزالأنمن الواضح 
}{لتكن ) 2( nX 3,2,1,0{سلسلة ماركوف معرفة على فضاء الحالات{ومصفوفة الانتقال
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12,02لاحظ انھ . }3,{}2,{}1,0{صفوف التكافؤ لسلسلة ماركوف ھي أن ولكن العكس غیر صحیح
)26.3(تعریف 
),(},)2,1,,1(|{أنلنفرض  0

)( iXnrjXjXpjif rn
n   من الحالة الأولیمثل احتمال العبورiإلى

أن، حیث jالحالة 





1

)( ),(),(
n

n jifjif   وان





1

)( ),(),(
n

n jinfjiالأولل القیمة المتوقعة لوقت العبور لیمث.

}{في سلسلة ماركوف iیقال عن الحالة  nXحالة رجوع أوحالة عودة بأنھا(Recurrent)1كان إذا),( iif إذا، أي
:صنفین ھماإلىویمكن تصنیف حالة العودة .رتھاالتي سبق وغادiكان من المؤكد رجوع العملیة للحالة

),(كان إذا(Null Recurrent)العودة الصفریة ) 1( ii
),(كان إذا(Positive Recurrent)العودة موجبة ) 2( ii أي ان العدد المتوقع من المراحل اللازمة لعودة ،

.ھو عدد منتھيiالحالة
),(1كانإذا(Transient State)حالة زوال بأنھاiویقال عن الحالة  iif تعود كان ھناك احتمال موجب بان لاإذا، أي

.التي سبق وغادرتھاiالعملیة للحالة 
)27.3(مبرھنة 

}{في سلسلة ماركوفiالحالة nXتكون

حالة عودة إذا كان ) 1(


0

)(

k

k
iip)2  ( حالة زوال إذا كان



0

)(

k

k
iip

یترك للقارئ:البرھان
)28.3(مبرھنة 

}{حالتین متبادلتین في سلسلة ماركوف,jiلتكن  nX .كانتا إذاi حالة عودة فان الحالةjتكون حالة عودة.
:البرھان

jiأنبما  
 jiij 0,0أنبحیث ,mnیوجد عددان صحیحان موجبان , )()(  m

ji
n

ij pp

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

m k n m n k m k n m k n
jj ji ij ii jj ji ii ij

k k

p p p p p p p p
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حالة عودةiأنبما 


0

)(

k

k
iip0وعلیھ

0

)( 






k

nkm
jjpjحالة عودة.

)29.3(تعریف
}{في سلسلة ماركوفiیقال عن الحالة  nXماصة بأنھا)Absorbing (1كان إذاiip كان إذاأخرىبعبارة

.إلیھالنظام یبقى في ھذا الحالة متى وصل 
.في مصفوفة الانتقال لھ العنصر رقم واحد على القطر الرئیسي وصفراً عدا ذلكiكان الصف إذاأنأي 

)30.3(مثال
فوفة الانتقال لسلسلة ماركوففي مص

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0.5 0 0 0.5 0

P

 
 
 
 
 
 
  

.غیر ماصة5،4حالات ماصة ولكن الحالات 3،2،1تكون الحالات 

ملاحظة
فان 1iipكان إذا

)1(),(1أنأيالتي بدأت منھا برحلة واحدة یساوي واحد، iالحالة إلىمرة لأولاحتمال عودة العملیة ) 1( iif

),(1أنأيالتي بدأت منھا بعدد محدد من المراحل سیكون واحد، iالحالةإلىاحتمال عودة العملیة ) 2( iif

),(1أنأيھا ، كانت قد غادرتأنبعد iالحالة إلىمرة لأولیلزم مرحلة واحدة فقط للعملیة لتعود ) 3( ii.
.حالة عودة موجبةإلاماھي iوخلاصة ذلك ، فانھ یمكن القول بان الحالة الماصة

) 31.3(تعریف 
}{في سلسلة ماركوف iیقال عن حالة العودة  nXدوریة بأنھا(Periodic)2صحیح وجد عددإذاL بحیث ان

,,3,2تظھر فقط في المحاولات أنممكن iالحالة  LLL . كانت إذاأخرىبعبارةL الأعظمتمثل القاسم المشترك
)(0قق التي تح1kالصحیحة الأعدادلمجموعة  k

iip.1كانت فإذاLفان الحالةi غیر دوریة(non periodic)
}{في سلسلة ماركوف iیقال عن الحالة.Lدوریة بطول  iفان الحالة2Lكانت وإذا nXثبوتیة بأنھا(Ergodic)
.كانت غیر دوریة وذات عودة موجبة إذا

)32.3(تعریف 
}{یقال لمجموعة من الحالات في سلسلة ماركوف nXمغلقة بأنھا(Closed)كان من غیر الممكن للعملیة الوصول إذا

في سلسلة) الحالات(مجموعة جزئیة من فضاء Aكانت إذا: أخرىبعبارة .حالة خارج المجموعة من حالة داخلھاإلى
}{ماركوف  nXفانA 0كان إذاتكون مغلقة)( k

ijp 0لكل قیمkولجمیعAjAi  ,.
ملاحظات 

.فردھا مجموعة مغلقةالحالة الماصة تؤلف بم) 1(
.مغلقةأیضالم تحتوي على مجموعة جزئیة فعلیة منھا ، إذاغیر قابلة للاختزال بأنھایقال للمجموعة المغلقة ) 2(
}{سلسلة ماركوف) 3( nX علىكانت المجموعة المغلقة الوحیدة فیھا تلك التي تحتويإذاتكون غیر قابلة الاختزال

.ع الحالاتجمی
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)33.3(مثال
صنف حالات سلسلة ماركوف ذات مصفوفة الانتقال
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: الحل
)لغرض التوضیح(یرسم الشكل الانتقالي أولانقوم . }4,3,2,1{فضاء الحالات

1341بثلاث خطوات  
2342بثلاث خطوات  
3)21(34بثلاث خطوات  
34)21(4بثلاث خطوات  

.وكذلك السلسلة غیر قابلة للاختزال3Lحالات السلسلة دوریة دورھا 
)34.3(مثال

صف حالات سلسلة ماركوف ذات مصفوفة الانتقال
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21  ،31  ،32 

)35.3(مثال
صف حالات سلسلة ماركوف ذات مصفوفة الانتقال
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: الحل
. }7,6,5,4,3,2,1{فضاء الحالات ھو 

الحالة الثانیة  حالة زوال لان لاعودة إلیھا
الحالة السابعة ماصة.ولى ، الثالثة ، الرابعة ، الخامسة ، السادسة، السابعة ذات عودة موجبةالحالات الأ

وھذا یعني ان الحالتین غیر ،1Lیمكن الانتقال من الحالة الرابعة إلى الحالة السادسة وبالعكس بخطوة واحدة أي أن
.دوریة

535

353

131







2Lالات الأولى والثالثة والخامسة دوریة بطول دورة الح

Transition to some stateالانتقال إلى حالة معینة 
][لتكن ijpM مصفوفة الانتقال لسلسلة ماركوف}{ nXالمعرفة على فضاء الحالات . ولتكنA أیة حادثة

}|{)( 0 iXAPApi          ,}|{)( 0 iXAAi 

),(),(لو فرضنا أن   21 ww  الانتقال المتعاقب إلى الحالة ) أو أوقات( تمثل مراحلj إي أن
)(1 w تمثل وقت الزیارة الأولى إلى الحالةj

)(2 w تمثل وقت الزیارة الثانیة إلى الحالةj


)(wk تمثل وقت الزیارةk إلى الحالةj

وبذلك یمكن القول إن 
})(|1min{)(1 jwXnw n 

jXتحقق nیمكن الحصول على لاأي، jتكون في الحالة أنیمكن لاnXكانتفإذا n  )كان إذاأيjX n 

سنستخدم فإننا. nمن قیم أيعند jالحالة إلىتذھب أنسلسلة ماركوف لایمكن أنبمعنى ) nلكل قیم 
 )()()( 121 www

jXكان إذاأي(من المرات kفي السلسلة بعدد محدودjوقد تظھر n  لكل قیمkn 1 ،jX n  لقیمnالأخرى (
فان . مثلاkمراحل الانتقال ولیكنأوأوقاتعند عدد محدد من jالحالةإلىسلسلة ماركوف تذھب أنأخربمعنى 

)(,),(),( 21 www k  تمثل قیمnالمتتالیة التي تكون فیھا العملیة في الحالةj .فان
  )()()()( 121 wwww kkkk
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1توزیع )36.3(مبرھنة 
)لتكن , ) { }n if i j p n   ،, 1, 2,3,i S n   . 1إذا كانتnفان}{),( 11 jXppjif iij  ،

)1فان 2nأما عندما , ) ( , )n ik n
k j

f i j p f k j



:البرھان

فان1nإذا كانت 
}{),( 11 jXppjif iij 

فان 2nأما عندما  
1 2 1

1 2 1 1

1 1 2 1

( , ) { , , , , }

{ } { , , , | }

{ } { , , , } ( , )

n i n n

i i n n
k j

i k n n ik n
k j k j

f i j p X j X j X j X j

p X k p X j X j X j X k

p X k p X j X j X j p f k j






 
 

      

       

      



 






),,(,3,2,1وبذلك فان  njif n 1تمثل التوزیع الاحتمالي للمتغیر للسلسلة التي تبدأ من الحالةi.
ملاحظة 

لو فرضنا 





1

1 ),(}{),(
n

ni jifpjif ، أي أن),( jifل احتمال أن سلسلة ماركوف تمث}{ nX

في وقت ما jستكون في الحالة 

1 1
2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,n ij ik ij in n
n k j n k j

f i j f i j f i j p p f k j p p f k j i
 


   

         
),(ویمكن التعبیر عن jifبشكل أخر كالأتي:

),(},1لبعض قیم {  njXpjif ni

)),((كان إذاوباستخدام المصفوفات  jiff kk  یمثل المتجھ الصفي من العناصر),( jif k لكلi . وان
)),(( jiff  یمثل المتجھ الصفي من العناصر),( jif لكلi . 1)(وان ijpf  ھو عبارة عن العمود الذي

DffفانMفي مصفوفة الانتقال jیمثل الحالة  kk 1 . 2عندماkحیث ان ،TAD  وانA تمثل مصفوفة
.باصفارjبعد استبدال عناصر العمودMناتجة من المصفوفة

الآن نتطرق إلى عدد مرات الذھاب إلى حالة معینة
wQ)(لنفرض أن j تمثل عدد مرات ظھور الحالةj في سلسلة من المتغیرات),(),( 10 wXwX

ولنفرض كذلك بان









jX

jX
X

n

n
nj ,0

,1
)(

فان





0

)()(
n

njj XwQ

))((}{)(أن بما n
ijninji pjXpX فان






0

)())((
n

n
ijji pwQ
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))((نفرض  wQR jiij 







0

)(

n

n
ijij pR

][المصفوفة  ijRR  تسمى المصفوفة الأساسیة)Potential Matrix ( لسلسلة ماركوف}{ nX. وبسھولة یمكن إثبات
12 )(  MMMR nn   وكذلكnRMRRN  ،nnn RMMR  )()(

)37.3(مثال
}{لتكن nX2,1{سلسلة ماركوف ذات فضاء حالات{ ولتكن مصفوفة الانتقال ھي
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یكون على النحو الأتيمثلا س2jفان الانتقال إلى الحالة 
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أي أن 
,3,2,1,)

2
1

()2,1( 1
2
1   kf k

k

,3,2,1,)
2
1

()3,3( 1
4
1   kf k

k

باحتمال k) الزمن(الأولى فان احتمال العودة الأولى إلى الحالة الثانیة ستحدث عند المرحلة عند البدء من الحالة 
وان احتمال عدم العودة أبدا إلى الحالة الثانیة ھوkf)2,1(مقداره 
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باحتمال k) الزمن(ودة الأولى إلى الحالة الثانیة ستحدث عند المرحلة أما عند البدء من الحالة الثانیة فان احتمال الع
وان احتمال عدم العودة أبدا إلى الحالة الثانیة ھوkf)2,2(مقداره 
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)38.3(مثال
}{لتكن nX3,2,1{سلسلة ماركوف ذات فضاء حالات{ ولتكن مصفوفة الانتقال ھي
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:مثلا سیكون على النحو الأتي3jفان الانتقال إلى الحالة 
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بداً من الحالة الأولى ، أي أن jوبناء على ما ورد أعلاه فانھ یمكن القول بان العملیة لن تنتقل أبدا إلى الحالة الثالثة 







1

11 101)3,1(1}{
k

kfTP

باحتمال k) الزمن(عند البدء من الحالة الثانیة فان احتمال العودة الأولى إلى الحالة الثالثة ستحدث عند المرحلة 
وان احتمال عدم العودة أبدا إلى الحالة الثالثة ھوkf)3,2(مقداره 
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باحتمال k) الزمن(الحالة الثالثة فان احتمال العودة الأولى إلى الحالة الثالثة ستحدث عند المرحلة أما عند البدء من 
وان احتمال عدم العودة أبدا إلى الحالة الثالثة ھوkf)3,3(مقداره 
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Random walkالعشوائيالسیر.4
,,لتكن 21 YYمتتابعة من المتغیرات العشوائیة المستقلة ذات قیم صحیحة وتوزیع مشتركf0ولیكنY متغیر عشوائي

فإذا افترضنا. ,2,1nلكل nYأخر ذي قیم صحیحة أیضا ومستقل عن 





n

k
kn YX

0

}{المتتابعة nX تسمى السیر العشوائي)Random walk (وتتمثل بعملیة تصادفیھ ذات دالة انتقال
)( ijfPij 

یكون فیھا ) Simple Random walk(وكحالة خاصة، یمكن الإشارة إلى السیر العشوائي البسیط 
qfrfpf  )1(,)0(,)1(

,,0حیث  rqp 1وان rqp.
-:الأتيالسیر العشوائي البسیط وكما في التعریف إلىفي ھذا البند سوف نتطرق 

)1.4(تعریف 
}{یقال عن سلسلة ماركوف nXسیر عشوائي بأنھا)Random walk (كان إذا

















we

ijr

ijq

ijp

Pij

.0

1

1

,,0حیث  rqp1وان rqp

)السیر العشوائي عند وجود حواجز عاكسة()2.4(مثال
قطة  Oالأصلتمثل عدداً صحیحاً بین نقطة       xیقف رجل على نقطة من محور      Nوالن

pqالیسار طولھا الوحدة باحتمالإلىخطوة واحدة أوpتمالالیمین طولھا الوحدة باحإلى 1 .كان عند إذاإلا
قطة  إلى خطوة  Nكان عند النقطة   إذاأو1النقطة إلىخطوة   یأخذفانھ   Oالنقطة أنرض اف . 1Nالن
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nX    تدل على موضعھ بعدn  خطوة .
.5Nالعملیة عندما 

:الحل
}2,1,0,,{تعتبر ھذه العملیة سلسلة ماركوف بفضاء الحالات  N  حیثNi ,,2,1,0  تعني ان الرجل عند النقطةi.

كالأتيتكون Mفان مصفوفة الانتقال 5Nكانت إذا
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یناظر 
.1الحالة إلى0یتحرك من الحالة أنالرجل یجب أنحقیقة الأولالصف ) 1(
یتحرك أوpباحتمال 1iالحالة إلىiالرجل یتحرك من الحالة أنحقیقة والأخیرالأولاعدا الصف كل صف م) 2(

pqباحتمال 1iالحالة إلى 1
).4إلى5أي من ( 1Nالحالة إلىNمن الحالةیتحركأنالرجل یجب أنحقیقة الأخیرالصف ) 3(

)3.4(مثال
تسیر النقطة سیراً عشوائیاً . في عكس اتجاه عقرب الساعة4,3,2,1نقاط على محیط دائرة مرقمة بالتوالي أربعأننفرض 

pqخطوة باتجاه عقرب الساعة باحتمالأوpب الساعة باحتمالعلى محیط الدائرة بحیث خطوة عكس اتجاه عقر 1 .
.اوجد مصفوفة الانتقال لھذه السلسلة

الحل 
كالأتيوتكون مصفوفة الانتقال }4,3,2,1{فضاء الحالات ھو 
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00
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M

)ند وجود حواجز ماصةالسیر العشوائي ع()4.4(مثال
إلىمثلاً ویأخذ الرجل خطوة Nوالنقطة Oالأصلتمثل عدداً صحیحاً بین نقطة xیقف رجل على نقطة من محور

pqحدة باحتمالالیسار طولھا الوإلىخطوة واحدة أوpالیمین طولھا الوحدة باحتمال 1 وان الرجل یبقى عند
.4Nاوجد مصفوفة الانتقال لھذه العملیة عندما . أي منھاإلىمتى وصل N,0النھایتین 

الحل 
.ماصةأوضاعN,0ن الحالات وبھذه الحالة تكو}4,3,2,1,0{ماركوف بفضاء حالات ھو سلسلةتعتبر ھذه العملیة 

كالأتيفان مصفوفة الانتقال 4Nكانتإذا

3

4

2
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ملاحظة 
.حالة خاصة من السیر العشوائي) المقامرة(یمكن اعتبار مسالة المراھنة

)5.4(مثال
pqیخسره باحتمال أوpیغامر ھذا اللاعب بدینار كل مرة ویكسبھ باحتمال. من الدنانیرxلاعبا ما لدیھAلیكن  1 .

xyیكسبأوكل ما معھ Aتنتھي اللعبة عندما یخسر  أي عندما یصبح معھ  . من الدنانیرyمن الدنانیر.
. اوجد مصفوفة الانتقال لھذه العملیة) 1(
مرات) 7(من أكثرتستمر المباراة ) ب(الأكثرمرات على ) 5(یخسر نقوده  في نھایة ) ا(أنھو الاحتمال ما) 2(

: الحل
)1(

ویكون فضاء الحالات ھو y,0حالات ھذه اللعبة تطابق تماما السیر العشوائي عند وجود حواجز ماصة عند ال
},,2,1,0{ y     ،1,1, 1   iiii ppp1,1,,2,1 00  yyppyi 

یكسب ھذا اللاعب دینارا في كل مرة باحتمال. كان اللاعب لدیھ دینارانإذاوبصورة خاصة 
2
یتوقف اللاعب .  1

4,2,2فان . دنانیرأربعكسب إذاأوخسر الدینارین إذاعن اللعب 
1  xyxp یكون فضاء الحالات

ومصفوفة الانتقال ھي}6,5,4,3,2,1,0{

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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M

 
 
 
 
   
 
 
 
  

)0,0,0,0,1,0,0()0( p 2لان اللاعب معھ دیناران ، أي انx

),,0,,0,,() ا( 16
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8
35)0()5(  Mpp ھوالأكثرمرات على ) 5(احتمال ان یخسر نقوده في نھایة
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)  6.4(مثال 
. 0.25باحتمالیكسب دینارانأو0.75تمال في كل مباراة یخسر ھذا اللاعب دیناراً باح. لاعباً ما لدیھ ثلاث دنانیر

.الأقلكسب ثلاث دنانیر على إذاأوخسر كل ما لدیھ إذایتوقف ھذا اللاعب عن اللعب 
.مرات4الأقلتستمر المراھنة على أنما ھو احتمال ) ب(اوجد مصفوفة الانتقال لھذه العلمیة ) ا(

:حلال

6,3,3  yxyx

}6,5,4,3,2,1,0{فضاء الحالات ھو إذن

3 1
4 4

3 1
4 4

3 1
4 4

3 1
4 4

3 1
4 4

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

M

 
 
 
 
   
 
 
 
  

)0,0,0,1,0,0,0()0( p

)0,
4

1
,0,0,

4

3
,0,0()0()1(  Mpp

)
16

1
,0,

16

6
,0,0,

16

9
,0()1(2)0()2(  MpMpp

)
64

10
,0,0,

64

27
,0,0,

64

27
()2(3)0()3(  MpMpp

)
64

10
,

256

27
,0,0,

256

81
,0,

64

27
()3(4)0()4(  MpMpp

و مرات ھ4الأقلعلى ) المراھنة(تستمر المباراة أناحتمال 
64

27.

Some Special Stochastic Processesبعض العملیات التصادفیة الخاصة  . 5

Bernoulli Processesعملیات برنولي 
بان لھ توزیع ذي الحدین Xحیث یقال للمتغیر العشوائي Binomial Distribution)( توزیع ذي الحدینلنتذكر 

لھ بالصورة الآتیةfا كانت دالة الكثافة الاحتمالیةإذ

nxpp
x

n
xf xnx ,,2,1,0,)1()( 








 

,2,1,10حیث    np .ویرمز لھ بالرمز),(~ pnbX . وان
)1()(,)( pnpXVarnpXE 
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لھ توزیع برنولي إذا Xأي أن للمتغیر العشوائي . 1nتوزیع برنولي ھو حالة خاصة من توزیع ذي الحدین عندما 
لھ بالصورة الآتیةfكانت دالة الكثافة الاحتمالیة

1,0,)1()( 1   xppxf xx

10حیث    p .ویرمز لھ بالرمز)(~ pbrX .ان و
)1()(,)( ppXVarpXE 

ملاحظة
nXXXإذا كانت  ,,, 21 عینة عشوائیة حجمھnمن توزیع برنولي بالمعلمةp فان

1

~ ( , ), 0
n

n k
k

S X b n p n


 
)(,)()1,()()1(وعلیة  2 nppnpSEpnpSVarnpSE nnn 

)1.5(تعریف
}{فیة یقال عن العملیة التصاد nX بأنھا عملیة برنولي)Bernoulli Processes ( نجاحباحتمالp واحتمال فشل

pq  إذا كان1
,,المتغیرات العشوائیة ) 1( 21 XX2(مستقلة  (qXPpXP nn  }0{,}1{

10حیث pوباحتمال nتمثل حالة النجاح في المحاولة 1nXأي أن   p 0وانnX یمثل حالة الفشل في
pqباحتمال nالمحاولة   1.
)2.5(مثال 

.برھن على أن كل عملیة برنولي ھي سلسلة ماركوف ولكن العكس غیر صحیح
:الحل

یجب أن نبرھن
}|{},,,|{ 111001 1 nnnnnn xXxXPxXxXxXkXP   

)3.5(مبرھنة 
}{لتكن  nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnSمثل عدد حالات النجاح التي تحدث في أولتn محاولة من

~),(عدد صحیحا غیر سالب فان mولیكن. محاولات التجربة pnbSS nnm 

:البرھان 

1 2 1 2 1 2
1 1 1

( ) ( )
m n m n

m n n k k m n m m m m n m n
k k k

S S X X X X X X X X X X X X


     
  

                   

nmmmیمثل مجموع حالات النجاح التي تحدث في المحاولات المستقلة   ,,2,1 .
~)(بما أن  PbrX km فان),(~ PnbSS mnm تمد على عیوانھ لاmوإنما یعتمد على عدد الحالات المستقلة فقط.

)4.5(مثال
}{لتكن  nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnSتمثل عدد حالات النجاح التي تحدث في أولn محاولة

}4{)  1(حسب كل منا. من محاولات التجربة 5 SP)2 (}3{ 713  SSP

:الحل
)1(
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5~)5,(بما أن  PbS

)1()1(
4

5
)4(}4{ 44

5 PPPPfSP 









)2 (
136و 7mیما أن   nmn713~)6,(وعلیة PbSS 

3333
713 )1(20)1(

3

6
)3(}3{ ppppfSSP 










)5.5(مبرھنة
}{لتكن nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnSتمثل عدد حالات النجاح التي تحدث في أولn محاولة من

mnmعددا صحیحا غیر سالبا فان mمحاولات التجربة ولیكن  SS  مستقل عن المتغیرات العشوائیةmSSS ,,, 10 .
:البرھان

یجب أن نبرھن على أن
}{}{},,,|{ 10 xSPxSSPSSSxSSP nmnmmmnm   

mSSSبما أن المتغیرات العشوائیة  ,,, 10  ھي دوال للمتغیرات العشوائیةnXXX ,,, 21 
},,,|{},,,|{ 2110 mmnmmmnm XXXxSSPSSSxSSP   

nmmmmnmبما أن  XXXSS   21 وان المتغیرات العشوائیةnmmm XXX  ,,, 21  مستقلة عن
mXXXللمتغیرات العشوائیة  ,,, 21 فان}{}{},,,|{ 10 xSPxSSPSSSxSSP nmnmmmnm   

)6.5(نتیجة 
}{لتكن  nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnSالتي تحدث في أولتمثل عدد حالات النجاحn محاولة

rnnnإذا كانت . من محاولات التجربة  100 تمثل أعداد صحیحة فان المتغیرات العشوائیة

121
,,, 10 


rr nnnn SSSSSS  تكون مستقلة وان),(~ 11

pnnbSS kknn kk 


rkلكل  ,,2,1 

)7.5(مثال
}{لتكن  nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnSتمثل عدد حالات النجاح التي تحدث في أولn محاولة

}8,4,4{أوجد الاحتمال المشترك  . من محاولات التجربة 1375  SSSP

:الحل
713575أن المتغیرات العشوائیة بما  ,, SSSSS  مستقلة وان

),6(~),,2(~),,5(~ 713575 PbSSPbSSbbS 

5 7 13 5 7 5 13 7

5 7 5 13 7

4 0 2 4 2 8 5

{ 4, 4, 8} { 4, 0, 4}

{ 4} { 0} { 4}

5 2 6
(1 ) (1 ) (1 ) 75 (1 )

4 0 4

P S S S P S S S S S

P S P S S P S S

P P P P P P P P

        

     

     
          
     

)8.5(مثال
}{لتكن  nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnS التي تحدث في أولتمثل عدد حالات النجاحn محاولة

)(أوجد . من محاولات التجربة 65SSE
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:الحل
)( 5656 SSSS 

)( 565
2
565 SSSSSS 

22

565
2

55

565
2
5565

2
565

30)1(5525)1(5

)()())(()(

)()()())(()()(

PPPPPPPP

SSESESESVar

SSESESESSSESESSE







)9.5(مبرھنة 
}{لتكن  nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnSتمثل عدد حالات النجاح التي تحدث في أولn محاولة من

nmmmمتغیرا عشوائیا معتمدا على عدد من المتغیرات العشوائیة Yولیكن . محاولات التجربة SSS  ,,, 1  أي أن ،
),,,( 1 nmmm SSSgY   فان

)|(),,,|( 1 mnmmm SYESSSYE  
:البرھان

یترك للقارئ
)10.5(مثال
}{لتكن  nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnSتمثل عدد حالات النجاح التي تحدث في أولn محاولة

)|() 1(أوجد . من محاولات التجربة 28 SSE)2 ()( 82SSE

:الحل
)1 (

)( 2828 SSSS 
)|()|()|)(()|( 22822228228 SSSESSESSSSESSE 

222بما أن )|( SSSE  2وبما أنS 28مستقل عن المتغیر SS  فان
PSESSESSSE 6)()()|( 628228 

PSSESSSE 6)()|( 26228 

)2 (
))|(()( 28282 SSSEESSE 

)|()|( 28228 SSESSSE 

PSSSEبما أن 6)|( 228  فان

2

2
2
22

2
22282

142)2(2)21(2

)(6)()6())6(()(

PpPPpPP

SPESEPSSEPSSESSE





)11.5(مثال 
}{لتكن  nXرنولي باحتمال نجاحتمثل عملیة بp ولیكنnSتمثل عدد حالات النجاح التي تحدث في أولn

نحصل على أن) 9.5.10(محاولة من محاولات التجربة، من المبرھنة
}|{},,,|{ 111001 1 nnnnnn xXxXPxXxXxXkXP   

}{ومن ثم فان  nXسلسلة ماركوف وان الاحتمال الأوليتمثل
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1}0{ 0
)0(

0  Xpp  0وان}{ 0
)0(  iXppi 1لكلi.

ھو ijPوان احتمال الانتقال 

}{}|{

}|{}|{

11

11

ijXXPiXijXXP

iXjXXiPiXjXPP

nnnnn

nnnnnij









وعلیة 











 

wo

jq

ijp

iXjXPP nnij

.,0

1,

1,

}|{ 1

نتقالومصفوفة الا


























00

00

00

pq

pq

M

ونلاحظ أن 
ijnij

mnmmnn qp
j

n
ijXXPiXjXP 

 










1

}{}|{

iniijلكل   ,,1, وعلیة)(}|{ n
ijmnnij PiXjXPP   لكلiniij  ,,1,  .احتمال وھي عبارة

.من الخطواتnخلال nM)(الیة من الخطوات والتي منھا یمكن بناء المصفوفة الانتقnالانتقال خلال 

Winer Processesعملیات ونر 
) 12.5(تعریف

}{0یقال عن العملیة التصادفیة  ttX بأنھا ذات تزایدا مستقلا)Independent Increment (إذا كان
)1 (00 X

ntttولكل 1nلكل) 2(  100فان المتغیرات  العشوائیة
11201

,,,



nn tttttt XXXXXX  نكون

}{0ویقال للعملیة التصادفیة.مستقلة ttX بأنھا ذات تزایدا مستقلا ثابتا)Stationary Independent Increment (
hshtإذا كان المتغیر العشوائي  XX   لھ نفس توزیع المتغیر العشوائيst XX  لجمیع قیمts, 0ولكلh

. بالإضافة إلى شرط التزاید المستقل اعلاة
)13.5(مبرھنة

}{0إذا كانت العملیة التصادفیة  ttXفانذات تزایدا مستقلا

 
 







n

k

n

km
mXX

n

k
kXnXXX

kttkttnttt
21

21,,, )()(),,,(
1121

 

:البرھان
یترك للطالب
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) 14.5(تعریف
}{0یقال عن العملیة التصادفیة  ttX بأنھا عملیة ونر)Winer Process) ( أو تسمى بالحركة البراونیةBrownian

Motion (إذا كان
)1 (00 X)2 (0}{ ttX(0)3(ذات تزایدا مستقلا ثابتا( tXE 0لكلt

0tلھ التوزیع الطبیعي لكل tXالمتغیر العشوائي ) 4(

stXXVarبحیث أن 2بتة تزایدا مستقلا ، فأنة توجد كمیة ثاtXبما أن st  2)(  0لكل st وبما ،
00أن  X  فانtXVar t

2)( 

Poisson عملیات بواسون  Processes
إذا كانت دالة الكثافةتوزیع بواسون بالمعلمة بان لھXتوزیع بواسون،حیث یقال للمتغیر العشوائي لنتذكر 

لھ بالصورة الآتیةfالاحتمالیة

,2,1,0,
!

)( 


x
x

e
xf

x 

~)(ویرمز لھ بالرمز. 0حیث   pX . وان  )(,)( XVarXE

~)1(انإذا ك:مثلا pX 1، فان)()(  XVarXEوكذلك مثلا

184.0
!2

1
)2(}2{

12


e

fXP

1أو من جداول توزیع بواسون عندما 
184.0736.0920.0}1{}2{}2{  XPXPXP

)15.5(تعریف 
}{0یقال عن العملیة التصادفیة  ttX بأنھا عملیة بواسون)Poisson Processes ( بالمعلمةإذا كان

)1 (0}{ ttX 2(ذات تزاید مستقل ثابت  ())((~ stPXX st   لكلts 

~)(ومن التعریف مباشرة نستنج على أن tPX t  0لكلt.
)16.5(مبرھنة

}{0لتكن  ttX بالمعلمة بواسونتمثل عملیة  . فان
}{},|{ kXXtsXkXX thtstht  

: البرھان
یترك للقارى

)17.5(مثال
}{0لتكن  ttX 8بالمعلمة بواسونتمثل عملیة .سب كل من اح

)1 (}3{ 5.1  X)2 (}5,3{ 5.25.1  XX)3 (}3|5{ 5.15.2  XX

:الحل
)1 (
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)8(~,8),(~ tPXtPX tt 
)12(~5.1 PX

00177.0
!3

)12(
}3{

123

5.1 
e

X

)2 (
~))((یما أن  stPXX st   لكلts )8(~5.15.2 PXX 

5.15.25.1وكذلك  , XXX   مستقلان
}2{}3{}2,3{}5,3{ 5.15.25.15.15.25.15.25.1  XXXXXXXX

0000189.00107.000177.0
!2

8

!3

)12(
}5,3{

82123

5.25.1 
 ee

XX

)3 (

0107.0
00177.0

0000189.0

}3{

}5,3{
}3|5{

5.1

5.25.1
5.15.2 





X

XX
XX

Normal العملیات الطبیعیة   Processes
nXXXلتكن  ,, النوع المستمر ولیكنمتغیرات عشوائیة من 21

njiXXCovkXVarXE jiijiiii ,,2,1,),,(),(),( 2  

][نفرض ijkA  أي أن ،A مصفوفة مربعة من الدرجة محددة موجبة
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22
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1

21
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1

2

22

12

1

21

11

,

)18.5(تعریف
nXXXیقال للمتغیرات العشوائیة  ,, إذا ) Multivariate Normal(لمتعددة بان لھا التوزیع الطبیعي ا21

كانت دالة الكثافة الاحتمالیة المشتركة لھا بالصیغة


 


n

ji
jj

ij
ii xkx

nn e
A

xxxf 1,

)()(
2

1

21
)2(

1
),,,(






.Aیمثل محدد المصفوفة Aحیث
)19.5(تعریف

TttXیقال عن العملیة التصادفیة  }{ طبیعیة بأنھا عملیة)Normal Processes ( إذا كان لكل عدد صحیح موجبn

Ttttولكل n ,,, 21  فان المتغیرات العشوائیة
nttt XXX ,,

21
.بان لھا التوزیع الطبیعي المتعددة

)20.5(مثال
TttXبرھن على أن عملیة ونر  التصادفیة  }{عملیة طبیعیةتمثل.
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Stationaryالعملیات المستقرة .6 Processes
)1.6(تعریف 

TttXیقال عن العملیة التصادفیة  }{ بأنھا من الرتبة الثانیة إذا كان)( 2
tXEلكلTt

)2.6(تعریف 
TttXلتكن العملیة التصادفیة  }{ من الرتبة الثانیة

وتعرف Xلتلك العملیة التصادفیة  یرمز لھا بالرمز ) The mean value function(دالة القیمة المتوسطة ) 1(
)()(:  بالصیغة الآتیة  tX XEt لكلTt حیث ،Eثل التوقع لمتغیر عشوائيتم  .

بالصیغةوتعرف XKلتلك العملیة التصادفیة  یرمز لھا  بالرمز ) The Covariance function(دالة التغایر ) 2(
),(),()()()(: الآتیة  tststsX XEXEXXEXXCovtsK لكلTts , حیث ،Covمتغیرین تمثل التغایر بین

),(),(ومن التعریف مباشرة نستنتج  . عشوائیین stKtsK XX 

)3.6(مثال 
}{0لتكن العملیة التصادفیة  ttX معرفة بالصیغةtYXX t  حیثYX متغیران عشوائیان فان ,

)()()()()( YtEXEtYXEXEt tX 
)(),()()(),(),(),( YstVarYXCovtsXVartYXsYXCovXXCovtsK tsX 

)4.6(مثال 
}{0لتكن  ttXتمثل عملیة  بواسون بالمعلمة .

.أوجد كل من دالة القیمة المتوسطة ودالة التغایر لتلك العملیة) 1(
}{0أوجد كل من دالة القیمة المتوسطة ودالة التغایر للعملیة التصادفیة ) 2( ttY اذا علمت   انthtt XXY   لكل

0t حیث ،hعدد ثابت موجب.
: الحل

)1(
tXVartXEt ttX   )(,)()(

tsعندما  
)(),(),()(),(),(),( sstsssstssststsX XVarXXXCovXXCovXXXCovXXXXCovXXCovtsK 

stsبما أن XXX ,  مستقلان 0),( sts XXXCov  وعلیةsXVartsK sX  )(),(

),(}min,{وبصورة  عامة نحصل على  tstsKX .
)2 (

hXXEYEt thttY    )()()(

~)(لان  hPXX tht  . قد نفترض انts  .نمیز بعد ذلك الحاتین
hstاذا كان ) ا(  فانts XX متغیرات عشوائیان مستقلان وعلیة  ,

0),(),(  tsX XXCovtsK

hstاذا كان ) ب(  فان
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),(),(
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),(),(),(

thtstthtths

thtstths

shtshstsY

XXXXCovXXXXCov

XXXXXXCov

XXXXCovYYCovtsK











),(0بما أن    thtst XXXXCov

))(()()(

),(),(

),(

),(),(

sththsXXVar

XXXXCovXXXXCov

XXXXXXCov

XXXXCovtsK

ths

thsthshshtths

thshshtths

shtshsY
















وعلیة









hst

hststh
tsKY ,0

)),((
),(



)5.6(مثال 
}{0لتكن  ttX2تمثل عملیة  ونر ذات معلمة .أوجد كل من دالة القیمة المتوسطة ودالة التغایر.
: الحل

tXVarXEt ttX
2)(,0)()(  

),(}min,{باستخدام نفس الأسلوب في المثال اعلاة نحصل   2 tstsKX .
ملاحظة

),(){في المثالین اعلاة نستنتج أن    },min{ tsX XVartsK .
)6.6(تعریف 

TttTttلتكن كل من  YX  Cross- Covariance(التقاطع -دالة التغایر. عملیة تصادفیھ من الرتبة الثانیة}{,}{
function ( لتلك العملیتین التصادفیتین یرمز لھم  بالرمزYXK :وتعرف بالصیغة الآتیة ,

)()()(),(),(, tststsYX YEXEYXEYXCovtsK 

Ttsلكل ,  .
)7.6(مبرھنة

TttTttلتكن كل من  YX  .عملیة تصادفیھ من الرتبة الثانیة}{,}{
)1  (),(),( ,, stKtsK XYYX لكلTts ,.
)2  (),(),(),(),(),( ,, tsKtsKtsKtsKtsK YXYYXXYX لكلTts ,.

:البرھان
)1   (

),(),(),(),( ,, stKXYCovYXCovtsK XYsttsYX 

)2(
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),(),(),(),(

),(),(),(),(

),(),(

,, tsKtsKtsKtsK

YYCovXYCovYXCovXXCov

YXYXCovtsK

YXYYXX

tstststs

ttssYX






)8.6(تعریف
}{لتكن  nX متتابعة من المتغیرات العشوائیة بحیث)( 2

nXE لكل قیمn ولیكن ،X متغیر عشوائي بحیث
)( 2XE . یقال عن المتتابعة}{ nX بأنھا متقاربة في الوسط ألتربیعي)Converges in Quadratic Mean ( إلى
X  0إذا كان}(lim

2 


XXE n
n

XXویكتب  mq
n  .

ملاحظة
}{لتكن  nXلمتغیرات العشوائیة بحیث متتابعة من ا)( 2

nXE لكل قیمn0، فان}(
2  mn XXE عندما

mn, إذا وفقط إذا وجد متغیر عشوائيX ،)( 2XE بحیث أنXX mq
n  ..

)9.6(مبرھنة
TttXلتكن العملیة التصادفیة  }{ مستمرة المعلمة  ذات عزوم ثانیة محدودة  وان

),(الدالة ) 2(Ttمستمرة في tX)(الدالة ) 1( tsk X مستمرة بشكل مشترك فيTts ,

TtXXفان تلك العملیة تكون مستمرة بمتوسط المربعات ، بمعنى أن یتحقق ts
ts




0))((lim 2

:البرھان 
22بما أن   ))(())(()( tststs XXXXXXVar 

),(),(2),())()((

)(),(2)())()((

)())(())((

2

2

22

ttktsksskts

XVarXXCovXVarXX

XXVarXXXX

XXXXX

ttssts

tststs








000)),(),(2),((lim)))()(((lim))((lim 22 


ttktskssktsXX XXX

ts
XX

ts
ts

ts


)10.6(مبرھنة 
}{0لتكن العملیة التصادفیة  ttX المعلمة ذات عزوم ثانیة محدودة وان كل من مستمرةXX K,فان .  دالة مستمرة

)1 ( 
b

a

b

a Xt dttdtXE )()(  لكلba .

)2 (  
b

a

b

a ts

b

a t dsdtXXEdtXE )()(
2

baلكل  .

)3 (    
b

a

b

a

t

a X

b

a

b

a Xt dsdttsKdsdttsKdtXVar baلكل )(),(2),( .

)4  (dtdsXXEdtXdsXE
d

c

b

a

d

c tst

b

a s     dcbaلأي أعداد حقیقة غیر سالبة )))((()( ,,,.

)5  (dtdsXXKdtXdsXCov
d

c

b

a

d

c tsXt

b

a s     dcbaلأي أعداد حقیقة غیر سالبة ),(),( ,,,.

: رھانبال
)1(

baلتكن  
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b

a

b

a X

b

a tt dttdtXEdtXE )()()( 

)2(
baلتكن  

   
b

a

b

a ts

b

a

b

a ts

b

a t dsdtXXEdsdtXXEdtXE )()()(
2

baلتكن )   3( 

  

  




b

a

b

a X

b

a

b

a XXts

b

a

b

a XX

b

a

b

a ts

b

a t

b

a t

b

a t

dsdttsKdsdttsXXE

dsdttsdsdtXXEdtXEdtXEdtXVar

),())()()((

)()()())(()()( 2
2





),(),(بما أن  stKtsK XX  فان  
b

a

b

a

t

a Xt dsdttsKdtXVar وعلیة )(2),(

    
b

a

b

a

t

a X

b

a

b

a Xt dsdttsKdsdttsKdtXVar ),(2),()(

)4(
ة من خواص التكامل الاعتیاديمباشر

)5(
dcbaلتكن  أعداد حقیقة غیر سالبة . ,,,

  

  









b

a

d

c X

b

a

d

c XXts

b

a

d

c XX

b

a

d

c ts

d

c t

b

a s

d

c t

b

a s

d

c t

b

a s

dsdttsKdsdttsXXE

dsdttsdsdtXXE

dtXEdsXEdtXEdsXEdtXdsXCov

),())()()((

)()()(

)()()()(),(





)11.6(مثال
}{0لتكن  ttX تمثل عملیة ونر التصادفیة ولیكن

t

ut duXZ
0

:الحل
)1 (

 
tt

Xt duduuZE
00

00)()( 

)2(

   
t trt r

Xt tdrrsdsdrdsdrrsKZVar
0 0

32

00 0 3

1
2),(2)( 

)12.6(مثال
}{0لتكن  ttX تمثل عملیة بواسون التصادفیة ولیكن

t

ut duXZ
0

:الحل
)1 (



354ر
Stochastic Processes I)  1(العملیات التصادفیة 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: ينظر

43

 
tt

Xt tududuuZE
0

2

0 2

1
)()( 

)2(

   
t trt r

Xt tdrrsdsdrdsdrrsKZVar
0 0

3
2

22

0

2

0 0 3
2),(2)(



)13.6(تعریف
TttXالتصادفیة یقال عن العملیة }{ مستقرة حدیا بأنھا)Strictly Stationary (ت المتغیرات العشوائیة إذا كان

kttt XXX ,,
21

hththtوالمتغیرات العشوائیة  k
XXX  ,,

21
لھما نفس التوزیع المشترك لكل عدد صحیح موجب 

kولكلTttt k ,,, 21  ولكلThبعبارة أخرى ،
),,,;,,,(),,,;,,,( 21212121 hththtxxxFtttxxxF kkkk  

یتغیر في زمن لاحق، أي أن من ھذا التعریف نلاحظ أن الاستقراریة تعني بان التوزیع الاحتمالي في زمن معین لا
.العملیة التصادفیة تكون في حالة ثبات

TttXلتكن  العملیة التصادفیة : الآن }{ ومن الرتبة الثانیة مستقرة حدیا
نحصل علىThبما أن التوزیعات ذات البعد الواحد ثابتة خلال تغیر الزمن لكل 

)()()()( htXEXEt XhttX   
وبنفس الطریقة . ثابتةXولذلك دالة القیمة المتوسطة 

)()()( 0
2

htt XVarXVarXVar 
)()(وكذلك Thلكل  0 htst XXEXXE 

stفقط خلال الفرق ,tsلذلك الارتباط ودالة التغایر یعتمدان على نقاط الوقت   . في العدید من التطبیقات العملیة
),(المتوسطة واعتماد دالة التغایر نجعل الاستعمال الوحید من الاستقراریة ثبات دالة القیمة tsKخلال الفرقst  .

لیس محتمل دائما في الحالات العملیة لحساب كل التوزیعات منتھیة البعد لكي تحقق الاستقراریة " إضافة إلى" 
)14.6(تعریف 

TttXیقال عن العملیة التصادفیة  }{أنھا عملیة الإحساسِ العریضِ المستقر ب)wide sense stationary process ( إذا
كانت 

من الرتبة الثانیة) 1(
tثابتة، أي لا تعتمد على Xدالة القیمة المتوسطة ) 2(

),(دالة التغایر ) 3( tsKمطلق تعتمد فقط على الفرق الst  أي وجود دالة ،)(vRبحیث أن)(),( tsRtsK 

Ttsلكل  , .  بعبارة أدق)(),( hRhttK 

)15.6(مثال 
RttXناقش استقراریة العملیة التصادفیة  }{  المعرفة بالصیغةtYtXX t  sincos  لكلRt حیث

YXكمیة ثابتة حقیقیة ،  )0,(متغیران عشوائیان مستقلان لھما التوزیع الطبیعي , 2N .
:الحل

YXبما أن )0,(بیعي متغیران عشوائیان لھما التوزیع الط, 2N
2)()(,0)()(  YVarXVarYEXE
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0sin)(cos)()sincos()()(  tYEtXEtYtXEXEt tX 

)(cos)sinsincos(cossinsin0coscos

sinsin)(),()sinsincos(coscoscos)(

)sincos,sincos(),(),(

2222 sttstststs

tsYVarYXCovtststsXVar

tYtXsYsXCovXXCovtsK tsX











العملیة التصادفیة مستقرة
)16.6(مثال 

}{0ناقش استقراریة العملیة التصادفیة  ttX  2(المعرفة بالصیغةcos( XtaX t   0لكلt حیث ،
0a ، ثوابتX متغیر عشوائي  لھ التوزیع المنتظم في الفترة),(  .

:الحل
),(~ uX




 xxf ,
2

1
)(

 






2

0

2

0
0)2cos(

2

1
)()2cos())2cos(()()( dxxtadxxfxtaXtaEXEt tX

 







2

0

22

0

2

)(2cos
2

)2cos()2cos(
2

)(

)()()()(),(),(

st
a

dxxtxt
a

dxxfXX

XXEXEXEXXEXXCovtsK

ts

tstststsX

العملیة التصادفیة مستقرة
)17.6(مثال 

}{0ناقش استقراریة العملیة التصادفیة  ttX المعرفة بالصیغة)cos( XtaX t  0لكلt حیثa كمیة ثابتة
)2,0(المنتظم في الفترة متغیر عشوائي  لھ التوزیع Xحقیقیة ،  .

:الحل
1أنبما 

( ) , 0 2 ~ (0, 2 )
2

f x x X u 


   

 





2

0

2

0
0)cos(

2

1
)()cos())cos(()()( dxXtadxxfXtaXtaEXEt tX

 





2

0

22

0

2

)cos(
2

)cos()cos(
2

)(

)()()()(),(),(

st
a

dxXtXs
a

dxxfXX

XXEXEXEXXEXXCovtsK

ts

tstststsX

العملیة التصادفیة مستقرة
)18.6(مثال 

RttXناقش استقراریة العملیة التصادفیة  }{ المعرفة بالصیغةXbtaX t  لكلRt حیثba, ، ثوابت
X 2متغیر عشوائي توقعھ صفر وتباینھ .

:الحل

2)(,0)(  XVarXE
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btabtaXEbtaXbtaEXEt tX  0)()()()(

X تعتمد علىtأي أن  ،Xدالة لیست ثابتة، وعلیة أن العملیة التصادفیة غیر مستقرة.

تمارین 
}{0العملیة التصادفیة  ttX معرفة بدلالة المتغیرات العشوائیین 5-1في التمارینYX ما التوزیع المستقلین ولھ,

)0,(الطبیعي  2N .اوجد متوسط المتغیرات العشوائیة التالیة
}max:10{) ا(  tX t)ج  (

1

0
dtX t

}max:10{)  ب(  tX t)د  (
1

0

2dtX t

)1  (YXtX t )2 (YXttX t  2)3 (tX
t eX )4 (tXX t cos

)5 (













2

1
,

2

1
0,

tY

tX
X t

،   بین أي من العبارات الآتیة صحیحة أم لا مع البرھان10-6في التمارین 
BAفان nمن الدرجة تصادفیھمصفوفة ,BAإذا كانت كل من ) 6( تكون كذلك.
.تكون قابلة للانعكاسAفان تصادفیھمصفوفة Aإذا كانت ) 7(
.تصادفیھیكون مصفوفة تصادفیھمعكوس كل مصفوفة ) 8(
مصفوفتین تصادفیتین تكون مصفوفة تصادفیھمجموع)  9(
.توجد مصفوفة تصادفیھ متناظرة ) 10(
}{لتكن ) 11( nXتمثل عملیة برنولي باحتمال نجاحp ولیكنnSتمثل عدد حالات النجاح التي  تحدث في أولn

)|() 1(اوجد  . محاولة من محاولات التجربة 56 SSE)2 ()( 63SSE

}{0لتكن ) 12( ttX 10بالمعلمة بواسونتمثل عملیة . احسب كل من
}15{) ا( 6  X)30,15{) ب{ 206  XX)30|15{) ج{ 620  XX

ناقش الاستقراریة لكل من العملیات  التصادفیة التالیة22-13التمارین في 
عملیة بواسون التصادفیة) 15(، عملیة ونر التصادفیة) 14(، عملیة برنولي التصادفیة) 13(
العملیة  التصادفیة الطبیعیة) 16(
YtXXالعملیة  التصادفیة المعرفة بالصیغة  ) 17( t  لكلRt  حیثYX متغیران عشوائیان  مستقلان لھما ,

. )1,0(التوزیع المنتظم في الفترة 
22العملیة  التصادفیة المعرفة بالصیغة  ) 18( ZtYtXX t  لكلRt حیثZYX متغیرات عشوائیة  مستقلة,,

.توقعھما واحد وتباینھما واحد
tYtXXالعملیة  التصادفیة المعرفة بالصیغة  ) 19( t  sincos  لكلRt حیثYX تغیران عشوائیان غیرم,

.2مرتبطان   توقعھما صفر وتباینھما
)cos(العملیة  التصادفیة المعرفة بالصیغة  ) 20( XtX t   لكلRt حیث ، ثابتة موجبةX متغیر عشوائي  لھ

)2,0(التوزیع المنتظم في الفترة  .
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tYالمعرفة بالصیغة  العملیة  التصادفیة) 21(
t XX )1( لكلRt0حیث}{ ttY بواسون بالمعلمةتمثل عملیة ،

X2متغیر عشوائي  توقعھما صفر وتباینھما 0تصادفیة الوستقل عن العملیة}{ ttY .

thttالعملیة  التصادفیة المعرفة بالصیغة  ) 22( YYt
h

X  
2

cos لكلRtحیثh،0عدد ثابت موجب}{ ttY

. تمثل عملیة بواسون بالمعلمة
یغیر قمیصھ كل یوم بحیث یختار عشوائیاً احد القمصان الثلاث التي لم یلبسھا في . قمصان) 4(ل ما لدیھ رج) 23(

.جد مصفوفة الانتقال لھذه العملیة. الیوم السابق 
تعود رجل أن یدخن وفقاً لما یلي) 24(

. 0.2ع التالي ھو إذا دخن سجائر ذات فلتر في احد الأسابیع فان احتمال أن یدخن سجائر بدون فلتر في الأسبو
0.7وأیضا إذا دخن سجائر بدون فلتر في احد الأسابیع فان احتمال أن یدخن سجائر بدون فلتر في الأسبوع التالي ھو 

.ما ھي احتمالات تدخینھ لسجائر بدون فلتر على المدى الطویل
ة في كل یضع باحث في علم النفس الفروض التالیة على سلوك الفئران عند تعرضھا لجدول خاص في التغذی) 25(

من الفئران التي اتجھت إلى الیمین في المحاولة السابقة إلى الیمین أیضا في ھذه المحاولة بینما 80%محاولة یذھب 
50%من الفئران التي اتجھت إلى الیسار في المحاولة السابقة إلى الیمین في ھذه المحاولة فإذا علم أن 60%یذھب 

محاولة الأولى فماذا یتوقع ھذا الباحث في المحاولةمن الفئران قد اتجھت إلى الیمین في ال
.الإلف) ج(الثالثة     ) ب(الثانیة      ) أ(
وإذارسیدس كانت سیارتھ سوبر فانھ یبیعھا ویشتري مإذا. یتخلص رجل كل عام من سیارتھ ویشتري سیارة جدیدة) 26(

أوسوبر أوانت اوبل فانھ یبیعھا ویشتري باحتمال متساوي اوبل كإذارسیدس فانھ یبیعھا ویشتري اوبل ولكن كانت م
.اوجد احتمال ان یكون لدیھ. وكانت اوبل1995سیارة عام أولاشتري . رسیدسم

سیارة اوبل على المدى الطویل) ج(سیارة مارسیدس    1998عام ) ب(سیارة اوبل      1997عام ) أ(
في كل خطوة نختار . یحتوي على أربع كرات حمراء Bیحتوي على كرتان بیضاء والصندوق Aصندوق ) 27(

nبعدAیمثل عدد الكرات الحمراء في الصندوق nXنفرض أن . كرة من كل صندوق ثم تعاد إلى الصندوق الأخر
أوجد مصفوفة الانتقال .خطوة
بعد ثلاث خطواتAھو احتمال وجود كرتین حمراء في الصندوق ما) ا(
Aھو احتمال أن توجد كرتین حمراء في الصندوق على المدى الطویل ما) ب(


