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محاضرات الدكتور نوري فرحان المیاحي
في 

Partial Differential Equationsالمعادلات التفاضلیة الجزئیة  

Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة . 1
الصیغ القیاسیة للمعادلات التفاضلیة الجزئیة ، حل المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ،دوال متعددة المتغیرات، 

من الحل التام ، تكوین المعادلة التفاضلیة الجزئیة التفاضلیة الجزئیةلة المعادلمعادلات التفاضلیة الجزئیة ، تكوین ا
.من الحل العام 

First Orderالأولىالمعادلات الجزئیة من الرتبة .2 Partial Differential Equations
ن الرتبة الأولى، معادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة ، معادلة السطح الصیغة العامة للمعادلة التفاضلیة الجزئیة م

)التكاملي ، المعادلات الجزئیة اللاخطیة ، معادلات تفاضلیة جزئیة خطیة من الصیغة  , ) 0f p q  معادلات تفاضلیة ،
)جزئیة خطیة من الصیغة  , , ) 0f z p q 1زئیة خطیة من الصیغة ، معادلات تفاضلیة ج 2( , ) ( , )f x p f y q معادلة ،

.كلیرو التفاضلیة الجزئیة الموسعة، بعض التحویلات
Linear Partial Differential Equationsالمعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة . 3

لمتجانسة والمعاملات الثابتة، المؤثر التفاضلي الجزئي، المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات الحدود ا
المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات الحدود غیر المتجانسة والمعاملات الثابتة، معادلة كوشي التفاضلیة الجزئیة 

.الخطیة ، المعادلات التفاضلیة الخطیة من الرتبة الثانیة ذات المعاملات المتغیرة، طریقة فصل المتغیرات
Fourier Seriesت فوریر متسلسلات وتكاملا. 4

متسلسلة فوریر ، متسلسلات فوریر لنقطة المدى، حل المعادلات الجزئیة الدوال الزوجیة والدوال الفردیة، 
باستخدام متسلسلات فوریر ، تكاملات فوریر 

Applications toتطبیقات على المعادلات التفاضلیة الجزئیة .5 Partial Differential Equations
معادلة التوصیل الحراري ، معادلة الموجة، معادلة لابلاس 

Integral Transformsالتحویلات التكاملیة . 6
الصیغة العامة للمعادلات التكاملیة، تحویلات لابلاس ، تطبیقات على تحویلات لابلاس ، تحویلات فوریر ، 

تحویلات فوریر لنصف المدى، تطبیقات على تحویلات فوریر  
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Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة   . 1
Multivariate Functionsغیرات دوال متعددة المت1.1

)1المتتابعة المنتھیة. عدداً صحیحاً موجباnًلیكن , , )nx xالمكونة منnمن الأعداد الحقیقیة تسمىnمن المركبات
)n-tuples( .ایقال للمجموعة التي عناصرھn من المركبات بالفضاء النوني الاقلیدي)Euclidean n- Space( ویرمز

}1وعلیھnلھ  بالرمز ( , , ) : , 1, 2, , }n
n ix x x x i n       . وأحیانا یسمى كل عنصر فيn نقطة في

1لتكن .nالفضاء  1( , , ), ( , , )n nx x x y y y   نقاط فيn
)1 (0x 0تعني أنix 1لكل, 2, ,i n .
)2 (yx  تعني أنii yx  1,2لكل, ,i n .
),[الفترة ) 3( yx 1تعرف بالشكل( , ] { ( , , ) : , 1, 2, , }n i i ix y z z z x z y i n      وبالمثل تعرف

.الأنواع الأخرى من الفترات
كالآتيnتعرف الجمع والضرب القیاسي على ) 4(

1 1 1( , , ), ( , , ) ,n n nx y x y x y x x x          

ویعرف بالشكل ,yxیرمز لھ بالرمز ,xyالضرب الداخلي للمتجھین ) 5(
1

,
n

i i
i

x y x y



وبسھولة یمكن إثبات 

,0)أ( xx لكلnx .)0)ب, xx 0إذا وفقط إذا كانx.
xyyx) ج( ,,  لكل, nx y .
zyzxzyx)د( ,,,   لكل, , , , nx y z    

zxyxzyxنستنتج أن) د(و) ج(ومن  ,,,   لكل, , , , nx y z    
,0إذا كان ) yxیكتب (yعمودي على xویقال أن  yx

}بالشكل Aتعرف . nمجموعة جزئیة غیر خالیة في Aإذا كانت  : }nA x x y y A     
-:ویعرف كالأتيxیرمز لھ بالرمزnorm (xمعیار (طول ) 6(





n

i
ixxxx

1

2,

.(Unit Vector)متجھ وحدة xفیقال أن 1xإذا كان 
تعرف كالأتي,xyالمسافة الاقلیدیة بین النقطتین ) 7(





n

i
ii yxyxyxyxyxd

1

2)(,),(

یمكن إثبات أیضا
nxلكل 0x)أ( .)0) بx 0إذا وفقط كانx.
xx) ج(   لكلnx  ولكل.)د (yxyx لكل, nx y 

yxyxشوارز ھي  –متراجحة كوشي  , لكل, nx y .
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)1.1.1(تعریف
0لیكن 

nx  .إذا كانr0عدداً حقیقیاً موجباً فان المجموعة{ : }nx x x r   تسمى كرة مفتوحة(Open ball)
بالرمز rونصف قطرھا 0xیرمز للكرة المفتوحة التي مركزھا النقطة .نصف قطر الكرةrبمركز الكرة، 0xویسمى 

)( 0xBr0وعلیھ 0( ) { : }n
rB x x x x r   

)(یرمز لھا بالرمز rونصف قطرھا 0xلتي مركزھا النقطة ا(Closed ball)والكرة المغلقة  0xBrوتعرف كالآتي

0 0( ) { : }n
rB x x x x r   

وبصورة خاصة المجموعة    1 0 : 1nB x x   تسمى كرة مفتوحة أحادیة)Open unit ( وتسمى المجموعة
   1 0 : 1nB x x   كرة مغلقة أحادیة)closed unit .(                                   وبسھولة یمكن إثبات

)1(   0100 rBxxBr )2(   0100 BrxxBr 

)2.1.1(تعریف
f:الدالة. nمجموعة جزئیة منDلتكن D   تسمى دالة بـnالدالة لكلمن تعریف. من المتغیرات

1 2( , , , )nx x x x D یوجد عنصر وحیدy  بحیث أنyxxxf n ),,,( 21   .یطلق علىDمنطلق الدالةf

، أي أن Dبأنھ مجموعة كل الأعداد الحقیقیة التي عناصرھا جمیع صور عناصر المجموعةfRویعرف مداھا
}),,,(:),,,({)},,,(,),,,(:{ 21212121 DxxxxxxfxxxfyDxxxRyR nnnnf  

),,,(عند النقطةfالدالةقیمة ھي yوتقول أن  21 nxxx  وعندئذ یقال للمتغیرات),,,( 21 nxxx  بأنھا متغیرات
).Dependent Variable(بأنھ متغیر معتمد yویقال للمتغیرfللدالة ) Independent Variables(مستقلة 

2D، أي أن 2nوبصورة خاصة أذا كانت    . سوف تكتب الدالة),( yxfZ  حیثDyx ),( ،Z  ،
),( yx متغیرات مستقلة للدالةf والمتغیرZ متغیر معتمد.

دالة بمتغیرین، فسوف نسمح بأنھ یتكون من كل الأزواج المرتبة من عندما لا یذكر المنطلق صراحة في تعریف
),(الأعداد الحقیقیة  yx التي تجعل),( yxf ًعدداً حقیقیاً وحیدا.

)3.1.1(تعریف
),(لتكن  yxfZ بیان . ن مستقلیندالة بمتغیری)Graph ( الدالةf ھو مجموعة كل النقاط),,( zyx في الفضاء

3R التي تحقق),( yxfZ  ویكون ھذا البیان عبارة عن سطح لجسم ما ،.
ملاحظــة

أو xyین ، ولكن إیجاد مقاطع السطح مع بعض المستویات كالمستوي قد یكون من الصعب رسم بیان دالة بمتغیر
0zأو المستوي 0yأو المستوي 0xالمستوي  ...قد یساعدنا كثیراً في رسم السطح الذي تمثلھ الدالة المعطاة . الخ.
)4.1.1(تعریف

) الدالة غیر معرفة(مع احتمال عدم تعریفھا aBr)(مفتوح صمن المتغیرات معرفة على قرnفي fلتكن الدالة 
Lxfیكتب ( aعند النقطةfایة الدالةغLیقال بأن العدد الحقیقي . aعند النقطة 

ax



)(lim (0أذا كان لكل

aBx)(بحیث لكل 0یوجد  r ،ax  و ||||0 ax فأن |)(| Lxf.
.المبرھنات الأساسیة لموضوع الغایات لدوال بمتغیر مستقل واحد تصح أیضاً للدوال متعددة المتغیرات 

:یدة في الغایات مبرھنة التعویض الآتیة فمن المبرھنات الم
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)5.1.1(مبرھنة
limأذا كان  ( )

x a
f x L


ة وكانت موجودg دالة بمتغیر واحد ومستمرة عندL فأنlim ( ( )) ( )

x a
g f x g L


 .

)6.1.1(تعریف
f:یقال عن الدالة  D   بأنھا مستمرة)Continuous ( عند النقطةa أذا كانتlim ( ) ( )

x a
f x f a




:تتطلب ثلاثة أشیاء ھي aعند النقطة fوعلیھ فأن استمراریة الدالة 
)1 (( )f a2. (موجود (lim ( )

x a
f x L


3.  (موجود (( )L f a.

.مستمرة أذا كانت مستمرة عند كل نقطة في منطلقھا fن الدالة ویقال أ
)7.1.1(تعریف

2Dلتكن    ،:f D   دالة ، أي أنf دالة متغیرین مستقلین,x y0ولتكن 0( , )x y D .

0عند النقطة xبالنسبة إلى ) Partial Derivatives(بأن لھا مشتقة جزئیةfیقال عن الدالة  0( , )x y أذا كانت

0الغایة  0 0 0

0

( , ) ( , )lim
x

f x x y f x y

x 

  


),(بالرمز ویرمز لھذه الغایة. موجودة 00 yxf x أو),( 00
)( yxx

f


. أي أن

x

yxfyxxf

x

f
yxf

x
yxx 










),(),(lim)(),( 0000

0),(00 00

0عند النقطةyبأن لھا مشتقة جزئیة بالنسبة إلىfوبالمثل یقال عن الدالة 0( , )x yالآتیةأذا كانت الغایة

y

yxfyyxf
y 




),(),(lim 0000

0
),(موجودة ویرمز لھذه الغایة بالرمز  00 yxf y أو),( 00

)( yxy

f


 أي أن ،

y

yxfyyxf

y

f
yxf

y
yxy 










),()(lim)(),( 0000

0),(00 00

),(التي قیمتھا عند أیھ نقطة xfبأنھا الدالة xبالنسبة إلى fوبصورة عامة  تعرف المشتقة الجزئیة للدالة  yx

معطاة بالصیغة fفي منطلق 
x

yxfyxxf
yxf

x
x 






),(),(lim),(
0

ویطلق على . بشرط وجود ھذه الغایة

Partial(عملیة إیجاد المشتقة الجزئیة بالتفاضل الجزئي  Differentiation. (
وأن عملیة التفاضل الجزئي تجري على . xبالنسبة للمتغیر المستقلfواضح من تعریف المشتقة الجزئیة للدالة

أي التفاضل لدالة بمتغیر (عد التفاضل الاعتیادي وبذلك فأن كل قوا. ثابتاً أثناء العملیة فقطyاعتبار المتغیر المستقل
.تصح للتفاضل الجزئي ) واحد

)8.1.1(مبرھنة
f,أذا كانت  g دالتین بمتغیرین ، لكل منھما مشتقة جزئیة بالنسبة إلى المتغیرx فأن

)1 (
x

f
ccf

x 




 )(.)2(

x

g

x

f
gf

x 










2121 )( 

)3 (
x

f
g

x

g
ffg

x 








 )()4 (2)(

g
x

g
f

x

f
g

g

f

x











.yوتصح ھذه القواعد عندما یكون الاشـتقاق بالنسبة إلى 
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فبالنسبة للدالة . وال بمتغیرینیمكن تعریف المشتقات الجزئیة لدوال بثلاث متغیرات أو أكثر كما سبق أن عرفناھا لد
f  بثلاث متغیراتzyx نعرف. ,,

x

zyxfzyxxf
zyxf

x
x 






),,(),,(lim),,(
0

y

zyxfzyyxf
zyxf

y
y 






),,(),,(lim),,(
0

z

zyxfzzyxf
zyxf

z
z 






),,(),,(lim),,(
0

بشرط

)1 (












x

f

x
والتي یرمز لھا بالرمز 










2

2

x

f أوxxf 2، أي أن

2

x

f

x

f

x 














)2 (













y

f

y
والتي یرمز لھا بالرمز 










2

2

y

f أو
yyf 2، أي أن

2

y

f

y

f

y 















)3 (












x

f

y
والتي یرمز لھا بالرمز 










xy

f2

yxf، أي أن yxfأو 
xy

f

x

f

y
















 2

)4 (













y

f

x
والتي یرمز لھا بالرمز 










yx

f2

أو 
xyf أي أن ،

xyf
yx

f

y

f

x

















 2

)9.1.1(مبرھنة
، yxfأذا كانت. ,yxبمتغیرین مستقلیندالةfلتكن

xyfمستمرتین عند النقطة),( 00 yx فأن),(),( 0000 yxfyxf
xyyx 

.یطلق على المشتقة الجزئیة لمشتقة جزئیة ثانیة بالمشتقة الجزئیة الثالثة 
ثالثة ھي من الرتبة الثمان مشتقات جزئیة fللدالة 

yyy
xyyyxyyyxxxyxyxyxxxxx ffffffff ,,,,,,,

)1(بأنھا مشتقة جزئیة للمشتقة الجزئیة ذات الرتبة nنعرف المشتقة الجزئیة ذات الرتبة . وبصورة عامة n . وھذا
أنھا تحقق معادلة لابلاس أذا كان .ل متعددة المتغیرات مھما كان عدد المتغیرات فیھا التعریف ینطبق على كل الدوا

0),(),(  yxfyxf
yyxx . كما یقال عن الدالةf في المتغیرات المستقلةzyx بأنھا تحقق معادلة لابلاس أذا كان ,,

0),,(),,(),,(  zyxfzyxfzyxf zzyyxx

Chain Ruleاعدة السلسلة        ق
)10.1.1(مبرھنة

),(لتكن الدالة  yxfw ولتكن . قابلة للتفاضل)(tgx  ،)(thy  دالتین في المتغیرt أذا كانت ،)(),( tgth 

تكون قابلة للاشتقاق وأن wلدالة فأن ا. موجودتین ومستمرتین
dt

dy

y

w

dt

dx

x

w

dt

dw










)11.1.1(مبرھنة
),,(لتكن الدالة  zyxfw  قابلة للتفاضل ولتكن)(tgx  ،)(thy  ،)(tkz  دوال في المتغیرt . فإذا كانت

)(),(),( tgthtk  موجودة ومستمرة  فأن الدالةw قابلة للاشتقاق وأن
dt

dz

z

w

dt

dy

y

w

dt

dx

x

w

dt

dw
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وبصورة عـامة 
),,,(لتكن الدالة 21 nxxxfw ولتكن. قابلة للتفاضل)(tgx ii   ،ni ,,2,1 دوال في المتغیرt .ذا كانت)(tg i

niموجودة ومستمرة لكل قیم ,,2,1 فأن الدالةw قابلة للاشتقاق وأن
dt

dx

x

w

dt

dw i
n

i i






1

)12.1.1(مبرھنة
),(لتكن الدالة  yxfw ولتكن . قابلة للتفاضل),( stgx  ،),( sthy  دالتین بالمتغیرینst, . أذا كانت

t

x

t

y

s

x

s

y











 وأن ,stدالة للمتغیرینwموجودة ومستمرة فأن,,,

,w w x w y w w x w y

t x t y t s x s y s

         
       

         

)13.1.1(مبرھنة
),,(لتكن الدالة  zyxfw ولتكن . قابلة للتفاضل),( stgx  ،),( sthy  ،),( stkz  دوال في المتغیرینst, . أذا

كانت 
t

z

s

z

t

x

s

x

t

y

s

y

















 وأن ,stھي دالة للمتغیرین wفأن . موجودة ومستمرة,,,,,

,w w x w y w z w w x w y w z

t x t y t z t s x s y s z s

             
           

             
وبصورة عـمة

),,,(لتكن الدالة 21 nxxxfw قابلة للتفاضل، ولتكن),,,( 21 mii tttgx دالة لكلni ,,2,1 في المتغیرات

mttt ,,, 21 .أذا كانت
i

i

t

x


موجودة ومستمرة لكلni ,,2,1 ولكلmj ,,2,1  . فأنw دالة في المتغیرات

mttt ,,, 21  وأن
i

i
n

i ii t

x

x

w

t

w










 

1

mjلكل  ,,2,1 .

)14.1.1(مبرھنة
),(لتكن yxfw  ولتكن)(xgy فأن))(,( xgxfw نعرفwكدالة بمتغیر واحدx.

w w x w y w w y

x x x y x x y x

       
      

       

تعلمنا كیف نجد 
dx

dy0عندما),( yxf تعرفy ضمنیاً كدالة لـx  .الصیغة أعلاه تزودنا . قابلة للاشتقاق

),(0بطریقة أخرى للحصول على ھذه  ، أذا كانت yxf 0فأنw ،0



x

w  وعلیھ:

0,

w
w w dy dy x

wx y dx dx
y
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)15.1.1(مبرھنة

),,(0معرفة بالمعادلة ,yxدالة ضمنیة بالمتغیرین zأذا كانت zyxf فأن

z

f
y

f

dy

dz

z

f
x

f

dx

dz













 بشرط  ,

0أن 



z

f.

Directional Derivativeالمشتقة الاتجاھیة    
),(الدالة. ,yxدالة في المتغیرینfلتكن yxf xھي معدل تغیر),( yxfبالنسبة للمسافة باتجاه المحورxوالدالة ،

),( yxf yمعدل تغیر الدالة),( yxfبالنسبة للمسافة باتجاه المحورy ،أن قیم المشتقات الجزئیة ھو المشتقة الاتجاھیة ،
),(والتي ھي معدل تغیر yxfبالنسبة للمسافة في أي اتجاه اختیاري موازٍ للمستويXY.

)16.1.1(تعریف 
),(معرفة على ,yxدالة في المتغیرینfلتكن 00 yxBr . ولیكنbjaiu المشتقة الاتجاھیة للدالة. متجھ وحدهf عند

),(النقطة 00 yx باتجاه


uیرمز لھا بالرمز),( 00 yxfD
u
 وتعرف بالصیغة

h

yxfhbyhaxf
yxfD

hu

),(),(
lim),( 0000

000







وبصورة خــاصة.بشرط الغایة في الطرف الأیمن موجودة 
),(),(,),(),( 00000000 yxfyxfDyxfyxfD y

j
x

i
 

)0,1(,)1,0(حیث  


ji.
)17.1.1(مبرھنة

),(أذا كانت الدالة yxfw  قابلة للتفاضل عند النقطة),( 00 yx وكان


 jbiau متجھاً وحدویاً فأن
),(),(),( 000000 yxbfyxafyxfD yx

u


)18.1.1(تعریف
zyxدالة في المتغیرات fلتكن  ),,(معرفة على ,, 000 zyxBr . ولیكن



 kcjbiauالمشتقة . همتجھ وحد

),,(عند النقطة fالاتجاھیة للدالة  000 zyx باتجاه


u یرمز لھا بالرمز),,( 000 zyxfD
u
 وتعرف بالصیغة:

h

zyxfhkzhbyhaxf
zyxfD

hu

),,(),,(
lim),,( 000000

0000







.بشرط أن ھذه الغایة موجودة 
وبصورة خـاصة 

),,(),,(,),,(),,(,),,(),,( 000000000000000000 zyxfzyxfDzyxfzyxfDzyxfzyxfD z
k

y
j

x
i

 

)0,0,1,()0,1,0,()1,0,0(حیث  


kji.
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)19.1.1(مبرھنة
),,(أذا كانت الدالة   zyxfw  قابلة للتفاضل عند النقطة),,( 000 zyx وكان



 kcjbiau متجھ وحده فأن
),,(),,(),,(),,( 000000000000 zyxcfzyxbfzyxafzyxfD zyx

u


ملاحظة 
.ونقدم فیما یلي تعریفھ . دوراً ھاماً في بعض التطبیقات الفیزیائیة) أو الانحدار) (Gradient(التدرج  یلعب مفھوم

)20.1.1(مبرھنة
yxبحیث ,yxدالة في المتغیرین fلتكن  ff ),(موجودتین عند النقطة , 00 yx . تدرج)Gradient ( الدالةf عند النقطة

),( 00 yx یرمز لھ بالرمز),( 00 yxf أو),( 00 yxfgrad ویعرف بالصیغة الآتیة:


 jyxfiyxfyxf yx ),(),(),( 000000

zyxدالة في المتغیرات fوفي حالة  zyxوأن ,, fff ),,(موجودة عند النقطة ,, 000 zyx تدرج الدالةf عند

),,(النقطة  000 zyx یعرف بالصیغة


 kzyxfjzyxfizyxfzyxf zyx ),,(),,(),,(),,( 000000000000

وبصورة عــامة
),,,(لتكن الدالة 21 nxxxfw  للتفاضل، ولتكن المشتقات  الجزئیةقابلة

ixf 0)(موجودة عند النقطة x لكل
ni ,,2,1 یعرف الدرج للدالةf0عند النقطةx بالصیغة))(,),(),(()( 0000 21

xfxfxfxf
nxxx 

),,(نلاحظ أن الضرب العددي للمتجھین . برھنة المشتقة الاتجاھیةمن مبرھنة التدرج ومن م 000 zyxf،


u یعطي

),,(عند النقطة fالمشتقة الاتجاھیة للدالة 000 zyx باتجاه


uأي أن ،


 uzyxfzyxfD
u

),,(),,( 000000

),,(في كل نقطة  000 zyxفیھا المشتقات الجزئیة الثلاث للدالةfموجودة .

),,(||),,(||||||cosبما أن  000000 uzyxfuzyxf 


 ،1|||| u وأن ھي الزاویة بین المتجھ


u وتدرج
),,(عند النقطة fالدالة  000 zyx . وعلیھcos||),,(||),,( 000000 zyxfzyxfD

u


المستویات المماسة والمستقیمات العمودیة لسطح
),,(0أن بیان المعادلة  zyxF 3ھو سطح فيR . كما أنcyxf ),( حیث ،c ثابت حقیقي ، ھو منحني ینتج
),(من قطع السطح  yxfz  بالمستويcz .

)21.1.1(تعریف
),,(0یقال عن السطح  zyxF بأنھ قابل للتفاضل عند النقطة),,( 000 zyxزئیة الواقعة علیھ أذا كانت جمیع المشتقات الج

x

F

y

F

z

F








 ),,(موجودة ومستمرة عند النقطة ,, 000 zyx.

),,(0كل سطح  zyxF قابل للتفاضل عند النقطة),,( 000 zyx  الواقعة علیھ لھ مستوٍ مماس عندھا.
)22.1.1(مبرھنة

),(),()(لتكن  321 tgtgtgیردوال في المتغtمعرفة على منطلق معین مثلM .یطلق على مجموعة النقاط
))(),(),(( 321 tgtgtgلكلMt3منحني  في الفضاءR3، أي أن المنحني في الفضاءRني الذي ھو ذلك الخط المنح

).Position Vector(ترسمھ نھایة المتجھة ألموقعي  
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 ktgjtgitgtV )()()()( 321

وبذلك فأن رأس السھم یعین موقع النقطة . یقصد بالمتجھ الموضعي ذلك المتجھ الذي یبدأ من نقطة الأصل. Mtلكل
بسھولة یمكن إثبات أذا كانت ). Parameter Variable(بالمتغیر الوسیط tیطلق على المتغیر  . التي تمثل ذلك المتجھ

),(),()(الدوال  321 tgtgtg  0قابلة للاشتقاق عند النقطةt فأن مشتقة المتجھ ألموقعي)(tV


تكون 


 ktgjtgitgtV )()()()( 0302010

)(د وأن المتجھ الجدی 0tV

 یكون مماساً للمنحني)(),(),( 321 tgztgytgx  عند النقطة),,( 000 zyx حیث

),(),()(أن  030020010 tgztgytgx 

),,(0المعطى في المعادلة Sلنفرض أن السطح zyxF قابل للتفاضل عند النقطة),,( 000 zyx . ولنفرض أنc

),,(ومار بالنقطة Sأثر منحني واقع على السطح  000 zyx . یمكن تمثیلc

ktgjtgitgtV )()()()( 321 


كما یمكن تمثیلھ بالمعادلات الوسیطیة التالیة 
)(),(),( 321 tgztgytgx 

),,(وعلیھ یمكن كتابة  zyxF كدالة بالمتغیرt ولتكن)(tG0وبسھولة إثبات))(),(),(()( 321  tgtgtgFtG

)23.1.1(مبرھنة
),,(لتكن  zyxFدالة قابلة للتفاضل عند النقطة),,( 0000 zyxP  ولیكنS 0السطح المعرف بالمعادلة),,( zyxF

),,(0وأن 000  zyxF .0یطلق على المستوي المار بالنقطةPوالعمودي على),,( 000 zyxF المستوي المماس
)Tangent Plane ( للسطحS 0عند النقطةP . ویعرف الخط العمود ) للسطح ) أو الناظمS 0عند النقطةP بأنھ المستقیم

),,(والذي لھ نفس اتجاه التدرج  0Pالمار بالنقطة  000 zyxF.
ملاحظة 
والمبرھنة التالیة تزودنا بصیغة معادلة المستوي . رورة أن یكون كل سطح لھ مستوٍ مماس عند كل نقطة علیھلیس بالض

.المماس 
)24.1.1(مبرھنة

),,(لتكن zyxFدالة قابلة للتفاضل عند النقطة),,( 0000 zyxP ولیكنS0السطح المعرف بالمعادلة),,( zyxF وأن
0),,( 000  zyxF .فأن معادلة المستوي المماس للسطحS0عند النقطةP ھي :

0),,()(),,()(),,()( 000000000000  zyxFzzzyxFyyzyxFxx zyx

حالة خاصــة
),(أذا كانت معادلة السطح معطاة في الصیغة  yxfz   فأن ،zyxfzyxF  وھذا یؤدي إلى),,(),(

1,,  zyyxx FfFfFوعلیھ معادلة المستوي المماس للسطح ،S0عند النقطةP

0)(),()(),()( 0000000  zzyxfyyyxfxx yx

),,(عند النقطةNوألان نكتب معادلات الخط العمود 0000 zyxP للسطحS 0الذي معادلتھ ھي),,( zyxF.
),,(لتكن zyxP أیة نقطة على العمودNفأن معادلات العمودN ھي

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ), ( , , ), ( , , )x y zx x tF x y z y y tF x y z z z tF x y z     
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للخط العمود ، وذلك لاحتوائھا ) Parametric Equations(ي ویطلق علیھا المعادلات الوسیطة عدد حقیقtحیث 
.tعلى المتغیر الوسیط 

، فنحصل على tغیر معدومة ، فأننا نستطیع حذف المتغیر الوسیط 0Pعندما تكون جمیع المشتقات الجزئیة عند النقطة

),,(),,(),,( 000

0

000

0

000

0

zyxF

zz

zyxF

yy

zyxF

xx

zyx









.للخط العمود ) Symmetric Equations(والتي یطلق علیھا المعادلات التماثلیة 
Differentials and Approximationالتفاضلات و التقریب 

)25.1.1(تعریف
),,(لتكن  zyxfw ،fتدالة في المتغیراzyx ),,(ولتكن,, 000 zyxأذا كانت . نقطة في منطلقھاzyx  ,,

zyxالزیادات في  ),,(على الترتیب عند النقطة ,, 000 zyx:
),,(عند النقطة)wتمد أو الزیادة للمتغیر المع(fالزیادة للدالة ) 1( 000 zyx والتي یرمز لھا بالرمزfبالصیغة وتعرف

),,(),,(),,( 000000 zyxfzzyyxxfzyxff 

),,(عند النقطةfللدالة) Total Differential(التفاضل الكلي) 2( 000 zyxمز لھ بالرمزوالذي یرdf یعطى بالصیغة

dzzyxfdyzyxfdxzyxf

zzyxfyzyxfxzyxfzyxdfdf

zyx

zyx

),,(),,(),,(

),,(),,(),,(),,(

000000000

000000000





),,(قابلة للتفاضل في كرة جوار fویمكن أن نثبت أنھ إذا كانت الدالة 000 zyx 222وكان )()()( zyxs 

dffصغیراً ، فأن  ة عند النقط),,( 000 zyx . وذلك ، فأن التفاضل الكليdf  یؤخذ كتقریب لتغیر الدالةf عندما
.صغیراً sیكون 

),,(عند النقطة fیعرف الخطأ النسبي للدالة  000 zyxالصیغة ب
),,(),,( 000000 zyxf

df

zyxf

f


=الخطأ النسبي

Maximum and Minimum Valuesالقیم العظمى والصغرى
)26.1.1(تعریف

2Dلتكن   ،:f D  دالة، أي أنfدالة في متغیرین مستقلینyx, .ل عن الدالةیقاf بأنھا تمتلك قیمة عظمى
),(عند النقطة ) Absolute Maximum Value(مطلقة 00 yx،Dyx ),( ),(),(أذا كان . 00 00 yxfyxf 

Dyxلكل ),( .والعدد),( 00 yxfى المطلقة للدالةیسمى بالقیمة العظمfعلىD . كما یقال عن الدالةf بأنھا تمتلك قیمة
Dyxعند النقطة) Absolute Minimum Value(صغرى  ),( ),(),(أذا كان 00 00 yxfyxf لكلDyx ),( .

),(عددوال 00 yxfیسمى بالقیمة الصغرى المطلقة للدالةfعلىD.
یقع في منطلق الدالة Bمغلق صالمبرھنة التالیة تؤكد وجود القیمة العظمى المطلقة والقیمة الصغرى المطلقة على قر

.Bمستمرة على بشرط أن تكون
)27.1.1(مبرھنة

f:أذا كانت الدالة  D   مستمرة على القرص المغلقDB  فأن ھنالك على الأقل نقطة واحدة في ،B تكون
تكون عندھا قیمة صغرى B، وأن ھنالك على الأقل نقطة واحدة في  Dعلى fعظمى مطلقة للدالة قیمة عندھا 

.Bعلى fمطلقة للدالة 
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)28.1.1(مبرھنة
2لتكن   ،:f   دالة  ، أي أنf دالة في متغیرین مستقلینyx, . یقال عن الدالةf بأنھا تمتلك قیمة عظمى
Ayxعند النقطة ) Relative Maximum Value(نسبیة  ),( ),(أذا وجد قرص مفتوح 00 00 yxDr فيA بحیث أن

),(),( 00 yxfyxf   لكل),(),( 00 yxDyx r. كما یقال عن الدالةf بأنھا تمتلك قیمة صغرى نسبیة)Relative
Minimum Value ( عند النقطةAyx ),( ),(أذا  وجد قرص مفتوح 00 00 yxDr فيA بحیث أن

),(),( 00 yxfyxf   لكل),(),( 00 yxDyx r.
)29.1.1(مبرھنة

2Aلتكن    ،:f A   دالة بمتغیرین مستقلینyx, . أذا كانت الدالةf تمتلك قیمة قصوى نسبیة عند النقطة
Ayx ),( ),,(),(وكانت 00 0000 yxfyxf xy 0موجودتین فأن),(),( 0000  yxfyxf yx

)30.1.1(مبرھنة
2Aلتكن    ،:f A   دالھ ، أي أنf بمتغیرین مستقلین دالةyx, . یقال عن الدالةf بأنھا تمتلك نقطة

Ayxعند النقطة ) Critical Point(حرجة  ),( ),(),(0أذا كان 00 0000  yxfyxf yx .
)31.1.1(مبرھنة

2Aلتكن    ،:f A   دالھ ، أي أنf دالة بمتغیرین مستقلینyx, . یقال عن النقطةAyx ),( بأنھا 00
),(أذا كانت ) Saddle Point(نقطة سرجیھ  00 yx نقطة حرجة ولیست قصوى نسبیة.

.لاختیار القیم العظمى أو الصغرى النسبیة  المبرھنة التالیة تزودنا بطریقة 
)32.1.1(مبرھنة

2Aلتكن   ،:f A  دالھ، ولتكنf وجمیع مشتقاتھا الجزئیة الأولى والثانیة مستمرة على قرص مركزه النقطة
),( 00 yx وأن),( 00 yx نقطة حرجة للدالةf . 2ولتكن

00000000 )],([),(),(),( yxfyxfyxfyx yxyyxx  عندئذ
),(0أذا كان ) 1( 00  yx 0و),( 00 yxf xx فأن ،),( 00 yxf قیمة عظمى نسبیة للدالةf.
),(0أذا كان ) 2( 00  yx 0و),( 00 yxf xx فأن ،),( 00 yxf قیمة صغرى نسبیة للدالةf.
),(0أذا كان ) 3( 00  yx فأن ،),( 00 yxfلیست قیمة قصوى نسبیة للدالةf أي أن),( 00 yx نقطة سرجیھ.
),(0أذا كانت ) 4( 00  yx فعندئذ یمكن أن تصح واحدة من الحالات الثلاث السابقة الذكر ،.

ملاحظة
.ث أنھا تحقق قیوداً معینـــھ بحی,yxفي المتغیرینfالقیم للدالةقد تحتاج في بعض الأحیان إلى إیجاد أعظم القیم أو أصغر
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Definitions and Examplesتعار یف وأمثلة2.1
) 1.2.1(تعـریـف 

مكونة من دوال جبریة أو ) لیست متطابقة( بأنھا أیة معادلة (Differential Equation)تعرف المعادلة التفاضلیة 
. معلومةدوال متسامیة أو معاً وتحتوي على مشتقة أو مشتقات دالة غیر 

)2.2.1(مثال
فیما یلي بعض الأمثلة على المعادلات التفاضلیة

)1(5 6 siny y y x   )2 (sec logxxy y e y x   )3 (
2 2

2 2 0u u

x y

 
 

 
)4 (2( ) ( )( ) x y

xx x yu u u e  

)3.2.1(تعریـف 
عندما لا(Independent Variable)یقال عن المتغیر بأنھ مستقل 

.(Dependent Variable)تظھر مشنقتھ فسمى بالمتغیر المعتمد 
) 4.2.1(مثـال 

xeyyyنجد أن في المعادلة التفاضلیة  ) 1(  المعادلة غیر موجودة في xمتغیر مستقل لان xأن . 2
.موجودة في المعادلة التفاضلیةyفھو موجود متغیر معتمد لان yالتفاضلیة ، أما 

)2نجد أن في المعادلة التفاضلیة  )  2( ) ( )( ) x y
xx x yu u u e   .  أن كل من,x yقل لان مشتقاتھا غیر متغیر مست

.فھو موجود متغیر معتمد لان بعض مشتقاتھا موجودة في المعادلة التفاضلیةuموجودة في  المعادلة التفاضلیة ، أما 
ملاحظات 

: مثلاً .  إذا احتوت الدالة على متغیرین فقط فان احدھما یكون متغیر مستقل والأخر یكون متغیر معتمد             )1(
)(xfy  فانx ، یكون متغیر مستقلyمتغیر معتمد.

إذا : مثلاً. إذا احتوت الدالة على أكثر من متغیرین فان احدھما یكون متغیر معتمد وباقي المتغیرات تكون مستقلة)2(
),(كان  yxfz  فأنz یكون متغیر معتمد بینماxy,تكون متغیرات مستقلة.
)5.2.1(تعـریف 

التي تحتوي على دالة التفاضلیة بأنھا المعادلة ) Partial Differential Equation(تعرف المعادلة التفاضلیة الجزئیة 
.تقاتھا الجزئیة بالنسبة للمتغیرات المستقلةغیر معلومة في متغیرین مستقلین أو أكثر ومش

)6.2.1(مثال
فیما یلي بعض الأمثلة على المعادلات التفاضلیة الجزئیة 

)1 (yx
xyy e2uxu )2 (xuxyu)3()sin()( 22 yxuuyx yyXX )4(3yuu yyxx )5(xxxy uuuu  2

حیث 
yx

u
u

y

u
u

y

u
u

x

u
u

x

u
u xyyyyxxx 




















2

2

2

2

2

,,,,

في الصورة ,yxوالمتغیرین المستقلین uوبصورة عامة یمكن كتابة المعادلة التفاضلیة الجزئیة في المتغیر المعتمد 
0),,,,,,,,( xxxyyxxyx uuuuuuyxf

)7.2.1(تعریف
.رتبة أعلى مشتقة جزئیة في تلك المعادلة التفاضلیة الجزئیةبأنھاجزئیةالمعادلة التفاضلیة ال) Order(تعرف  رتبة

)8.2.1(مثال
)()(1المعادلة التفاضلیة الجزئیة  22  yx uu 0من الرتبة الأولى ، المعادلة التفاضلیة الجزئیة yxx uu من الرتبة
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xxyyyالثانیة و المعادلة التفاضلیة الجزئیة uyux 32 من الرتبة الثالثة                                     .
)9.2.1(تعریف 
المعادلة التفاضلیة الجزئیة على أنھا الدرجة الجبریة للمشتقة الجزئیة ذات الرتبة العلیا والتي تظھر في )Degree(درجة 

.فاضلیة الجزئیة عدد صحیح موجبوتكون درجة المعادلة الت. تلك المعادلة التفاضلیة الجزئیة
)10.2.1(مثال

)(0المعادلة التفاضلیة الجزئیة     2  xxx uuxuu xyy sin)( 2 

.من الدرجة الثانیة
ملاحظة

.جزئیة ذات الرتبة العلیا في المعادلة التفاضلیة الجزئیة عدد  غیر صحیح موجبإذا كانت الدرجة الجبریة للمشتقة ال
وعند إیجاد درجة المعادلة التفاضلیة الجزئیة نرفع طرفي تلك المعادلة إلى أس معین وذلك للتخلص من الأسس الكسریة 

.شتقة ذات الرتبة العلیاوبھذه الحالة تكون درجة المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي الدرجة الجبریة للم
)11.2.1(مثال 

3لو أعطینا المعادلة التفاضلیة الجزئیة 
1

22
1

)1()(  yu xx ،لذلك . حیث نلاحظ أن الدرجة الجبریة عدد غیر صحیح
6223 )1()(  yu xx .

.لدرجة الثالثةا
ملاحظة

.إذا كانت المعادلة التفاضلیة الجزئیة غیر جبریة في مشتقاتھا الجزئیة فان تلك المعادلة لیس لھا درجة
)12.2.1(مثال

)sin(02المعادلة التفاضلیة الجزئیة  xyu xلیس لھا درجة لأنھا غیر جبریة في المعادلة التفاضلیة الجزئیة.

Linear Partial Differential Equationsت التفاضلیة الجزئیة الخطیة المعادلا3.1
لقد سبق وان تعلمنا في دراستنا السابقة للمعادلات التفاضلیة العادیة بأنھا تكون خطیة إذا تحقق الشرطین الآتیین

.جمیع المشتقات في المعادلة التفاضلیة تكون من الدرجة الأولى وغیر مضروبة في بعضھا العض)1(
.المتغیر المعتمد في المعادلة التفاضلیة یكون من الدرجة الأولى وغیر مضروب في المشتقات)2(

 .

.المعتمد، أي تحقق الشرط الأول أعلاه ولیس من الضروري إن تحق الشرط الثاني
)1.3.1(مثال

3uxuyu yX u3
uuxuxالتفا yx tan)(cos2 utan

yxالتفاضلیة الجزئیة 
y euuux )(sin تعتبر خطیة بالرغم من ظھورu مضروبة فيyu.

لأنھا تحقق الشرط الأول ولكن جمیعھا لا ةادلات التفاضلیة الجزئیة الثلاثة أعلاه اعتبرت خطیمن الملاحظ إن المع
.تحقق الشرط الثاني
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) 2.3.1(تعریف
).  ( یقال عن المعادلة التفاضلیة الجزئیة من الرتبة الأولى بأنھا خطیة          

الأول والثاني، أي أن
.یع المشتقات في المعادلة التفاضلیة تكون من الدرجة الأولى وغیر مضروبة في بعضھا العضجم) 1(
.المتغیر المعتمد في المعادلة التفاضلیة یكون من الدرجة الأولى وغیر مضروب في المشتقات) 2(

) 3.3.1(مثال
sec)(0المعادلة التفاضلیة الجزئیة   uuxue yx

yxللخطیة لأنھا تحقق الشرطیین الأول والثانيخطیة بالمعنى المطلق.
: وبصورة عامة

في الصورة ,yxوالمتغیرین المستقلینuتكتب المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة من الرتبة الأولى في المتغیر المعتمد
( , , ) ( , , ) ( , , ) (1)x yP x y u u Q x y u u F x y u حیث),,(,),,(,),,( uyxPuyxQuyxF دوال في المتغیراتuyx ,,.

إما في حالة المعادلات التفاضلیة الجزئیة من الرتبة الثانیة أو الرتب العلیا فإنھا تكون خطیة إذا وفقط إذا كانت خطیة 
-:بالمعنى المطلق للخطیة في المعادلات التفاضلیة العادیة أي عندما یتحقق الشرطین التالیین

.ع المشتقات الجزئیة من الدرجة الأولى وغیر مضروبة في بعضھا البعضجمی)1(
.المتغیر المعتمد من الدرجة الأولى وغیر مضروب في المشتقات الجزئیة)2(

)4.3.1(مثال
لاحظ المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة خطیة

)1(xuyxu xyxx tan2 )2  (xxyyy uyxu 3

المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة غیر خطیةبینما 
)3 (yx

xxy euuu )4 (3uxuyu yxx )5 (y
xxxxyy euuu 

,yxمتغیرین المستقلین والuأن الصیغة العامة للمعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة من الرتبة الثانیة في المتغیر المعتمد 
),(),(),(),(),(),(),()2(بالصیغة تكون  654321 yxRuyxAuyxAuyxAuyxAuyxAuyxA yxyyxyxx 

),,(),,(),,(),,(),,(),,(),(حیث   654321 yxRyxAyxAyxAyxAyxAyxA  دوال في المتغیرین المستقلینyx, . یقال
)2 ()Homogeneous (0),( yxR

0),( yxR  . بأنھا ذات معاملات ثابتة إذا كانت الدوال) 2(یقال عن المعادلة
),(),,(),,(),,(),,(),,( 654321 yxAyxAyxAyxAyxAyxA

.لات متغیرةھذه الدوال غیر ثابتة فان تلك المعادلة تسمى معادلة تفاضلیة جزئیة ذات معام
)5.3.1(مثال

لاحظ المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة التالیة
)1 (02  yyxyxx uuu متجانسة ذات معاملات ثابتة
)2(032  xyyxx uuyuxمتجانسة ذات معاملات متغیرة
)3 (yxuuu yyxyxx 322 غیر متجانسة ذات معاملات ثابتة
)4 (xuuyux xyyxx sin32 غیر متجانسة ذات معاملات متغیرة
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الصیغ القیاسیة للمعادلات التفاضلیة الجزئیة4.1
 Canonical forms of Partial Differential  Equations

تصنف المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة من الرتبة الثانیة
),(),(),(),(),(),(),( 654321 yxRuyxAuyxAuyxAuyxAuyxAuyxA yxyyxyxx 

-:إلى 
),(4),(),(0إذا كان ) Hyperbolic(من النوع الزائدي معادلة) 1( 31

2
2  yxAyxAyxA

),(4),(),(0إذا كان ) Parabolic(معادلة من النوع المكافئ ) 2( 31
2
2  yxAyxAyxA

),(4),(),(0إذا كان ) Elliptic(معادلة من النوع ألناقصي ) 3( 31
2
2  yxAyxAyxA

)1.4.1(مثال
yyxxالمعادلة التفاضلیة الجزئیة ) 1( uu تكون معادلة من النوع الزائدي لان

1),(,0),(,1),( 321  yxAyxAyxA,04),(),(4),( 31
2
2  yxAyxAyxA

xxxالمعادلة التفاضلیة الجزئیة ) 2( uu 2تكون معادلة من النوع المكافئ لان
0),(,0),(,2),( 321  yxAyxAyxA,0),(),(4),( 31

2
2  yxAyxAyxA

0التفاضلیة الجزئیة المعادلة ) 3( yyxx uuتكون معادلة من النوع ألناقصي لان
1),(,0),(,1),( 321  yxAyxAyxA,04),(),(4),( 31

2
2  yxAyxAyxA

0المعادلة التفاضلیة الجزئیة ) 4( yyxx uux تكون معادلة من النوع
0xالناقص عندما ) ج(0xلمكافئ عندما ا) ب(0xالزائدي عندما )  أ(

)2.4.1(تعریف 
byxwwayxzzلیكن   ,wzفان ,yxمتغیران بدلالة المتغیران " ثوابت اختیاریة ,baحیث "),(,),(

للمعادلة التفاضلیة الجزئیة التالیة ) Characteristic Coordinates(لاحداثیان الممیزانیسمیان ا
1 2 3 4 5 6( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1)xx xy yy x yA x y u A x y u A x y u A x y u A x y u A x y u R x y     

بالصیغة القیاسیة للمعادلة التفاضلیة " الاحداثیان الممیزان " ,wzوتسمى المعادلة التفاضلیة الجزئیة بدلالة المتغیران 
.الجزئیة

)3.4.1(مبرھنة
الصیغة القیاسیة للمعادلة التفاضلیة الجزئیة 

1 2 3 4 5 6( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1)xx xy yy x yA x y u A x y u A x y u A x y u A x y u A x y u R x y     

),(),(),(),(),(),(),(ھي  yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz حیث
2

32
2

1 ),(),(),(),( yyxx zyxAzzyxAzyxAyxA 

yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB ),(2))(,(),(2),( 321 
2

32
2

1 ),(),(),(),( yyxx wyxAwwyxAwyxAyxC 

yxyyxyxx zyxAzyxAzyxAzyxAzyxAyxD ),(),(),(),(),(),( 54321 

),(),(),,(),(

),(),(),(),(),(),(

6

54321

yxRyxGyxAyxF

wyxAwyxAwyxAwyxAwyxAyxE yxyyxyxx





: البرھان
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. . (2), . . (3)x z x w x y z y w yu u z u w u u z u w   

)..(.)..(. xwwxwzxxxwxzwxzzxxxzxx wuzuwwuwuzuzzuu 
22 ...... xwwxxzwxxwxxzwxzzxxzxx wuzwuwuwzuzuzuu 

وكذلك
2 2. 2 . . . (4)xx zz x zw x x ww x z xx w xxu u z u z w u w u z u w    

2 2. 2 . . (5)yy zz y zw y y ww y z yy w yyu u z u z w u w u z u w    

)..(.)..( ywwywzxxywyzwyzzxxyzxy wuzuwwuwuzuzzuu 

yxwwyxzwxywyxzwyxzzxyzxy wwuzwuwuwzuzzuzuu ...... 

. .( ) . . (6)xy zz x y zw x y x y ww x y z xy w xyu u z z u z w u z u w w u z u w    

xyyyxxyxعن المشتقات الجزئیة )1(بالتعویض في المعادلة  uuuuu :نحصل على ,,,,

),(),()..)(,()..)(,(

)...2.)(,()...

)(..)(,()....2)(,(

654

22
3

2
22

1

yxRuyxAwuzuyxAwuzuyxA

wuzuwuwzuzuyxAwuzuwwu

wzwzuzzuyxAwuzuuwuwzuzuyxA

ywyzxwxz

yywyyzywwyyzwyzzxywxyzyxww

xyyxzwyxzzxxwxxzzxwwxxzwxZZ







),(),()),(),(),(),(),((

)),(),(),(),(

),(()),(),(),(()),(2

))(,(),(2()),(),(),((

654321

5432

1
2

32
2

13

21
2

32
2

1

yxRuyxAuwyxAwyxAwyxAwyxAwyxA

uzyxAzyxAzyxAzyxA

zyxAuwyxAwwyxAwyxAuwzyxA

wzwzyxAwzyxAuzyxAzzyxAzyxA

wyxyyxyxx

zyxyyxy

xxwwyyxxzwyy

xyyxxxzzyyxx









نضع
2

32
2

1 ),(),(),(),( yyxx zyxAzzyxAzyxAyxA 

yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB ),(2))(,(),(2),( 321 
2

32
2

1 ),(),(),(),( yyxx wyxAwwyxAwyxAyxC 

yxyyxyxx zyxAzyxAzyxAzyxAzyxAyxD ),(),(),(),(),(),( 54321 

),(),(),,(),(

),(),(),(),(),(),(

6

54321

yxRyxGyxAyxF

wyxAwyxAwyxAwyxAwyxAyxE yxyyxyxx





تكون بالشكل التالي (1)اسیة للمعادلة التفاضلیة الجزئیة إذن الصیغة القی
),(),(),(),(),(),(),( yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 

ملاحظة
إذا كانت المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة         

),(),(),(),(),(),(),( 654321 yxRuyxAuyxAuyxAuyxAuyxAuyxA yxyyxyxx 

عادلات لھ صیغتان قیاسیتان ھماممعادلة من النوع الزائدي، فان ھذه النوع من ال
),,,,(:  الأولىالصیغة wzzw uuuwzu 

zwu),,,,( wz uuuwz

wzوعلى المشتقات الجزئیةuوعلى المتغیر المعتمد,wzالمتغیرات الجدیدة المستقلة uu ,               .
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),,,,(: الصیغة الثانیة  wzwwzz uuuwzuu 

zzwwھذه الصیغة تتضمن مشتقتین جزئیتین من الرتبة الثانیة ھي  uu ),,,,(بینما تعتمد الدالة , wz uuuwz على المتغیرات
zwوعلى المشتقات الجزئیة uوالمتغیر المعتمد,wzالجدیدة المستقلة  uu ,.

)4.4.1(مبرھنة
إذا كانت المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة         

)1(),(),(),(),(),(),(),( 654321 yxRuyxAuyxAuyxAuyxAuyxAuyxA yxyyxyxx 

),,,,(معادلة من النوع الزائدي وكانت  wzzw uuuwzu تمثل الصیغة القیاسیة لھا فان
2

2 2 1 2

1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , )
(2)

2 ( , )
A x y A x y A x y A x ydy

dx A x y






البرھان               
ھي (1)بما إن الصیغة القیاسیة للمعادلة التفاضلیة الجزئیة 

)3(),(),(),(),(),(),(),( yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 

wwzzالجزئیةتحتوي على المشتقات لا" الصیغة الأولى القیاسیة لمعادلة القطع الزائد " (2)ولكن المعادلة uu ,.
),(0,),(0إذن   yxCyxA وھذا یعني أن

)5(0),(),(),(

)4(0),(),(),(
2

32
2

1

2
32

2
1









yyxx

yyxx

wyxAwwyxAwyxA

zyxAzzyxAzyxA

2على  )4(بقسمة طرفي المعادلة 
yz 2على )5(والمعادلة

ywتحصل على
2

1 2 3( , )( ) ( , )( ) ( , ) 0 (6)x x

y y

z z
A x y A x y A x y

z z
  

2
1 2 3( , )( ) ( , )( ) ( , ) 0 (7)x x

y y

w w
A x y A x y A x y

w w
  

باستخدام قانون الدستور تحصل على
),(2

),(),(4),(),(

1

31
2
22

yxA

yxAyxAyxAyxA

z

z

y

x





),(2
),(),(4),(),(

1

31
2
22

yxA

yxAyxAyxAyxA

w

w

y

x





x,وھذا یعني إن لكل من   x

y y

w z

w z
إلا أننا نجد حل واحد فقط لكل منھما لكي یصبح6,7حلین یحققان المعادلات 

0),(,0),(  yxCyxA وان یكونا ھذین الحلین ل,x x

y y

w z

w z
غیر متساویین لان في حالة تساویھما تحصل على 

وبذلك تكون المعادلتین بالشكل التالي . محوریین متساویین

)8(
),(2

),(),(4),(),(

1

31
2
22 

yxA

yxAyxAyxAyxA

z

z

y

x






218ر 
Partial Differential Equationsالمعادلات التفاضلیة الجزئیة 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3:نظري 

19

)9(
),(2

),(),(4),(),(

1

31
2
22 

yxA

yxAyxAyxAyxA

w

w

y

x




الممیزتین وتسمى ھاتان المعادلتان بالمعادلتین 
byxwwayxzzبما إن   .ثوابت اختیاریة ,baحیث ),(,),(

0,0  dywdxwdwdyzdxzdz yxyx

0,0.  dywdxwdyzdxz yxyx

dx

dy

w

w

dx

dy

z

z

y

x

y

x  وبالتعویض عن . ,
y

x

y

x

z

z

w

w
تحصل على ) 9(،)8(في المعادلات ,

),(2
),(),(4),(),(

1

31
2
22

yxA

yxAyxAyxAyxA

dx

dy 




)(5.4.1مثال 
04برھن إن المعادلة التفاضلیة الجزئیة   xyyxx uuu ثم اوجد الاحداثیان الممیزان معادلة من النوع الزائدي

.والصیغة القیاسیة لھا
: الحل

2بما ان 
2 1 3 1 2 3( , ) 4 ( , ) ( , ) 0 4(1)( 4) 16 0 ( , ) 1, ( , ) 0, ( , ) 4A x y A x y A x y A x y A x y A x y          

من النوع الزائديإیجاد الصیغة القیاسیة لمعادلة إذن المطلوب ھو .معادلة من النوع الزائديالمعادلة التفاضلیة الجزئیة 

)1(2
2
4

2
160

),(2
),(),(4),(),(

1

31
2
22 










yxA

yxAyxAyxAyxA

dx

dy

2
2
4

2
160

),(2
),(),(4),(),(

1

31
2
22 







yxA

yxAyxAyxAyxA

dx

dy

axyaxyنحصل على ) 1(من المعادلة   ثابت اختیاري aحیث 22
bxybxyنحصل على  ) 2(من المعادلة   ثابت اختیاري bحیث 22

bxywaxyzالاحداثیان الممیزان ھما   2,2
الآن نجد الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع الزائد 

0),(,0),(,0),(,1),(,4),(,0),(,1),( 654321  yxRyxAyxAyxAyxAyxAyxA

0,0,1,0,2  xyyyyxxx zzzzz

0,0,1,0,2  xyyyyxxx wwwww

0404),(),(),(),( 2
32

2
1  yyxx zyxAzzyxAzyxAyxA

16808),(2))(,(),(2),( 321  yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB

0404),(),(),(),( 2
32

2
1  yyxx wyxAwwyxAwyxAyxC

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 2 0 2xx xy yy x yD x y A x y z A x y z A x y z A x y z A x y z          

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 ( 2) 0 2xx xy yy x yE x y A x y w A x y w A x y w A x y w A x y w            

0),(),(,0),(),( 6  yxRyxGyxAyxF
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),(),(),(),(),(),(),(الصیغة القیاسیة ھي  yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 

0221608)(
8
1

 wzzwwzzwwzzw uuuuuuuuu

)(6.4.1مثال
2برھن أن المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 0xx yyy u x u  ،0, 0x y ثم اوجد الاحداثیان لنوع الزائدي معادلة من ا

.الممیزان والصیغة القیاسیة لھا
: الحل

0),(,0),(,0),(,0),(,),(,0),(,),( 654
2

32
2

1  yxRyxAyxAyxAxyxAyxAyyxA

04))((40),(),(4),( 2222
31

2
2  yxxyyxAyxAyxA

من النوع الزائديإذن المطلوب ھو إیجاد الصیغة القیاسیة لمعادلة . معادلة من النوع الزائديالمعادلة التفاضلیة الجزئیة 
2

2 2 1 3
2

1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 0 2 (1)
2 ( , ) 2

A x y A x y A x y A x ydy xy x

dx A x y y y

 
   



2
2 2 1 3

2
1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 0 2 (2)
2 ( , ) 2

A x y A x y A x y A x ydy xy x

dx A x y y y

 
  



axyتحصل على )1(من المعادلة  2
12

2
12

2
1  حیثa ثابت اختیاري.

bxyتحصل على  )2(من المعادلة  2
12

2
12

2
1  حیثb ثابت اختیاري.

bxywaxyzثیان الممیزان ھما الاحدا  2222 ,
الآن نجد الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع الزائد 

2 , 2, 0, 2 , 2, 2 , 2, 0, 2 , 2x xx xy y yy x xx xy y yyz x z z z y z w x w w w y w           

0404),(),(),(),( 22222
32

2
1  yxyxzyxAzzyxAzyxAyxA yyxx

2 2 2 2 2 2
1 2 3( , ) 2 ( , ) ( , )( ) 2 ( , ) 8 0 8 16x x x y y x y yB x y A x y z w A x y z w z w A x y z w x y x y x y         

0404),(),(),(),( 22222
32

2
1  yxyxwyxAwwyxAwyxAyxC yyxx

2 2 2 2
1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 0 2 0 0 2 2xx xy yy x yD x y A x y z A x y z A x y z A x y z A x y z y x y x           

2 2 2
1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 0 2 0 0 2 2xx xy yy x yE x y A x y w A x y w A x y w A x y w A x y w y x y x           

0),(),(,0),(),( 6  yxRyxGyxAyxF

),(),(),(),(),(),(),( yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 

0)(2)(216 222222  wzzw uxyuxyuyx

])()[( 2222
8

1
22 wzyxzw uxyuxyu 

224224422422222222 422)()( yxxyxyxyxyxyxywz 
الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع الزائد ھي

),(),(),(),(),(),(),( yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 

)(2 22 wz

zuwu
u wz

zw 
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ملاحظة
إذا كانت المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة         

)1(),(),(),(),(),(),(),( 654321 yxRuyxAuyxAuyxAuyxAuyxAuyxA yxyyxyxx 

),,,,(معادلة من النوع الزائدي وكانت  wzwwzz uuuwzuu  تمثل الصیغة القیاسیة لھا
ھي (1)بما إن الصیغة القیاسیة للمعادلة التفاضلیة الجزئیة 

)2(),(),(),(),(),(),(),( yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 

وان معامل zwuتحتوي على المشتقات الجزئیة لا" الزائد الصیغة القیاسیة الثانیة لمعادلة القطع " )2(ولكن المعادلة 
zzu یساوي سالب معاملwwu. 0إذن),(),,(),(  yxByxCyxA وھذا یعني أن

)3(0),(2))(,(),(2 321  yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxA

)4()),(),(),((),(),(),( 2
32

2
1

2
32

2
1 yyxxyyxx wyxAwwyxAwyxAzyxAzzyxAzyxA 

ولكن المعادلتین    4,3ولھذا السبب سنتبع طرق مختلفة عن الطریقة السابقة لإیجاد الصیغة . لیس لھما حلا
.القیاسیة الثانیة لمعادلة القطع الزائد 

الطریقة الأولى 
),,,,(تحول المعادلة الجزئیة إلى الصیغة) 1(   uuuu  وھذه الصیغة ھي الصیغة القیاسیة الأولى لمعادلة

الممیزان الاحداثیانالقطع الزائد  ,.
نفرض إن) 2(  wz ,

GFEBCBAثم تجد المعاملات  ومنھا تحصل على الصیغة القیاسیة الثانیة لمعادلة القطع الزائد )13(في المعادلة ,,,,,,
)(7.4.1مثال
04ن إن المعادلة التفاضلیة الجزئیة برھ  xyyxx uuu ثم اوجد الاحداثیان الممیزان معادلة من النوع الزائدي

.والصیغة القیاسیة الثانیة لھا
:الحل

04برھنا المعادلة التفاضلیة الجزئیة ) 5.4.1(في المثال  xyyxx uuu معادلة من النوع الزائدي وان
داثیان الممیزان ھما الاح

2 , 2 , 2 2 2 , 2 2 4y x y x z y x y x y w y x y x x                      
الآن نجد الصیغة القیاسیة الثانیة لمعادلة القطع الزائد 

0),(,0),(,0),(,1),(,4),(,0),(,1),( 654321  yxRyxAyxAyxAyxAyxAyxA

0, 0, 0, 2, 0, 4, 0, 0, 0, 0x xx xy y yy x xx xy y yyz z z z z w w w w w         

161600),(),(),(),( 2
32

2
1  yyxx zyxAzzyxAzyxAyxA

0000),(2))(,(),(2),( 321  yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB

160016),(),(),(),( 2
32

2
1  yyxx wyxAwwyxAwyxAyxC

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 0 0 0xx xy yy x yD x y A x y z A x y z A x y z A x y z A x y z          

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 4 0 4xx xy yy x yE x y A x y w A x y w A x y w A x y w A x y w          

0),(),(,0),(),( 6  yxRyxGyxAyxF

),(),(),(),(),(),(),(الصیغة القیاسیة الثانیة  ھي  yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 
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1 16 16 4 0
4zz ww w zz ww wu u u u u u       

)(8.4.1مثال
00,0برھن أن المعادلة التفاضلیة الجزئیة  22  yyxx uxuyxy ثم اوجد الاحداثیان معادلة من النوع الزائدي

.نیة لھاالممیزان والصیغة القیاسیة الثا
الحل

022برھنا المعادلة التفاضلیة الجزئیة ) 6.4.1(في المثال  yyxx uxuy0,0  xy معادلة من النوع
2الاحداثیان الممیزان ھما الزائدي وان  2 2 2,y x y x    

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 , 2z y x y x y w y x y x x                
لمعادلة القطع الزائدالآن نجد الصیغة القیاسیة الثانیة

0),(,0),(,0),(,0),(,),(,0),(,),( 654
2

32
2

1  yxRyxAyxAyxAxyxAyxAyyxA

4,4,0,0,0  yyyxyxxx zyzzzz

0,0,0,4,4  xyyyyxxx wwwwxw

yxyxzyxAzzyxAzyxAyxA yyxx
2222

32
2

1 161600),(),(),(),( 

1 2 3( , ) 2 ( , ) ( , )( ) 2 ( , ) 0 0 0 0x x x y y x y yB x y A x y z w A x y z w z w A x y z w       
22222

32
2

1 160016),(),(),(),( yxyxwyxAwwyxAwyxAyxC yyxx 
2 2

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 4 0 0 4xx xy yy x yD x y A x y z A x y z A x y z A x y z A x y z x x           
2 2

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 4 0 0 0 4xx xy yy x yE x y A x y w A x y w A x y w A x y w A x y w y y         ال
),(),(),(),(),(),(),(صیغة القیاسیة الثانیة  ھي yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 

0441616 222222  wzwwzz uyuxuyxuyx

)()( 2
1

2
1122

4
1

22 zwzwzwyxwwzz wuzuuxuyuu 

zw
wuzu

wwzz
zwuu 2



الطریقة الثانیة 
)تحول المعادلة التفاضلیة الجزئیة إلى الصیغة  ) 1( , , , , )u u u u     وھذه الصیغة ھي الصیغة القیاسیة الأولى

الممیزان الاحداثیانلمعادلة القطع الزائد  ,.
z,نفرض أن ) 2( w      

1 1
2 21, 1, 1, 1 ( ) , ( )z z w w z w z w               

نجد المشتقات الجزئیة ) 3( uuu ,,

 wuzuuuuu wzwz .. 

 wuzuuuuu wzwz .. 

 wuzuwuzuu wwzwzwzz .... 

zwzzwwzwzwzz uuuuuu 
نعوض عن )  4( uuu .لمعادلة القطع الزائد فیكون الناتج ھو الصیغة القیاسیة الثانیة)1(في المعادلة ,,
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)(9.4.1مثال
04برھن إن المعادلة التفاضلیة الجزئیة  xyyxx uuu ثم اوجد الصیغة القیاسیة الثانیة لھامعادلة من النوع الزائدي.

: الحل
04برھنا المعادلة التفاضلیة الجزئیة ) 5.4.1(في المثال  xyyxx uuu معادلة من النوع الزائدي

الممیزان الاحداثیانالصیغة القیاسیة الأولى لمعادلة القطع الزائد و )(ھي ,
8
1

 uuu 

)(8
1

wzwzwwzz uuuuuu 

wwwzzاسیة الثانیة لمعادلة القطع الزائد ھي الصیغة القی uuu 4
1

)(10.4.1مثال
2برھن أن المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 0xx yyy u x u ،0, 0x y  ثم الصیغة معادلة من النوع الزائدي

.القیاسیة الثانیة لھا
:الحل

2ة التفاضلیة الجزئیةبرھنا المعادل) 6.4.1(في المثال 20, 0, 0xx yyy x y u x u    معادلة من النوع الزائدي
الممیزان الاحداثیانالصیغة القیاسیة الأولى لمعادلة القطع الزائد و ھي,

2 22( ) 2( )( )
u u u u

u    


   

     

 
 

  
1 1( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2

2

z w z w
z w z w

zz ww

z w u u z w u u z w u u z w u u
u u

zw zw

         
  

1 ( 2 )1 2( )
2 2 2

z w z w
z z w w z w z w

zz ww

wu zu wu zuzu wu zu wu zu zu wu wu
u u

zw zw

          
  

ادلة القطع الزائد ھي الصیغة القیاسیة لمع
2

w z
zz ww

zu wu
u u

zw


 

ملاحظة
إذا كانت المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة         

1 2 3 4 5 6( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1)xx xy yy x yA x y u A x y u A x y u A x y u A x y u A x y u R x y      

)معادلة من النوع المكافئ ، فان الصیغة القیاسیة لھا  ھي , , , , ) (2)ww z wu z w u u u  ھذه الصیغة تتضمن
),,,,(بینما تعتمد الدالة  wwuلرتبة الثانیة ھي مشتقة جزئیة واحدة من ا wz uuuwz  على المتغیرات الجدیدة المستقلة

,z w وعلى المتغیر المعتمدu وعلى المشتقات الجزئیةwz uu ,               .
)11.4.1(رھنةمب

إذا كانت المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة         
1 2 3 4 5 6( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1)xx xy yy x yA x y u A x y u A x y u A x y u A x y u A x y u R x y      

),,,,(معادلة من النوع المكافئ وكانت  wzww uuuwzu تمثل الصیغة القیاسیة لھا فان
2

1

( , ) (3)
2 ( , )
A x ydy

dx A x y
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: البرھان 
ھي (1)ادلة التفاضلیة الجزئیة بما إن الصیغة القیاسیة للمع

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (4)zz zw ww z wA x y u B x y u C x y u D x y u E x y u F x y u G x y      
zwzzلاتحتوي على المشتقات الجزئیة " الصیغة الأولى القیاسیة لمعادلة القطع المكافئ " (2)ولكن المعادلة  uu ,.

),(0,),(0إذن       yxByxA وھذا یعني أن
2 2

1 2 3

2 2
1 2 3

( , ) ( , ) ( , ) 0 (5)

2 ( , ) ( , )( ) 2 ( , ) 0 (6)
x x y y

x x x y y x y y

A x y z A x y z z A x y z

A x y z w A x y z w z w A x y z w

  

   





2على  )4(في المعادلة بقسمة طر
yz2تحصل على

1 2 3( , )( ) ( , )( ) ( , ) 0 (7)x x

y y

z z
z zA x y A x y A x y   

باستخدام قانون الدستور تحصل على 
2

2 2 1 3

1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , )
(8)

2 ( , )
x

y

A x y A x y A x y A x yz

z A x y

 




),(4),(),(0بما أن  31
2
2  yxAyxAyxA 2نحصل على

1

( , ) (9)
2 ( , )

x

y

z A x y

z A x y




)بما إن  , )z z x y a  حیثa ثابت اختیاري.

(10)بما ان  0 0x
x y x y

y

z dy
z dx z dy dz z dx z dy

z dx
         وبالتعویض عنx

y

z

z

تحصل على 9,10في المعادلات 
),(2
),(

1

2

yxA

yxA

dx

dy


ملاحظة
yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB ),(2))(,(),(2),( 321 

2بما ان 
2 1 3( , ) 4 ( , ) ( , ) 0A x y A x y A x y 

),(),(4),(),(),(2),( 31
2
2312 yxAyxAyxAyxAyxAyxA 

y
w

y
zyxA

x
w

y
z

y
w

x
zyxAyxA

x
w

x
zyxAyxB ),(32)(),(2),(12),(12),( 

)),(),()(),(),((2),( 3131 yxyx wyxAwyxAzyxAzyxAyxB 

)),(),()(),(),((2),( 3131 yx
y

x
y wyxAwyxAyxA

z

z
yxAzyxB 

)),(),()(),(
),(2
),(),((2),( 313

1

2
1 yxy wyxAwyxAyxA

yxA

yxA
yxAzyxB 




)),(),()(),(
),(2

),(),(2
),((2),( 313

1

31
1 yxy wyxAwyxAyxA

yxA

yxAyxA
yxAzyxB 

)),(),()(),(),((2),( 3133 yxy wyxAwyxAyxAyxAzyxB 

)عندما zأذن عند اختیار  , ) 0A x y  فان أي اختیار إلىwجعلی( , ) 0B x y 
ywھي wوان أسھل طریقة لاختیار ). zغیر موازیة إلى wبحیث تكون (بأیة طریقة wأذن یمكن اختیار  

.
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)(12.4.1مثال 
02أن المعادلة التفاضلیة الجزئیة برھن   yyxyxx uuu  ثم اوجد الاحداثیان الممیزان معادلة من النوع المكافئ

.والصیغة القیاسیة لھا
: الحل

1 2 3 4 5 6( , ) 1, ( , ) 2, ( , ) 1, ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0A x y A x y A x y A x y A x y A x y R x y      

044)1)(1(44),(),(4),( 31
2
2  yxAyxAyxA

من النوع المكافئالصیغة القیاسیة لمعادلة إذن المطلوب ھو إیجاد . معادلة من النوع المكافئالمعادلة التفاضلیة الجزئیة 
1

2
2

),(2
),(

1

2 
yxA

yxA

dx

dy

axy  حیثa ثابت اختیاري axy . الاحداثیان الممیزان ھما,z y x w y  

.ألان نجد الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع المكافئ 
1 2 3 4 5 6( , ) 1, ( , ) 2, ( , ) 1, ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0A x y A x y A x y A x y A x y A x y R x y      

1, 0, 1, 0, 0x xx y yy xyz z z z z     

0,0,1,0,0  xyyyyxxx wwwww

0121),(),(),(),( 2
32

2
1  yyxx zyxAzzyxAzyxAyxA

0220),(2))(,(),(2),( 321  yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB

1100),(),(),(),( 2
32

2
1  yyxx wyxAwwyxAwyxAyxC

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 0 0 0xx xy yy x yD x y A x y z A x y z A x y z A x y z A x y z          

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 0 0 0xx xy yy x yE x y A x y w A x y w A x y w A x y w A x y w          

0),(),(,0),(),( 6  yxRyxGyxAyxF

),(),(),(),(),(),(),(الصیغة القیاسیة ھي yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 
0wwu  

)(13.4.1مثال 
02برھن أن المعادلة التفاضلیة الجزئیة  22  yyxyxx uyxyuux  ثم اوجد الاحداثیان معادلة من النوع المكافئ

.الممیزان والصیغة القیاسیة لھا
:الحل

2 2
1 2 3 4 5 6( , ) , ( , ) 2 , ( , ) , ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0A x y x A x y xy A x y y A x y A x y A x y R x y      

044),(),(4),( 2222
31

2
2  yxyxyxAyxAyxA

من النوع المكافئإذن المطلوب ھو إیجاد الصیغة القیاسیة لمعادلة . معادلة من النوع المكافئالمعادلة التفاضلیة الجزئیة

x

y

yxA

yxA

dx

dy


),(2
),(

1

2

ln ln ln ln dy dx
y x c y x c

y x
       حیثcثابت اختیاري

lncy y
e a c

x x
     الاحداثیان الممیزان ھماyw

x

y
z  ,
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.الآن نجد الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع المكافئ 

2 3 2

2 1 1, , , 0, ,x xx y yy xy

y y
z z z z z

x x x x
      

0,0,1,0,0  xyyyyxxx wwwww
2 2 2 2

2 2 2 2
1 2 3 4 2 2 2 2 2

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) 2 ( )( ) ( ) 2 0x x y y

y y y y y
A x y A x y z A x y z z A x y z x xy y

x x x x x x x
          

022)1)(1(2)0(20

),(2))(,(),(2),(
22

2
2

321





x

y

x

y

x
y

x

y
xy

wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB yyxyyxxx

222
32

2
1 00),(),(),(),( yywyxAwwyxAwyxAyxC yyxx 

2
1 2 3 4 5 3 2

2 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) 2 ( ) 0 0 0 0xx xy yy x y

y y y
D x y A x y z A x y z A x y z A x y z A x y z x xy

x x x x
             

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 0 0 0xx xy yy x yE x y A x y w A x y w A x y w A x y w A x y w          

0),(),(,0),(),( 6  yxRyxGyxAyxF

),(),(),(),(),(),(),(الصیغة القیاسیة ھي  yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 
20 0ww wwu y u   

ملاحظة
إذا كانت المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة         

1 2 3 4 5 6( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1)xx xy yy x yA x y u A x y u A x y u A x y u A x y u A x y u R x y      
)معادلة من النوع الناقصي ، فان الصیغة القیاسیة لھا  ھي , , , , ) (2)zz ww z wu u z w u u u   ھذه الصیغة

wwzzتتضمن م  uu ,),,,,( wz uuuwz

wzوعلى المشتقات الجزئیة uوعلى المتغیر المعتمد  ,wzالجدیدة المستقلة   uu ,  .
ھي (1)بما إن الصیغة القیاسیة للمعادلة التفاضلیة الجزئیة 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (3)zz zw ww z wA x y u B x y u C x y u D x y u E x y u F x y u G x y      
zzuوان معامل. zwuتحتوي على المشتقة الجزئیة لا" الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع الناقص " (2)ولكن المعادلة 

wwuامل یساوي مع
)إذن      , ) ( , ), ( , ) 0A x y C x y B x y  وھذا یعني أن

2 2
1 2 3

2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

2 ( , ) ( , )( ) 2 ( , ) 0 (4)

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (5)
x x x y y x y y

x x y y x x y y

A x y z w A x y z w z w A x y z w

A x y z A x y z z A x y z A x y w A x y w w A x y w

   

    





ولھذا السبب نتبع طریقة تختلف عن الطرق السابقة وتكون حسب . لیس لھما حلا؟ لماذا؟5,4ولكن المعادلتین 
.الخطوات الآتیة

)ضلیة الجزئیة إلى الصیغة   تحول المعادلة التفا) 1( , , , , ) (6)u u u u     
لإیجاد الاحداثیان الممیزان  .نستخدم نفس الطریقة المتبعة في حالة معادلة القطع الزائد  وذلك بحل المعادلتین الممیزتین,
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2
2 2 1 3

1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , )
(7)

2 ( , )
A x y A x y A x y A x ydy

dx A x y

 
 

2
2 2 1 3

1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , )
(8)

2 ( , )
A x y A x y A x y A x ydy

dx A x y

 
 

),(4),(),(0حیث 31
2
2  yxAyxAyxAومنھا نحصل علىbyxayx  ),(,),( حیثba,

.ثوابت اختیاریة
)(نفرض أن ) 2(

2
1),(

2
1

 
i

wz

GFEDCBAثم نجد المعاملات  .ومنھا نحصل على  الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع الناقص ) 3(في المعادلة ,,,,,,
)(14.4.1مثال
022أن المعادلة التفاضلیة الجزئیة برھن  yyxx uxuy  ثم اوجد الصیغة القیاسیة لھامعادلة من النوع الناقصي.
:الحل

2 3
1 2 3 4 5 6( , ) , ( , ) 0, ( , ) , ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0A x y y A x y A x y x A x y A x y A x y R x y      

0440),(),(4),( 2222
31

2
2  yxyxyxAyxAyxA

من النوع الناقصيدلة إذن المطلوب ھو إیجاد الصیغة القیاسیة لمعا. معادلة من النوع الناقصيالمعادلة التفاضلیة الجزئیة 
2

2 2 1 3
2

1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 0 2 (1)
2 ( , ) 2

A x y A x y A x y A x ydy xyi x
i

dx A x y y y

  
    

2
2 2 1 3

2
1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 0 2 (2)
2 ( , ) 2

A x y A x y A x y A x ydy xyi x
i

dx A x y y y

  
   

aixyنحصل على ) 1(من المعادلة 
2
1

2
1

2
1 22  حیثa نحصل على ) 2(من المعادلة ، ثابت اختیاري

bixy
2
1

2
1

2
1 22  حیثbثابت اختیاريbixyaixy  2222 , 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1( ) ( ) , ( ) ( )
2 2 2 2

z y x i y x i y w y x i y x i x
i i

                

.نجد الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع الناقصي الآن
2 3

1 2 3 4 5 6( , ) , ( , ) 0, ( , ) , ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0A x y y A x y A x y x A x y A x y A x y R x y      

0, 0, 2 , 2, 0x xx y yy xyz z z y z z    

2 , 2, 0, 0, 0x xx y yy xyw x w w w w    
22222

32
2

1 4400),(),(),(),( yxyxzyxAzzyxAzyxAyxA yyxx 

0000),(2))(,(),(2),( 321  yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB
22222

32
2

1 4004),(),(),(),( yxyxwyxAwwyxAwyxAyxC yyxx 
2 2

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 2 0 0 2xx xy yy x yD x y A x y z A x y z A x y z A x y z A x y z x x          
2 2

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 0 0 0 0 2xx xy yy x yE x y A x y w A x y w A x y w A x y w A x y w y y          



218ر 
Partial Differential Equationsالمعادلات التفاضلیة الجزئیة 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3:نظري 

28

0),(),(,0),(),( 6  yxRyxGyxAyxF

),(),(),(),(),(),(),(الصیغة القیاسیة ھي  yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 
2 2 2 2 2 24 4 2 2 0zz ww z wx y u x y u x u y u    

)(15.4.1مثال 

برھن أن المعادلة التفاضلیة الجزئیة 
2

2
1

22
x

xyyxx euxuu


  لصیغة القیاسیة لھاثم امعادلة من النوع الناقصي.
: الحل

21
2 2

1 2 3 4 5 6( , ) 1, ( , ) 0, ( , ) 2, ( , ) , ( , ) 0, ( , ) 0, ( , )
x

A x y A x y A x y A x y x A x y A x y R x y e


      

08)2)(1(40),(),(4),( 31
2
2  yxAyxAyxA

من النوع الناقصيإذن المطلوب ھو إیجاد الصیغة القیاسیة لمعادلة . معادلة من النوع الناقصيالمعادلة التفاضلیة الجزئیة 
2

2 2 1 3

1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 0 2 2 2 (1)
2 ( , ) 2

A x y A x y A x y A x ydy i
i

dx A x y

  
    

2
2 2 1 3

1

( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 0 2 2 2 (2)
2 ( , ) 2

A x y A x y A x y A x ydy i
i

dx A x y

  
   

axiyعلى نحصل ) 1(من المعادلة  bxiyنحصل على ) 2(من المعادلة ، ثابت اختیاريaحیث 2  2
ثابت اختیاريbحیث 

bxiyaxiy  2,2 
1 1 1 1( ) ( 2 2 ) , ( ) ( 2 2 ) 2
2 2 2 2

z y xi y xi y w y xi y xi x
i i

                

.نجد الصیغة القیاسیة لمعادلة القطع الناقصيالآن
0, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0x xx y yy xy x xx y yy xyz z z z z w w w w w         

2200),(),(),(),( 2
32

2
1  yyxx zyxAzzyxAzyxAyxA

0000),(2))(,(),(2),( 321  yyxyyxxx wzyxAwzwzyxAwzyxAyxB

2002),(),(),(),( 2
32

2
1  yyxx wyxAwwyxAwyxAyxC

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 0 0 0xx xy yy x yD x y A x y z A x y z A x y z A x y z A x y z          
2 2

1 2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0 2 0 2xx xy yy x yE x y A x y w A x y w A x y w A x y w A x y w x x          
2

2
1

6 ),(),(,0),(),(
x

eyxRyxGyxAyxF




),(),(),(),(),(),(),(الصیغة القیاسیة ھي yxGuyxFuyxEuyxDuyxCuyxBuyxA wzwwzwzz 


 2

2
1

2222
x

wwwzz euxuu


)2(
2
1 22

1 2

w

x

wwzz uxeuu

2بما أن  21 1 2
2 2

x w x w w x    
21

241 1( )
2 2

w

zz ww wu u e w u
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Solution of Partial Differential  Equationsالجزئیةحل المعادلات التفاضلیة 5.1
) 1.5.1(تعریف

) (
-:ویكون الحل على أنواع ھي. خالیة من المشتقات الجزئیة وتحقق المعادلة التفاضلیة الجزئیة

(General Solution)الحل العام ) 1(
.ھو حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ویحتوي على عدد من الدوال الاختیاریة المستقلة بقدر رتبة المعادلة التفاضلیة

(Particular solution)الحل الخاص ) 2(
.ھو حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ویمكن الحصول علیھ من الحل العام باختیار خاص للدوال الاختیاریة

Singular Solution)(الحل المفرد ) 3(
.ھو حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ولا یمكن الحصول علیھ من الحل العام باختیار خاص للدوال الاختیاریة

Exact)) الكامل(الحل التام ) 4( (complete) Solution)
.ھو حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ویحتوي على عدد من الثوابت الاختیاریة و لا یحتوي على دول اختیاریة

ملاحظة

.تسمى بالشروط الابتدائیة والحدودیة
)2.5.1(مثال

),()(برھن إن  yxayxu  حیثa ثابت اختیاري ھو الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة),()( yxuuyx x .
: حل ال

xu a ( ) ( )xx y u a x y    . إذن),( yxu ھو حل تام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة
)3.5.1(مثال

xeyxuبرھن إن  y 2sin),( 8 ھو الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة الجزئیةxxy uu 2  بحیث
0),(),0(,2sin),(  yuyuxyxu .
: حلال

xeyxuبما ان  y 2sin),( 8
0 8 8( ,0) sin 2 sin 2 , (0, ) sin(0) ( , ) 0, ( , ) sin 2 0y yu x e x x u y e u y u y e        

8 8 8 82 8 sin 2 2 cos 2 , 4 sin 2 , 8 sin 2y y y y
xx y x xx yu e x u u e x u e x u e x           

),(أذن  yxu حل خاص للمعادلة التفاضلیة الجزئیةxxy uu 2.
)5.5.1(مثال

),()3(برھن أن    xyFyxu )حیثF    دالة اختیاریة قابلة للتفاضل (
03  yx uu ثم اوجد الحل الخاص الذي یحقق الشرطyyu sin4),0( .
: حل ال

),()3(بما ان  xyFyxu '( 3 )( 3) 3 '( 3 ) , '( 3 )x yu F y x F y x u F Y x       

3 3 '( 3 ) 3 '( 3 ) 0x yu u F y x F y x        . إذن),( yxu 03حل عام  للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  yx uu.
yyFyuبما ان  sin4)(),0( )3sin(4)3( xyxyF 

),3sin(4)(الحل الخاص ھو  xyyxu .
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تكوین المعادلة التفاضلیة الجزئیة من الحل التام لھا 6.1
لة التفاضلیة الجزئیة من الحل التام لھا نقوم بحذف الثوابت الاختیاریة الموجودة في الحل التام وذلك باستخدام لإیجاد المعاد

فإذا كان عدد الثوابت الاختیاریة في الحل التام مساویاً لعدد . التفاضل الجزئي للحل التام بقدر ما تحتاجھ لحذف تلك الثوابت
أما إذا كان عدد الثوابت الاختیاریة اقل . لة تفاضلیة جزئیة واحدة ومن الرتبة الأولىالمتغیرات المستقلة فنحصل على معاد

بینما إذا كان عدد الثوابت . من عدد المتغیرات المستقلة فنحصل على أكثر من معادلة تفاضلیة جزئیة من الرتبة الأولى
.تفاضلیة جزئیة ومن رتب أعلى من الرتبة الأولىالاختیاریة أكثر من عدد المتغیرات المستقلة فنحصل على أكثر من معادلة

)1.6.1(مثال
abbyaxyxuاوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا ھو  ثوابت اختیاریة,baحیث ),(22

:الحل
عدد الثوابت الاختیاریة اثنان وعدد المتغیرات المستقلة اثنان وعلیھ نتوقع أن نحصل             

.واحدة من الرتبة الأولى
abbyaxyxuبما ان   22),(1 2

2 x xa u u ax
x

    1وكذلك 2
2 y yb u u by

y
  

yxyxفي الحل العام نحصل على ,baبالتعویض عن uu
xy

u
y

u
x

yxu
4
1

22
),( 

422),(إذن المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي 22 yxxyuuxyyuxuu yxyx وھذه معادلة تفاضلیة جزئیة من الرتبة الأولى.
)2.6.1(مثال

yaxyxuاوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا ھو ),( حیثaثابت اختیاري
: الحل

.جزئیة من الرتبة الأولى
yaxyxuبما ان  ),(xu a  1وكذلكyu 1yu ( , ) xu x y xu y  

),(,1إذن المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي   yx uyuxyxuوھذه معادلات تفاضلیة جزئیة من الرتبة الأولى.
)3.6.1(مثال

cbyaxyxuأوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا ھو ),( حیثcba .ثوابت اختیاریة,,
:الحل

.جزئیة من رتب أعلى من الرتبة الأولى
cbyaxyxuبما ان  ),(0, 0xx xy xu u u a     0وكذلكyy yu u b  

0,0,0إذن المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي   yyxyxx uuuئیة من الرتبة الثانیةوھذه معادلات تفاضلیة جز.
)4.6.1(مثال

cxybyaxyxuأوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا ھو ),( حیثcba .ثوابت اختیاریة,,
:الحل

ضلیة عدد الثوابت الاختیاریة ثلاثة بینما عدد المتغیرات المستقلة اثنان، وعلیھ نتوقع أن نحصل على معادلات تفا
.جزئیة من رتب أعلى من الرتبة الأولى

cxybyaxyxuبما ان  ),(,x xy xy xa u yu u c u a cy      
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yوكذلك   y xy yb u cx u xu u b cx      

0,0,)()(),(  yyxxxyyxxyxyyxyx uuxyuyuxuxyuxuuyyuuxyxu

),(,0,0إذن المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي   yyxxxyyx uuxyuyuxuyxu وھذه معادلات تفاضلیة
.ثانیة جزئیة من الرتبة ال

)5.6.1(مثال
وحدات ومركزھا یقع في المستوي 5اوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا ھو مجموعة الكرات التي نصف قطرھا 

yx .
:الحل

yxوحدات ومركزھا یقع في المستوي 5معادلة مجموعة الكرات التي نصف قطرھا   ھي
25)()()( 222  bzayax

.ثوابت اختیاریة  ,baحیث
.على معادلة تفاضلیة جزئیة واحدة ومن الرتبة الأولى

2( ) 2( ) 0, 2( ) 2( ) 0x yx a z b z y a z b z       

( ) ( ) 0 (1), ( ) ( ) 0 (2)x yx a z b z y a z b z       

)())((0نحصل على ) 1(من معادلة ) 2(بطرح معادلة   yx zzbzyx( )
x y

x y
z b

z z


   



2 2( ) ( ) (3)
x y

x y
z b

z z


 



xxنحصل على ) 1(من معادلة  zbzaxzbzax )()()()()( 222 

2نحصل على ) 2(من معادلة  2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )y yy a z b z y a z b z       
2222 )(25)1)()(()( yxyx zzzzyx 

.جزئیة من الرتبة الأولى
)6.6.1(مثال

برھن على أن
x

y
dcxyybxaxyxubyaxyxu

4
22333 ),(,),( حیثdcba .  ثوابت اختیاریة,,,

. یعطیان نفس المعادلة التفاضلیة الجزئیة
:الحل

)1    (33),( byaxyxu 2
2 3

3
1

axuu
x

a xx 

2وكذلك 
2 3

3
1

byuu
y

b yy yx u
y

yu
x

xyxu 2
3

2
3

3
1

3
1),( 

3إذن المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي  ( , )x yxu yu u x y 

)2 (
x

y
dcxyybxaxyxu

4
223),( 2

4
22 23

x

y
dcybxyaxux 
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وكذلك 
x

y
dcxybxu y

3
2 42 

),(333334223
4

223
4

22
4

223 yxu
x

y
dcxyybxax

x

y
dcxyybx

x

y
dcxyybxaxyuxu yx 

3),(إذن المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي  yxuyuxu yx  الحلین یعطیان نفس المعادلة التفاضلیة الجزئیةوعلیھ.
) 7.6.1(مبرھنة

byahaxzإذا كان ) 1(  دالة اختیاریة hثوابت اختیاریة، ,baفاضلیة جزئیة حیث یمثل الحل التام لمعادلة ت)(
)(، فان تلك المعادلة التفاضلیة الجزئیة تكون بالشكل aإلى  xy zhz 

),(إذا كان ) 2( bagbyaxz عادلة تفاضلیة جزئیة حیث یمثل الحل التام لمba, ،ثوابت اختیاریةg دالة
),(، فان تلك المعادلة التفاضلیة الجزئیة تكون بالشكل ,baاختیاریة إلى  yxyx zzgyzxzz  وتسمى ھذه المعادلة

.بمعادلة كلیرو الموسعة
:برھانال

)بما ان  )1( )z ax h a y b  ( ) , ( )y x x yz h z z a z h a    

)بما ان ) 2( , )z ax by g a b  ( , ) ,x y x y x yz xz yz g z z z a z b      

)8.6.1(مثال 
اوجد المعادلة التفاضلیة التي حلھا التام ھو

)1(by
a

a
axz 




1
abbyaxz)2(. ثوابت اختیاریة,baحیث حیثba,ثوابت اختیاریة.

:الحل
بما ان ) 1(

1
a

z ax y b
a

  


( ) ( )
1 1

x
x

x

z a
h z h a

z a
     

 

( 1) ( )
1

x
x y x y x

x

z
z z z z h z

z
       



0xإذن المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي  y x yz z z z  .
zبما ان ) 2( ax by ab  ( , ) ( , )x y x yg z z z z g a b ab   .

xإذن المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي  y x yz xz yz z z  .

تكوین المعادلة التفاضلیة الجزئیة من الحل العام لھا 7.1
یاریة الموجودة في الحل العام وذلك لإیجاد المعادلة التفاضلیة الجزئیة من الحل العام لھا نقوم بحذف الدوال الاخت

.باستخدام التفاضل الجزئي للحل العام بحیث تكون رتبة المعادلة التفاضلیة الجزئیة الناتجة بقدر عدد الدوال الاختیاریة
)1.7.1(مثال

),()(اوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا العام ھو yxFyxu حیثFدالة اختیاریة قابلة للتفاضل.
:الحل

),()(بما ان  yxFyxu ( ), ( )x yu F x y u F x y     

yxإذن المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي  uu .
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)2.7.1(مثال
)()(),( yxGxyFyxu GF ,

.للتفاضل
:الحل

),()()(بما ان yxGxyFyxu 
( ) ( ) (1), ( ) ( ) (2), ( ) ( ) (3)x y xyu yF x G y u F x xG y u F x G y          

1نحصل على ) 2(،)1(من المعادلات  1( ) ( ( )), ( ) ( ( ))x yF x u G y G y u F x
y x

     ، بالتعویض في

نحصل على ) 3(المعادلة 
1 1( ( )) ( ( )), ( ) ( )

( ( ) ( )) ( , )

xy x y xy x y

xy x y

u u G y u F x xyu xu xG y yu yF x
y x

xyu xu yu yF x xG y u x y

       

      

0اضلیة الجزئیة ھي إذن المعادلة التف yxxy yuxuxyu.
)3.7.1(مثال

)2()3(),( yxGyxFyxu GF ,
.قابلة للتفاضل

:الحل
),()3()2(بما ان yxGyxFyxu 

'( 3 ) 2 '(2 ) (1), 3 '( 3 ) '(2 ) (2)

3 ''( 3 ) 2 ''(2 ) (3), ''( 3 ) 4 ''(2 ) (4)

9 ''( 3 ) ''(2 ) (5)

x y

xy xx

yy

u F x y G x y u F x y G x y

u F x y G x y u F x y G x y

u F x y G x y

        

        

   

'')3(4'')2(نحصل على) 4(ادلة من المع yxGuyxF xx 

نحصل على ) 5(، ) 3(بالتعویض في المعادلات 
3 14 ''(2 ) (6), 9 35 ''(2 ) (7)xy xx yy xxu u G x y u u G x y      

xxxyyyثم جمعھا نحصل على 2في العدد ) 7(والمعادلة 5في العدد ) 6(بضرب المعادلة  uuu 352 

0253إذن المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي   yyxyxx uuu.
)4.7.1(مثال

),()(اوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا العام ھو  2 yxFxyxu  حیثFدالة اختیاریة قابلة لتفاضل.
: الحل

),()(بما ان 2 yxFxyxu 2 2( ) 2 ( ) (1), ( ) (2)x yu x F x y xF x y u x F x y       

)1نحصل على ) 2(،)1(معادلتین بجمع ال ) ( ) 2 ( )
2 x y x yF x y u u xF x y u u

x
      

)(بالتعویض عن  yxF في الحل العام نحصل على)(
2

),( yx uu
x

yxu 

2إذن المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي  yx xuxu.
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)5.7.1(مثال
)(اوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا العام ھو  uyxFuyx حیثF لتفاضللدالة اختیاریة قابلة.

:الحل
)(بما ان  uyxFuyx 

'( )(1 ) (1), '( )(1 ) (2)x x y yy u x y u F x y u u x u x y u F x y u u         

1( )(1 ) ( )(1 )
1

x x
x y y x

y y

yu xyu u
yu xyu u xu xyu u

xu xyu u

 
       

 

y x x y y x x yyu yuu xyu xyu u xu xyu xuu xyu u        .
uyxuxuyuuyxإذن المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي   yx )()()( .

)6.7.1(مثال
),()(اوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا العام ھو  2 yFaxyxu  حیثF ، دالة اختیاریة قابلة للتفاضلa ثابت

.اختیاري
: الحل

),()(بما ان  2 yFaxyxu 2 , 0 , 2 , 2x xy xx x xxu ax u u a u ax xu     

0أو 0xyuن المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي إذ xxx uxu.
)7.7.1(مثال

)2()(اوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا العام ھو
2
1),( 22 yaxFbxaxyxayxu  حیثF دالة

.ابت اختیاریةثو,baاختیاریة قابلة للتفاضل ،
:الحل

)2()(بما ان 
2
1),( 22 yaxFbxaxyxayxu 

2

2 2

( 2) '( ) (1), '( ) (2)

2 ''( ), (3), ''( ) (4)

''( ) (5)

x y

xx xy

yy

u a x ay b aF ax y u ax F ax y

u a a F ax y u a aF ax y

u F ax y

        

      

 

(6)نحصل على ) 5(، ) 4(من المعادلات  , (1 )
1

xy
xy yy xy yy

yy

u
a u au a u u a

u
     




2xxنحصل على ) 3(ثم طرح الناتج من المعادلة aبالثابت) 4(نضرب المعادلة  xyu au 

)(022المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي أذن  2  yyxyxxyyxx uuuuu

)8.7.1(مبرھنة
),,(,),,(لتكن  zyxvvzyxuu  دالتین مستقلتین في المتغیراتzyx ),(0لتكن ,, vu فانRQzPz yx 

xyyxzxxzyzzyحیث  vuvuRvuvuQvuvuP  ,,

:البرھان
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0, , , ( ) ( ) 0 (1)x u x v x x x z x x x z x u x x z v x x zu v u u u z v v v z u z u v z v              

)()(0)2(وبصورة مشابھة نحصل على  zyyvzyyu vzvuzu 

uvونحذف   ینتج أن ) 2(، ) 1(من المعادلتین ,

0



zyyzyy

zxxzxx

vzvuzu

vzvuzu

0)()()()(  zyyzxxzyyzxx uzuvzvvzvuzu

0 zyzxyzxzyxyxzyzxyzxzyxyx uzvzuvzuzvuvvzuzvuzvzuvu

( ) ( ) 0z y y z x x z z x y x y x yu v u v z u v u v z u v v u     

0x y x yPz Qz R Pz Qz R       

)9.7.1(مثال
),(0اوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا العام  3 

x

y

X

z
 حیثدالة اختیاریة قابلة للتفاضل.

:الحل
نفرض  

x

y
v

x

z
u  ,34 3

3 1, 0,x y z

z
u u u

x x
    2وكذلك

1, , 0x y z

y
v v v

x x
   

43

1)1)(1()0)(0(
xxx

vuvuP yzzy 

5423 )0)(3())(1(
x

y

x

z

x

y

x
vuvuQ zxxz 

524

3))(0()1)(3(
x

z

x

y

xx

z
vuvuR xyyx 

4 5 5

1 3
x y x y

y z
z z Pz Qz R

x x x


      . المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي اذنzyzxz yx 3.

)10.7.1(مثال 
),,(رأسھ النقطة اوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا  العام معادلة المخروط الذي cba.

:الحل
),(0معادلة المخروط ھي   







cz

by

cz

ax
 حیث دالة اختیاریة قابلة للتفاضل

x,نفرض a y b
u V

z c z c

 
 
 

2

1 , 0,
( )x y z

x a
u u u

z C z c


    
 

2وكذلك 

10 , ,
( )x y z

y b
v v v

z c z c


   

 

2 3

1(0)( ) ( )( )
( ) ( ) ( )Y Z z y

y b x a x a
P u v u v

z c z c z c z c

  
      

   

322 )(
))

)(
)(1()0(

)(
(

cz

by

cz

by

czcz

ax
vuvuQ zxxz 
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2)(
1)0)(0()1)(1(
czczcz

vuvuR xyyx 





RzQzP yx 3 3 2

1
( ) ( ) ( )x y

x a y b
z z

z c z c z c

 
  

  
)أذن المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي  ) ( )x yx a z y b z z c    

)11.7.1(مثال 
.zة حول المحورأوجد المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي حلھا العام معادلة جمیع السطوح الدورانی

: الحل
)()(ھي zمعادلة السطوح الدورانیة حول المحور 2222 yxyxz   0أو),( 22  yxz حیث

.دالة اختیاریة قابلة للتفاضل 
,22نفرض  yxvzu 

0 , 0 , 1x y zu u u      0وكذلك,)(,)( 2
1

222
1

22 


zyx vyxyvyxxv

1 1
2 2 2 22 2

1 1
2 2 2 22 2

1 1
2 2 2 22 2

(0)(0) (1)( ) ( )

(1) ( ) (0)(0) ( )

(0) ( ) (0) ( ) 0

y z z y

z x x z

x y y x

P u v u v x y y x y

Q u v u v x x y x x y

R u v u v y x y x x y

 

 

 

       

      

      

xبما ان  yP z Q z R 
1 1

2 2 2 22 2( ) ( ) 0x yy x y z x x y z


     

0أذن المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي  yx zxzy.
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)1(تمارین 
:الجزئیة الآتیةبین رتبة ودرجة كل من المعادلات التفاضلیة 

1.102  yyxyxx uuu2.1x
xyyxxxx eyuuu  6)(3)( 22

3.1yyxxxxxx uuuyx  )( 224.1yxu yy  2)( 3
2

5.1053)( 2
1

 yxu xxx

بین أي من المعادلات التفاضلیة الجزئیة الآتیة خطیة أم لا ؟
6.11)()( 22  yx uu7.10لاخطیة / ج)sin(  yx uu لاخطیة / ج
8.1xuu yx sin1[9.10لاخطیة / ج)())[(( 22  yx uuyxلخطیة / ج

10.1yxuuu yyxyxx 32 11.1322خطیة / ج 2 yxuuxyuux yyyxyyxxyxxx خطیة / ج
-:صنف كل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة

12.14 xyx uuمن النوع الزائدي/ ج
13.1yxuuuuuu yxyyxyxx 3242543 من النوع الناقصي/ ج
14.10)1(2)1( 22  yxyyxyxx uyuxuyuyxux

122زائدي عندما / ج  yx 122ومكافئ عندما  yx 122وناقصي عندما  yx.
15.1)sin(3 yxuuu xyyyxx 16.103 2  xyyxx uyuyux

17.1xeuuuuu xy
xyyyxx  323518.1xuuu yyxyxx sin3 

19.102 22  yxyyxyxx uxuyuuu20.102 22  xyyxx uyuyxux

21.10352  uuuuu xyyxyxx

),())((برھن إن 22.1 22 byaxyxu حیثba, ثوابت اختیاریة ھو الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة
),(4))(( yxuyxuu yx .

baxyyxyxuبرھن أن 23.1  2
1

22 یة ھو الحل التام للمعادلة التفاضلیة ثوابت اختیار,baحیث),()(
yxyxالجزئیة  yuxuuu ))((.

yeyxuبرھن أن 24.1 x 3cos4),( 3 0ھو الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة الجزئیة yyxx uu حیث
xexuxu 34)0,(,0)

2
,( 
.

),()2(برھن إن25.1 yxFxyxu حیثF دالة اختیاریة قابلة للتفاضل ھو الحل العام للمعادلة التفاضلیة
2),(الجزئیة  yxuuxux yx  1,(2ثم اوجد الحل الخاص الذي یحقق الشرط( yyu .

),()()(لتكن26.1 yixGyixFyxu  حیثFG,0ریة قابلة للتفاضل اثبت ان دوال اختیا yyxx uu

),()52()52(برھن إن27.1 yxGyxFyxu  حیثFG, دوال اختیاریة قابلة للتفاضل ھو الحل العام للمعادلة
xxyyالتفاضلیة الجزئیة  uu 254  ثم اوجد الحل الخاص الذي یحقق الشروط

xxuxuyuyu y 2sin)0,(,0)0,(,0),(),0(  .
),()()(برھن ان28.1 22 yxFyxyxu حیثF دالة اختیاریة قابلة للتفاضل ھو الحل العام للمعادلة التفاضلیة

),(.الجزئیة  yxuuxuy yx 
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),()()(كانتإذا29.1 22 yxGyxFyxu حیثFG,اریة قابلة للتفاضل برھن على ان دوال اختی

yyxxx uxu
x

u 241


اوجد المعادلة التفاضلیة التي حلھا التام ھو
30.1bayaxyxu  02الجواب . ثوابت اختیاریة,baحیث),(2  yx xuu

31.1beaeaxyxu yy  22

2
)(2/ج. ثوابت اختیاریة,baحیث),(1 xxy uxuu 

32.122 )()(),( byaxyxu حیثba,ج. ثوابت اختیاریة/xyuuu yx 4

33.1baxyxyyxu  2
1

22 yxyx/ج. ثوابت اختیاریة,baحیث),()( yuxuuu 

34.1)(),( yxayxu حیثaج. ثابت اختیاري/xy uyxyxuuyxyxu )(),(,)(),( 

35.112

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

xحیثba,ثوابت اختیاریة.

)(,0,)(0/ج 22  yyyyxyyxxxxx zzzyyzzzzzzzzxxzz

36.11 czbyaxحیثcba 0,0,0الجواب . ریةثوابت اختیا,,  yyxyxx zzz

اوجد المعادلة التفاضلیة التي حلھا العام ھو 
37.1)32(),( XYFeyxU x  حیثF232),(/ج. دالة اختیاریة قابلة للتفاضل yxuuu yx 

38.1)()(),( xGexFyxu y حیثGF 0/ج. اختیاریة قابلة للتفاضلدوال, yyy uu

39.1)2()2(),( yxGyxFyxu  حیثGF 0232/ج. دوال اختیاریة قابلة للتفاضل,  yyxyxx uuu
x

40.1)()( yGuFx  حیثGF 0اب الجو. دوال اختیاریة قابلة للتفاضل, xxyxyx uuuu
x

41.1)()(),( yxGxyFyxu  حیثGF . دوال اختیاریة قابلة للتفاضل,
)()()())((0/ج 22  yxyyxyxx uuyxuxyyuxyuxyx

x

42.1)()(),( yxGuxFyxu  حیثGF . دوال اختیاریة قابلة للتفاضل,
)1()1(0/ج  yyxxyyxxxy uuuuuuu

43.1)()(),( bxyGaxyFyxu  حیثGF . ثوابت اختیاریة,baدوال اختیاریة قابلة للتفاضل،,
)(0/ج  yyxyxx abuubau

44.1)()(),( 22 yxFyxFyxu  حیثFج. دالة اختیاریة قابلة للتفاضل/),( yxuxuyu yx 

45.10),( 222  zyxzyx حیثج. دالة اختیاریة قابلة للتفاضل/yxzzxzzx yx  )()(

46.10),( 2  yx
x

z
 حیثالجواب . دالة اختیاریة قابلة للتفاضلzxzxz yx 2

47.10),( 2222  zxyx الجوابxyxzzzyz yx 

)()(: إرشاد . (zجمیع السطوح الدورانیة حول المحور48.1 2222 yxGyxFz  .(0/ج yx xuyu.


