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First Orderالمعادلات الجزئیة من الرتبة الأولى . 2 Partial Differential Equations
x,والمتغیرین المستقلین zتكتب المعادلة التفاضلیة الجزئیة من الرتبة الأولى في المتغیر المعتمد  y في

الآتیة الصیغة 
( , , , , ) 0 (1)x yF x y z z z  

xyوإذا فرضنا أن zpzq  تصبح كالأتي) 1(فان صیغة المعادلة ,
)2(0),,,,( qpzyxF

.حل المعادلات التفاضلیة الجزئیة من الرتبة الأولىائق سوف نتطرق إلى طربند وفي ھذا ال
Lagrange’s Equationمعادلة لاكرانج 1.2 .

تفاضلیة جزئیة من الرتبة الأولى خطیة على الأقل في المشتقات الجزئیة ولیس بالضرورة خطیة في المتغیر ھي معادلة 
x,والمتغیرین المستقلین zوبعبارة أخرى نكتب معادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة في المتغیر المعتمد. المعتمد y في
)ة الصیغ , , ) ( , , ) ( , , ) (3)x yp x y z z Q x y z z R x y z   حیث, ,P Q R دوال في المتغیرات, ,x y z

.مستمرة وقابلة للتفاضل في فترة معینة
)ولیكن  , , ) , ( , , )u u x y z a v v x y z b    حیث,a bثوابت اختیاریة.

0 (4), 0 (5)x y z x y zu dx u dy u dz v dx v dy v dz      
نحصل على) 5(من ناتج المعادلة ) 4(وطرح ناتج المعادلة zuبـ ) 5(والمعادلة zvبـ  ) 4(بضرب 

( ) ( ) 0z x x z z y y zu v u v dx u v u v dy   

)نفرض , , ) , ( , , )y z z y z x x zP x y z u v u v Q x y z u v u v   ( , , ) ( , , ) 0Q x y z dx P x y z dy  

(6)dx dy

p Q


نحصل على ) 4(من ناتج المعادلة ) 5(وطرح ناتج المعادلة yuبـ ) 5(والمعادلة yvبـ  ) 4(بضرب 
( ) ( ) 0x y y x z y y zu v u v dx u v u v dz   

)نفرض , , ) ( , , ) 0 ( , , ) x y y xR x y z dx P x y z dz R x y z u v u v    (7)dx dz

P R


dx(8)إذن المعادلة التفاضلیة الكلیة ھي       dy dz

P Q R
 )8 (

.إلى معادلة لاكرانج التفاضلیة) مجموعة لاكرانج (المساعدة 
-:تتلخص طریقة حل معادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة بالخطوات التالیة

dxنكتب المعادلة التفاضلیة الكلیة) 1( dy dz

P Q R
 ضلیة الجزئیة من المعادلة التفاx yP z Q z R .

ولیكن ھذان الحلین ھما) المعادلات المساعدة(نجد حلین مستقلین من المعادلات التفاضلیة الكلیة ) 2(
bzyxvvazyxuu  ),,(,),,(

bvauوتسمى المنحنیات الثنائیة التي تنتج من تقاطع السطحین. ثوابت اختیاریة,baحیث   بالمنحنیات ,
.الممیزة للمعادلات المساعدة) الخطوط(
),(0یكون الحل العام لمعادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة بالصورة ) 3( vu أو)(vu  حیث, دوال

.اختیاریة قابلة للتفاضل
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)1.1.2(مثال
3xاوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   yxz yz z 

: الحل
( , , ) , ( , , ) , ( , , ) 3P x y z x Q x y z y R x y z z  

dxبما ان  dy dz

p Q R
 

3
dx dy dz

x y z
    ،  من المعادلة التفاضلیة

3
dx dz

x z
نحصل على

1 3
1 1 13 3ln ln ln ln 3lncz z

e a c z x c z x c
x x
         

3ا أن بم ( , , )z
u u u x y z a

x
    ،  من المعادلة التفاضلیةdx dy

x y
نحصل على

2
2 2 2ln ln ln ln lncy y

e b c y x c y x c
x x
         

)بما أن  , , )z
v v v x y z b

x
   

),(0بما أن الحل العام ھو    vu أو)(vu  حیث, ل اختیاریة قابلة للتفاضلدوا

)3الحل العام ھو إذن  , ) 0z y

x x
  3أو ( )y

z x
x

 حیث, دوال اختیاریة قابلة للتفاضل.

وكذلك نستطیع الحصول علي الحلول العامة التالیة
,من العادلات التفاضلیة) 1(

3 3
dx dz dy dz

x z y z
 3العام بالشكل  نحصل على 3( , ) 0z z

x y
    3أو

3( )z
z x

y


,حیث  دوال اختیاریة قابلة للتفاضل

,من العادلات التفاضلیة)2(
3

dx dy dy dz

x y y z
   3نحصل على العام بالشكل( , ) 0z y

y x
    3)(أو

x

y
yz 

,حیث  دوال اختیاریة قابلة للتفاضل
)2.1.2(مثال

)اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  ) ( ) ( )x yy z z x y z z x    

: الحل
( , , ) , ( , , ) , ( , , )P x y z y z Q x y z x y R x y z z x     

بما ان 
R

dz

Q

dy

p

dx
dx dy dz

y z x y z x
  

  
,y z x y

dx dz dy dz
z x z x

 
  
 

y z x y
dx dy dz dz dz dz

z x z x

 
    

 
0y z x y z x

dx dy dz dz
z x

    
    


u x y z x y z a       

0y z x y xy xz xz yz yz xy
x dx z dy y dz x dz z dz y dz dz

z x z x z x

      
      

  
2 2 2

1
12 2 2 ( ) 0
2

v x yz x yz c b x yz c xdx d yz            
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)2الحل العام ھو  , 2 ) 0x y z x yz     2أو( 2 , ) 0x yz x y z     حیثدالة اختیاریة قابلة للتفاضل.
)3.1.2(مثال
2لحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیةاوجد ا 2 2( ) 2 2x yx y z z xy z xz   

: الحل
2 2 2( , , ) , ( , , ) 2 , ( , , ) 2P x y z x y z Q x y z xy R x y z xz    

dxبما ان  dy dz

p Q R
 2 2 2 2 2

dx dy dz

x y z xy xz
  

 
من المعادلة التفاضلیة ، 

2 2
dy dz

xy xz
 نحصل على

y y dy dz
u a

z z y z
     ،

نحصل على

2 2 2 2 2 3 2 2 2 22 ( ) 2 2 2 2
dz xdx ydy zdz xdx ydy zdz

xz x x y z xy xz x xy xz xy xz

   
 

       

3 2 2 2 2 22 ( )
dz xdx ydy zdz xdx ydy zdz

xz x xy xz x x y z

   
 

   

2 2 22dz xdx ydy zdz

z x y z

 


 

czzyxبأجراء التكامل للطرفین نحصل   ln)ln( .ثابت اختیاريcحیث 222
2 2 2 2 2 2 2 2 2

lncx y z x y z x y z
v e b c

z z z

     
      

الحل العام ھو 
2 2 2

( , ) 0y x y z

z z


 
 حیثدالة اختیاریة قابلة للتفاضل.

)4.1.2(مثال
0xاوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   yz z z     حیث, ,  ثوابت اختیاریة غیر صفریة

: الحل
zyxRzyxQzyxPئ   ),,(,),,(,),,(

dxبما ان  dy dz dx dy dz

z p Q R  
    

dxمن المعادلة التفاضلیة   dz

z 
1نحصل على

1 1ln z x c
 

    1حیثcثابت اختیاري.

1
1ln

x x xcze a z e e ae z x c
  

   




 
         

)بما أن  , , )
x

u ze u u x y z a

   

dxمن المعادلة التفاضلیة   dy

 
علىنحصلy x b y x b       

)بما أن  , , )v y y v v x y z b     
)بما أن الحل العام ھو    , ) 0u v  أو( )u v حیث,دوال اختیاریة قابلة للتفاضل
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)الحل العام ھو إذن  , ) 0
x

ze y x

    أو( )

x
z e y x


   


  حیث, دوال اختیاریة قابلة للتفاضل.
ملاحظة

الحل التام لمعادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة یكون بالشكل التالي
(9)u v  

,حیث    .( )u v
 ,

) ( , .
جزئیا بالنسبة إلى ) 9(یستقیم التفاضل الجزئي للطرفین لان عندما نشتق المعادلة  نحصل على ,

0 (10), 0 1 (11)v  
10وھذا غیر ممكن لان   . وبھذه الحالة نفرض علاقة دالیة محددة بین,  مثل( )k  فیكون الحل التام

بالشكل الأتي
( ) (12)u v k   

. لا
)) (Singular Solution .(0),( vuلم

)التفاضلیة الجزئیة ھو مجموعة غلاف مجموعة السطوح ذات الوسیط الواحد المستنتجة من الحل التام بفرض  )k .
)ولإیجاد الحل المنفرد من الحل التام نفرض         )k )9 (

0فنحصل على جزئیا بالنسبة إلى) 12(ثم نشتق المعادلة ) 12( '( ) (13)v k   
) 13(فیكون الناتج ھو الحل المنفرد أو من المعادلة  ) 12(ثم نعوضھا في معادلة      نجد قیم   ) 13(من المعادلة   

,بین المتغیرات مباشرة علاقة  ,x y zفتكون ھي الحل المنفرد.
)5.1.2(مثال

3اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  4 2x yz z  .وما ھو الحل التام لھا.
الحل

( , , ) 3 , ( , , ) 4 , ( , , ) 2P x y z Q x y z R x y z  

بما ان
3 4 2

dx dy dz dx dy dz

p Q R
    

من المعادلة التفاضلیة العادیة 
3 4

dx dy
4نحصل على 3x y a حیثa ثابت اختیاري

4 3 4 3v x y x y a      ، من المعادلة التفاضلیة الاعتیادیة
4 2

dy dz
 2نحصل علىz y b 

2ثابت اختیاريbحیث 2u z y z y b     
2)الحل العام ھو  , 4 3 ) 0z y x y    حیث دالة اختیاریة قابلة للتفاضل

2الحل التام ھو (4 3 )z y x y     حیث, ثوابت اختیاریة.
)ولإیجاد الحل المنفرد، نفرض  )k 2الحل التام بالشكل فیكون (4 3 ) ( )z y x y k    

)إذا كانت ) 1( ) 0k  2 (4 3 )z y x y    ، نشتق جزئیاً بالنسبة إلى 0فنحصل على 4 3x y 
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034الحل المنفرد   yx 02أو  yz
)إذا كانت) 2( )k  2 (4 3 )z y x y      ،نشتق جزئیا بالنسبة إلى0نحصل على 4 3 1x y  

0134الحل المنفرد   yx

)1إذا كانت ) 3( )k 



12 (4 3 )z y x y


    ،تق جزئیا بالنسبة إلى نش فنحصل على

2 2

1 14 3 0 4 3x y x y
 

     
2 2 1 12 2

2
z y z y

z y


  
        



)2(4)34(الحل المنفرد  2 yxyz 

)(2إذا كانت )  4(  k22 (4 3 )z y x y      ، نشتق جزئیا بالنسبة إلىنحصل على
2 21 1 12 (4 3 ) (4 3 ) (4 3 ) 0 4 3 2

2 4 2
z y x y x y x y x y              

4)2()34(0الحل المنفرد ھو    2  yxyz

إذا كانت ) 5( ek )(2 (4 3 )z y x y e     ، نشتق جزئیا بالنسبة إلىنحصل على
ln(3 4 ) 3 4 0 4 3y x e y x x y e          

2الحل المنفرد ھو  4 4 (4 3 ) ln(3 4 )z y x x y y x    

Integral Surface Equationمعادلة السطح التكاملي 2.2
)معادلة السطح التكاملي الخاص  , , ) 0p x y z  لمعادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة المنتخب من السطوح

)التكاملیة الاختیاریة  , ) 0u v حدد بالسطحینوالذي  یمر بالمنحني الم( , , ) 0, ( , , ) 0x y z x y z  
,یمكن الحصول علیة  من حذف المتغیرات ,x y z من العادلات الأربعة

( , , ) , ( , , ) , ( , , ) 0, ( , , ) 0u x y z a v x y z b x y z x y z    
a,حیث یعطي ناتج الحذف على وجھ العموم علاقة محددة بین  b أي( , ) 0p a b ن معادلة السطح التكاملي وبالتالي تكو

)الخاص , ) 0p u v  .
ملاحظة 

)إذا كان المنحني المحدد بالسطحین , , ) 0, ( , , ) 0x y z x y z  0ھو احد المنحنیات الممیزة, 0u v 
.تمر بذلك المنحنيالحالة یوجد عدد لانھائي من السطوح الخاصة التيھذهففي . لمعادلة لاكرانج  التفاضلیة الجزئیة

) 1.2.2(مثال
4اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 0x yy z z z y   . ثم اوجد معادلة السطح التكاملي  الخاص

2) 1(الذي یمر بالمنحني المحدد بالسطحین 22, 1x z y z   )2 (2 21, 2x z y z    
: الحل

( , , ) 4 , ( , , ) 1 , ( , , ) 2P x y z yz Q x y z R x y z y   

dxبما ان  dy dz

p Q R
 

4 1 2
dx dy dz

yz y
  


من المعادلة التفاضلیة العادیة ، 

4 2
dx dz

yz y



نحصل على

zdzdxazxazx 222 حیثa ثابت اختیاري
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 2zxu ، من المعادلة التفاضلیة الاعتیادیة
y

dzdy

21 
 نحصل على

dzydybzybzy  2vثابت اختیاريbحیث222 y z  

),(0الحل العام ھو  22  zyzx حیث دالة اختیاریة قابلة للتفاضل
1,2الذي یمر  بالمنحني المحدد بالسطحینلإیجاد معادلة السطح التكاملي الخاص ) 1( 22  zyzx

zyxالمتغیراتنحذف  ,,1,2من العادلات الأربعة ,, 22  zyzxbvau

312)()( 2222  zyzxzyzxvuba

322إذن معادلة السطح  التكاملي الخاص ھي    zyzx

2,1لتكاملي الخاص الذي یمر  بالمنحني المحدد بالسطحینلإیجاد معادلة السطح ا)2( 22  zyzx

2,1بالمنحني المحدد بالسطحین  22  zyzx ھو احد المنحنیات الممیزة
2,1 22  zyvbzxua

السطوح حیث یوجد عدد لانھائي من السطوح من بین ) محدودة(وعلیھ فالمسالة تصبح غیر معینة 
0),( 22  zyzx 2,1والتي تمر بالمنحني المحدد بالسطحین 22  zyzx . ومن بین ھذه

السطوح مثلا ھي  
)1 (0122  zyzx)2(0222  zxzy)3 (0324  xyzy ...الخ

) 2.2.2(مثال
0222التفاضلیة الجزئیة اوجد الحل العام للمعادلة  zzyzx yx .  ثم اوجد معادلة السطح التكاملي

yxxyالخاص الذي یقع علیة القطع الزائد     1أوz
الحل

222 ),,(,),,(,),,( zzyxRyzyxQxzyxP 

dxبما ان  dy dz

p Q R
 2 2 2

dx dy dz

x y z
  


2لة التفاضلیة الاعتیادیة من المعاد،  2

dx dz

x z



نحصل على

1 1 1 1x z x z
u a a a

xz xz z x z x

 
          ، من المعادلة التفاضلیة الاعتیادیة

22 z

dz

y

dy


1نحصل على  1 1 1y z y z
v b b b

yz yz z y y z

 
         

)الحل العام ھو  , ) 0x y y z

xz yz

 

 حیثیة قابلة للتفاضل دالة اختیار

yxxyلإیجاد معادلة السطح التكاملي الخاص الذي یقع علیة القطع الزائد  1أوz المتغیراتنحذف, ,x y z من
,العادلات الأربعة  , , 1u a v b xy x y z    
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1 1 2 ( ) 3 3x z y z x y xy y xy x xy x y xy
a b u v

xz yz x y xy xy xy

        
          

yz

zy

xz

zx
vubaxzxyyzxyxyz





 33

2إذن معادلة السطح  التكاملي الخاص ھي   ( ) 3xy x y z xyz  

) 3.2.2(مثال
)1,0,0(اوجد معادلة جمیع السطوح التي تمر مستویاتھا المماسة بالنقطة 

الحل
1xالمعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي   yxz yz z  

( , , ) , ( , , ) , ( , , ) 1P x y z x Q x y z y R x y z z   

dxبما ان  dy dz

p Q R
 

1
dx dy dz

x y z
  



من المعادلة التفاضلیة الاعتیادیة 
1

dx dz

x z



نحصل على

1
1 1

1 1 1ln ln( 1) lncz z z
u e a c z x c

x x x

  
         

dxمن المعادلة التفاضلیة الاعتیادیة  dy

x y
  نحصل على

2
2 2ln ln lncy y y

v e b c y x c
x x x
        

)العام ھو بما أن  الحل  )u v حیث 1دالة اختیاریة قابلة للتفاضل ( )z y

x x



 

1إذن معادلة السطوح  ھي   ( )y
z x

x
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Non Linear Partialالمعادلات التفاضلیة الجزئیة اللاخطیة 3.2 Differential Equations
x,والمتغیرین المستقلین zالمعادلات التفاضلیة الجزئیة اللاخطیة من الرتبة الأولى في المتغیر المعتمد نكتب y في
:  الآتیة الصورة 

( , , , , ) 0 (14)f x y z p q 
x,حیث yp z q z  .ھو ) 14(جزئیة نفرض أن الحل التام للمعادلة التفاضلیة ال

( , , , , ) 0 (15)g x y z a b 
a,حیث  bوبصورة عامة یوجد أكثر من حل تام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة . ثوابت اختیاریة

( , , , , ) 0f x y z p q 
a,ویمثل الحل التام مجموعة من السطوح ذات وسطین b )وقد یكون لھذه ). عة لوسطینمجموعة من السطوح تاب

ویجاد الحل المنفرد ). الوحید(المجموعة من السطوح غلاف أو لا یكون لھا غلاف والذي یسمى بالحل المنفرد 
a,نحذف ) في حالة وجوده( bمن المعادلات.

( , , , , ) 0, 0, 0, (16)g g
g x y z a b

a b

 
  

 

)ة ویكون ناتج الحذف یحقق العلاق , , ) 0 (17)h x y z والتي تسمى بالحل المنفرد
ملاحظات

)إذا أمكن كتابة )1( , , ) 0h x y z 1بالشكل 2( , , ) ( , , ) ( , , ) 0 (18)h x y z h x y z h x y z  وكان
1( , , ) 0h x y z  یحقق المعادلة التفاضلیة الجزئیة( , , , , ) 0f x y z p q  2بینما ( , , ) 0h x y z تلك لا یحقق

)1المعادلة التفاضلیة الجزئیة فان  , , ) 0h x y z یكون الحل المنفرد.
)2(( , , , , ) 0f x y z p q 

q,المشتقات الجزئیة  pمن المعادلات( , , , , ) 0, 0, 0 (19)f f
f x y z p q

p q

 
  

 
)إذا ارتبط احد الثوابت الاختیاریة في الحل التام بالثابت الأخر بعلاقة دالیة محدودة قابلة للتكامل مثل  )3( )b k a

)(فان الحل التام یحول إلى مجموعة من السطوح ذات وسیط واحد          
):   بالشكل الأتي  , , , , ( )) 0 (20)g x y z a k a 

)من المعادلاتaولإیجاد الحل المنفرد نحذف  , , , , ( )( , , , , ( )) 0, 0 (21)g x y z a k a
g x y z a k a

a


 


تعتمد على إمكانیة إیجاد دالة بالشكل )14(للمعادلة التفاضلیة)طریقة لاكرانج وشاربت ( إن طریقة الحل

( , , , , ) 0 (22)g x y z p q 
)صل على لنح) 16(، ) 14(بحیث یمكن حل المعادلات  , , ), ( , , )p p x y z q Q x y z  أي عندما یكون

0

f f

p q

g f

p q

 
 


 
 

فنحصل علىyثم إلى xجزئیا بالنسبة إلى ) 14(ألان نشتق المعادلة 
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0 (23)f f z f p f q

x z x p x q x

      
      

      

0 (24)f f z f p f q

y z y p y q y

      
      

      

فنحصل علىyثم إلى xبالنسبة إلى جزئیا ) 22(وكذلك نشتق المعادلة 

0 (25)g g z g p g q

x z x p x q x

      
      

      

0 (26)g g z g p g q

y z y p y q y

      
      

      

g) 23(بضرب المعادلة   
p



)24 (g
q



)25 (f
p




f) 26(و 
q




المعادلات نحصل على
( )

( ) ( ) 0

f f f p f q f p f p g
p

x z p x q x p x q y p

f f f p f q f q f q g f f g f g f g
q p q

y z p y q y p x q y q p z z p x q y

          
        

          
                 
                 
                 

وعلیھ

0)(

)()(



















































































y

g

q

f

x

g

p

f

z

g

q

f
q

p

f
p

q

g

x

q

p

f

y

p

p

f

z

f
q

y

f

p

g

y

p

q

f

x

q

q

f

z

f
p

x

f

بما ان   

x

q

y

z

xyx

z

xy

z

x

z

yy

p






























)()(
22

0)(

)()(



















































































y

g

q

f

x

g

p

f

z

g

q

f

p

f
p

q

g

y

p

p

f

y

p

p

f

z

f
q

y

f

p

g

y

p

q

f

y

p

q

f

z

f
p

x

f

0 (27)g q g g g
A B C D E

x y z p q

    
    

    

,حیث  , ( ) , ,f f f f f f f f
A B C p q D p E q

p q p q x z y z

       
          
       

,والمتغیرات المستقلة gطیة في المتغیر المعتمد وھذه معادلة تفاضلیة جزئیة خ , , ,x y z p q.

dx(28)إذن مجموعة المعادلات التفاضلیة المساعدة ھي  dy dz dp dq

A B C D E
   

عندما تكون المعادلة التفاضلیة الكلیة ) 14(یشترط حل المعادلة 
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( , , ) ( , , ) (29)dz p dx q dy p x y z dx Q x y z dy   
.املقابلة للتك
ملاحظة

),,(),,(),,(0المعادلة التفاضلیة الكلیة   dzzyxRdyzyxQdxzyxp قابلة للتكامل إذا وفقط إذا كان

( ) ( ) ( ) 0Q R R p p Q
p Q R

z y x z y x

     
     

     

)نحصل على ) 29(من المعادلة  , , ) , ( , , ) , ( , , ) 1p x y z p Q x y z q R x y z   

0 0 ( 0) (0 ) ( ) 0q p q p q p q p p q
p q p q p q

z z z z x y z z y x

         
             

         

0qتكون قابلة للتكامل أذا وفقط إذا كان ) 29(المعادلة  p
p q

z z

 
 

 
ألان یمكن أن نلخص تلك الطریقة بالخطوات التالیة

أو qأو pبحیث تحتوي على ) 28(نأخذ أي معادلة من مجموعة المعادلات التفاضلیة العادیة المساعدة في )1(
)فیكون الحل العام لتلك المعادلة ھو . كلاھما  , , , , ) 0g x y z p q ویجب یتحقق المحدد.

)نحل المعادلتین )2( , , , , ) 0 , ( , , , , ) 0f x y z p q g x y z p q   أنیا لإیجادp وq.
dzفي المعادلة التفاضلیة الكلیة qو pنعوض عن  )3( p dx q dy ة للتكامل ثم تكاملھا فنحصل على والتي ھي قابل

.حل تام وھو الحل المطلوب
)1.3.2(مثال

2pاوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   x z q
الحل

2
2

1( , , , , ) 0g x y z p q x a
q

   

2 2, 0, , 1, 2f f f f f
zq xq xzq

x y z p q

    
       

    

2

2 2 3

1, 2 , ( ) 2 ,

,

f f f f
A B xzq C p q xzq p

p q p q

f f f f
D p zq xpq E q xq

x z y z

   
           
   
   
        
   

323222 2221 xq

dq

pxzq

dz

xq

dq

xpqzq

dp

pxzq

dz

xzq

dydx


















2 3 2 2 32
dz dq dz dq dz dq

z q xzq xq xzq xzq xq


       



1ln lnz q a   1
1lnaa

q zq e a zq a
z
      ( , , , , ) 0a

g x y z p q q
z
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1 2
1 0

0 1

f f

p q xzq

g f

p q

 
  

  
 
 

الآن نحل المعادلتین
2 2

2
2 ,a xa a

p xz q p xzq
z z z

    
2

2 2,p xa q a
z

z z z z

 
    

 

0)()( 3

3

3

3

2

2

2

2









z

xa

z

xa

z

xa

z

a

z

a

z

xa

z

p
q

z

q
p

dzالمعادلة التفاضلیة الكلیة  p dx q dy قابلة للتكامل
2

2 2 2 21 1 1
2 2 2

xa a
z a x ay b z dz a x dx ady dz dx dy

z z
         

2الحل التام ھو 2 2 2z a x a y b   حیث,a bوكذلك یمكن الحصول على حل تام أخر بأخذ المعادلة .ثوابت اختیاریة

2التفاضلیة العادیة التالیة 2 2
2

1 1 1 10
2 2 2

x a x q a
q

      3

1
dx dq

x dx q dq
xq

   
 

2
2

1( , , , , ) 0g x y z p q x a
q

    

3
3

1 2
2 0

0 2

f f

p q xzq
q

g f q

p q





  



2الآن نحل المعادلتین    2
2

1, 0p x z q x a
q

   
1

2 2 12( ) , ( )q a x p xz a x
     

1
2 2 1 2 120 ( ) ( ) 0 0, ( )q p q p

p q a x x a x x a x
z z z z

     
          

   

dzالمعادلة التفاضلیة الكلیة  p dx q dy غیر قابلة للتكامل
1

2 1 2 2( ) ( )dz xz a x dx a x dy
    

ھو عامل التكامل
1

2 2( )a x . بضرب طرفي المعادلة بعامل التكامل نحصل على
1 1

2 22 2( ) ( )a x dz xz a x dx dy


   
1 1

2 22 2( ) ( )a x dz xz a x dx dy


    
1 1

2 22 2( ) (( ) )a x z y b d a x z dy


        . الحل

التام ھو   
2

y b
z

a x





a,حیث  bثوابت اختیاریة.

)2.3.2(مثال 
2ادلة التفاضلیة الجزئیة  اوجد الحل التام للمع 0p xp q  .

: الحل
2( , , , , )f x y z p q p xp q  
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, 0, 0 , 2 1, 1f f f f f
p p

x y z p q

    
       

    

22 , 1, ( ) 2 , , 0f f f f f f f f
A p x B C p q px p q D p p E q

p q p q x z y z

       
               
       

22 1 2 0
dx dy dz dp dq

x p px p q p
    

   1
dy dp

p
  

1
1 1ln lna y yp y a p e e ae y p a             ( , , , , ) yg x y z p q p ae   

2 1
1 0

0 1

f f

p q p x

g f

p q

 
  

,2نحل المعادلتین  0yq ae p xp p   2 2 2 2 0y y y yq a e axe a e axe q         

0 0 , 0q p p q
p q

z z z z

   
      

   

dzإذن المعادلة التفاضلیة الكلیة  p dx q dy قابلة للتكامل
2 2 2 2( )y y y y ydz ae dx axe dy a e dy d axe a e dy         

2الحل التام ھو 21
2

y yz axe a e b    حیث,a bثوابت اختیاریة.

)3.3.2(مثال 
2pاوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   q y.

:الحل
2( , , , , )f x y z p q p q y 

20 , , 0 , 1, 2f f f f f
q qy

x y z p q

    
      

    

2 21, 2 , ( ) 2 , 0 ,f f f f f f f f
A B qy C p q p q y D p E q q

p q p q x z y z

       
                  
       

2 21 2 2 0
dx dy dz dp dq

qy p q y q
    

   

2

1 1 1
1

dx dq
q a x x a

a x q q q
           
  

1( , , , , ) 0g x y z p q q
a x

   


1 2
1 0

0 1

f f

p q qy

g f

p q


 

2
2

1 ,
( )

y
q p q y

a x a x
   
 

0 0 , 0q p p q
p q

z z z z
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dzإذن المعادلة التفاضلیة الكلیة  p dx q dy قابلة للتكامل

2

1 ( )
( )

y y y
z b dz dx dy d

a x a x a x a x
      
   

)الحل التام ھو ) ( )y a x z b   حیث,a bثوابت اختیاریة.
)4.3.2(مثال 

0,)(0اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   22  qpypzy.
: الحل

qypyzpqpzyxf 222),,,,( 

2 2 20 , 2 2 , , 2 ,f f f f f
yq yq p zp y y

x y z p q

    
       

    

2 2 2 3 22 , , ( ) , , 2 2f f f f f f f f
A zp y B y C p q zp D p p E q yp yq qq

p q p q x z y z

       
               
       

2 2 2 3 22 2 2
dx dy dz dp dq

zp y y zp p yp yq qp
    

    2 3

dz dp

zp p
 



ln lna dz dp
p zp a z p c

z z p
          ( , , , , ) a

g x y z p q p
z

  

2
22

0
1 0

f f

p q zp y y
y

g g

p q

 
   

  
 
 

2 2 2, 0a
p zp y p y q

z
    

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2,p a q a ay a ay a ay a a
q y q z y y q

z z z y z y z z z z

    
           

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2( ) ( ) 0q p a a ay a ay a
p q

z z z y z y z z

   
      

 

dzإذن المعادلة التفاضلیة الكلیة  p dx q dy قابلة للتكامل
2

2

a a ay
dz dx dy

z y z


  2 2 1 2 2z ax a y ay b z dz adx a y dy a dy         

2الحل التام ھو 2 22 2 2y z axy a y b y a    حیث,a bثوابت اختیاریة.
)5.3.2(مثال 

2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2 2 2 20 , 0, 16 9 4 4 0z p z p z q z     .
: الحل

44916),,,,( 22222  zqzpzqpzyxf

2 2 2 20 , 0, 32 18 8 , 32 , 18f f f f f
zp zq z z p z q

x y z p q
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2 2 2 2 2 2

3 2 2 3

32 , 18 , ( ) (32 18 )

32 18 8 , 32 18 8

f f f f
A z p B z q C p q p z z q

p q p q

f f f f
D p zp zpq zp E q p qz zq zq

x z y z

   
             
   
   
         
   

2 2 2 2 2 2 3 2 2 332 18 32 18 32 18 8 32 18 8
dx dy dz dp dq

z p z q z p z q zp zpq zq zp q zq zq
    

       
2

3 2 2 3 2

32
32 18 8 32 32 18 8

z p dx dp
dx dp

zp zpq zp z p zp zpq zp
    

    
2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 3 2

32 18
32 18 8 32 18 32 18 8

z p z q dz dp
dz dp

zp zpq zp z p z q zp zpq zp


   

     
2 2 3 2 2 2 3 2 2 2

3 2

32 128 72 128 72 324 4 0
32 18 8

z p z p z pq z p z pq z p
dx pdz zdp

zp zpq zp

     
    

 

4 (4 )
4

a x
p x zp a dx d pz

z


      ( , , , , )

4
a x

g x y z p q p
z


  

2 2
232 18

18 0
1 0

f f

p q z p z q
z q

g g

p q

 
 

  
 
 

2 2 2 2 2, 16 9 4 4 0
4

a x
p z p z q z

z


     

2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 ( )1 9 4 4 ( ) ( ) 9 4 4 0

3 4
a x

q z z q z a x a x z q z
z


              

2
2

2 2 2
2

2 ( ) 2, 1
4 3 4 ( )3 1

4

p a x q a x
z

z z z z a x
z

   
       

  
 

2 2
2 2

2 2
2

2 ( ) 2 2 ( )( 1 1 ) 0
4 3 4 3 4( )3 1

4

q p a x a x a x
p q z z

z z z z a x
z

    
          

  
 

dzلكلیة إذن المعادلة التفاضلیة ا p dx q dy  قابلة للتكاملغیر
2

22 ( )1
4 3 4

a x a x
dz dx z dy

z z

 
    

2
2

2
2

3( )3 ( ) 41
2 4 ( )2 1

4

x a
zdz dxa x

y z b dy
a x

z




       


 

الحل التام ھو
2 2

2( ) ( )4 1
4 9

a x y b
z

 
   حیث,a bثوابت اختیاریة.
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)معادلات تفاضلیة جزئیة من الصیغة 4.2 , ) 0f p q 
zوف نتطرق إلى  المعادلات التفاضلیة الجزئیة اللاخطیة من الرتبة الأولى والخالیة من المتغیر المعتمد في ھذا البند س

)، أي المعادلة التفاضلیة في الصیغة ,yxوالمتغیرین المستقلین  , ) 0f p q  .تخدم لحل مثل ھذا النوع من المعادلات نس
المبرھنة الآتیة

)1.4.2(رھنةبم
)إذا كانت)1( )p r pفان الحل التام للمعادلة التفاضلیة( , ) 0f p q ھوbxarayz  a,حیث )( b ثوابت اختیاریة.
)إذا كانت)2( )q h p0التفاضلیةفان الحل التام للمعادلة),( qpfھوbyahaxz  a,حیث)( b ثوابت اختیاریة.

:البرھان
pنفرض ) 1( a حیثaثابت اختیاري.

)بما أن   )q h p  إذن( )q h a.
p,نعوض عن  q في المعادلة التفاضلیة الكلیةdz p dx q dy فنحصل على( )dz adx h a dy 

)وبإجراء التكامل للطرفین یكون الحل التام ھو )z ax h a y b   حیث,a bثوابت اختیاریة.
)2(وبالمثل نبرھن 

ملاحظات
),(0لایوجد الحل المنفرد للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ) 1( qpf وذلك لعدم استقامة التفاضل الجزئي  للطرفین عندما

)نشتق الحل التام  )z ax h a y b   جزئیا بالنسبة إلى,a b0نحصل على ( ) , 0 1x h a y  ھذا غیر ممكن و
10لان   .

)إذا فرضنا علاقة دالیة محددة مثل )  2( )b k aفیكون الحل التام ھو( ) ( )z ax h a y k a   وبالاشتقاق جزئیا
0نحصل على aبالنسبة إلى  ( ) ( )x h a y k a    .المنفرد نحذف ولإیجاد الحلa من المعادلات

( ) ( )z ax h a y k a  ،( ) ( ) 0x h a y k a   

)2.4.2(مثال 
3اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2 4p q .

:الحل
0243),(  qpqpf

1 1( ) (2 3 ) (2 3 )
4 4

h p p q p     

pنفرض  a حیثa1ثابت اختیاري( ) (2 3 )
4

h a a  

1الحل التام ھو (2 3 )
4

z ax a y b    حیثbثابت اختیاري.

)1إذا فرضنا  )
4

b k a 1فیكون الحل التام بالشكل 1(2 3 )
4 4

z ax a y   

30نحصل على aوبالاشتقاق إلى
4

x y   . 4إذن الحل المنفرد ھو 3 0x y .

)3.4.2(مثال 
lnqاوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   p.
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:الحل
pqqpf ln),( 

( ) ln lnh p p q p   
apنفرض   حیثaثابت اختیاري( ) lnh a a 

byaxazالحل التام ھو  )(ln حیثbثابت اختیاري.
)إذا فرضنا  ) 0b k a فیكون الحل التام بالشكلlnz ax y a 

)lnنحصل على aق جزئیا بالنسبة إلى وبالاشتقا ) 0y y y y
z x y a x

x x x a
         

1)إذن الحل المنفرد ھو  ln ) 0x
z y

y
  .

)4.4.2(مثال
23pاوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   q.

: الحل
2),( qpqpf 

2 2( ) 3 3r q q p q   
qنفرض  a حیثa2ثابت اختیاري( ) 3r a a 

23zالحل التام ھو a y a x b   حیثbثابت اختیاري.
)إذا فرضنا ) 1( ) 0b k a 23فیكون الحل التام بالشكلz a x ay 

نحصل على aوبالاشتقاق جزئیا بالنسبة إلى 
2

23 0 6
36 6 6

y y y
z x y a ax y

x x x
       

2إذن الحل المنفرد ھو  12 0y xz .
aakbإذا فرضنا ) 2(  23zفیكون الحل التام بالشكل)( a x ay a    ،لنسبة إلى وبالاشتقاق جزئیا باa نحصل

160على 
6

1
6

1
36

)1(3 2

2










 yax
x

y
ay

x

y
x

x

y
z

)2إذن الحل المنفرد ھو  1) 12 0y xz  
)2إذا فرضنا )  3( )b k a a 223فیكون الحل التام بالشكل aayxaz  ، وبالاشتقاق جزئیا بالنسبة إلىa نحصل

على 
2 2

2 23 0 6 2
4(3 1) 2(3 1) 4(3 1) 2(3 1)

y y y y
z x y a ax y a

x x x x
         

   

 22222 )13()13(23)13(4 yxyyxxyxz

42)13(0إذن الحل المنفرد ھو   zxy

)5.4.2(مثال 
2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2 1p q .

: الحل
1),( 22  qpqpf

11 222  pqpq
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)(11ما  عند) 1( 22  pqpph .
apنفرض   حیثa2ثابت اختیاري( ) 1h a a  

2الحل التام ھو 1z ax a y b    حیثbلیكن . ثابت اختیاريseca  فنحصل على ،byxz   tansec
)(0إذا فرضنا   kbفیكون الحل التام بالشكل tansec yxz 

نحصل على وبالاشتقاق جزئیا بالنسبة إلى 
2sin tancos 0 0 0 sec tan sec

cos sec
x y x y x y

 
   

 
        

2 2

cos sin sin 0
x y x

x y
x y

  


        

2 2 2 2

1 sinsec , tan
cos cos

x y

x y x y


 

 
     

 
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2
( ) ( )x y x y

z x y x y
x y x y x y


        

  

2إذن الحل المنفرد ھو  2 2 0z x y  .
)(11عندما  ) 2( 22  pqpph

pنفرض  a حیثa2ثابت اختیاري( ) 1h a a   

2الحل التام ھو 1z ax a y b    حیثb اختیاريثابت.
)معادلات تفاضلیة جزئیة من الصیغة 5.2 , , ) 0f z p q 

في ھذا البند سوف نتطرق إلى  المعادلات التفاضلیة الجزئیة اللاخطیة من الرتبة الأولى والخالیة من المتغیرین المستقلین 
,x y أي المعادلة التفاضلیة في الصیغة ،( , , ) 0f z p q  .لحل مثل ھذا النوع من المعادلات نستخدم الخطوات الآتیة:-

)نفرض ) 1( )z g v بحیثv x ay حیثaثابت اختیاري

, 1z z v z v
p

x v x v x

    
    
    

,z z v z v
q a a

y v y v y

    
    
    

p,نعوض عن ) 2( qي المعادلة التفاضلیة الجزئیة فنحصل على معادلة تفاضلیة اعتیادیة من الرتبة الأولى بالمتغیرین فvz,
.العام لتلك المعادلةالحلثم نجد 

vنعوض عن ) 3( x ay  المطلوبالحلفیكون الناتج ھو ) 2(العام الناتج من الخطوة الحلفي.

)1.5.2(ثالم
3اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2z p q.

: الحل
vنفرض  x ay ,dz dz

p q a
dv dv
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32233
2

3
2

3
2

)()(ln
dv

dz
a

dv

dz
a

dv

dz
z

dv

dz
azdva

z

dz
bvaz 



vavabbva eceeez
3
2

3
2

3
2



 

الحل التام ھو
2 2 1
3 3 3( )a x ay a x a yz c e c e
 

  لایوجد حل منفرد.
)2.5.2(مثال

2zاوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   p p q .
: الحل

vنفرض  x ay ,dz dz
p q a

dv dv
  

22 ))(1())(()(
dv

dz
a

dv

dz

dv

dz
a

dv

dz
z 

12 (1 ) 1a dz
v a z b dv dz z a

z dv


        

)2بتربیع الطرفین نحصل على ) 4(1 )v b a z  
)2ل التام ھوالح ) 4(1 )x ay b a z    ،0الحل منفرد ھوz  0لانx ay b  .

)3.5.2(مثال
2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2

1
1

z
p q


 
.

: الحل
vنفرض  x ay ,dz dz

p q a
dv dv
  

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2

1 1 11 (1 )( ) (1 )( ) 1
( ) ( ) 1

dz dz
a a z

dz dzz dv z dv a
dv dv

         
 

2 2 2
2 2 2

22

1 1 11 (1 )( )
1

a dz z dz z
zdz dv a a

dv z dv zz

  
       


2 2 2 2 2(1 )(1 ) ( ) (1 )(1 )a z v b a z v b         

2الحل التام ھو 2 2(1 )(1 ) ( )a z x ay b    2الحل المنفرد ھو و 1 0z   0لانx ay b  

)4.5.2(مثال
2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   23 2(1 )z pq z .

الحل
vنفرض  x ay ,dz dz

p q a
dv dv
  

2 2 2 2

2

3 2 3 2(1 ) 3 ( ) 2(1 )
1

a dz dz
zdz dv a z z z a z

dv dvz
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2 2 2 2 23 (1 ) 2( ) 3 (1 ) ( 2 ) 3 (1 ) 2
2

b
a z v a z v b a z v b           

2الحل التام ھو 23 (1 ) 2( )
2

b
a z x ay   01الحل المنفرد ھو و 3  z .

1معادلات تفاضلیة جزئیة من الصیغة 6.2 2( , ) ( , )f x p f y q

zفي ھذا البند سوف نتطرق إلى  المعادلات التفاضلیة الجزئیة اللاخطیة من الرتبة الأولى والخالیة من المتغیر 
1وقابلة للفصل ، أي المعادلة التفاضلیة في الصیغة  2( , ) ( , )f x p f y q . لحل مثل ھذا النوع من المعادلات نستخدم

-:لآتیةالخطوات ا
1نفرض ) 1( 2( , ) ( , )f x p f y q a  حیثaثابت اختیاري.
p,نجد ) 2( q 1بحل المعادلتین 2( , ) , ( , )f x p a f y q a  1أنیا ولیكن 2( , ) , ( , )p g x a q g y a 

p,نعوض عن ) 1( q في المعادلة التفاضلیة الكلیةdz p dx q dy  1فنحصل على 2( , ) ( , )dz g x a dx g y a dy 

1وبإجراء التكامل للطرفین یكون الحل التام ھو 2( , ) ( , )z g x a dx g y a dy b    حیثbثابت اختیاري.

)1.6.2(مثال 
2pاوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   q x y.

:لالح

1 2
2 2( , ) , ( , )p y p y

f x p f y q
x q x q
   

2 2, ,y p y
p ax q a a

a x q
     

2y
dz p dx q dy ax dx dy

a
    2الحل التام ھو 21 1

2
z ax y b

a
   حیثbثابت اختیاري.

0bبوضع )1(  ثم نشتق الحل جزئیا بالنسبة إلىa2لمنفرد ھو فیكون الحل اz xy.
bبوضع )2( a ثم نشتق الحل جزئیا بالنسبة إلىa 22فیكون الحل المنفرد ھو( 1)z x y 

)2.6.2(مثال
2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2p q x y  .

الحل
2 2 2 2

1 2( , ) , ( , )f x p p x f y q q y p x q y       

ayqaxpyaqaxp  2222 ,,
dyyadxaxdyqdxpdz )()( 22 

3الحل التام ھو 31 1
3 3

z ax x ay y b     حیثbثابت اختیاري.

)3.6.2(مثال
lnqاوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   p.

: الحل
1 2( , ) ln , ( , ) lnf x p p f y q q p q   , ln ,ap e q a p a q a     

adydxedyqdxpdz a 
azالحل التام ھو e x ay b   حیثbثابت اختیاري.
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)4.6.2(مثال
2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2 2(1 ) 0x yp x q  .

الحل
2 2

2 2
1 22 2

1 1( , ) , ( , )x q x q
f x p p f y q p

x y x y

 
    

2
2

2 2

1, ,
1

a x q
p x q ay p a a

x x y


      



2 1
a

dz p dx q dy x dx ady
x

     


2الحل التام ھو 212( 1)
2

z x ay b     حیثbثابت اختیاري.

معادلة كلیرو  التفاضلیة جزئیة الموسعة 7.2
ضلیة في الصیغة في ھذا البند سوف نتطرق إلى معادلة كلیرو التفاضلیة الجزئیة الموسعة ، أي المعادلة التفا

( , )z x p y q g p q  .الحل التام لھذا النوع من المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھو( , )z ax b y g a b   حیث,a b

a,فنجد قیم bوثم إلى aولإیجاد الحل المنفرد نشتق الحل التام جزئیا بالنسبة إلى . ثوابت اختیاریة b بدلالة,x y ومن ثم
.نعوضھا بالحل التام

)1.7.2(مثال
zاوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   p x q y pq  .

: الحل
( , ) ( , )g a b ab g p q q p   .الحل التام ھوz ax b y ab  

.bومن ثم إلى aولإیجاد الحل المنفرد نشتق الحل التام جزئیا بالنسبة إلى 
, 0 , 0z x y x y x y a y b x x b y a              

0xالحل المنفرد ھو  y z .
)2.7.2(مثال

2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  2z p x q y p q   .
: الحل

2 2 2 2( , ) ( , )g a b a b g p q p q     .2الحل التام ھو 2z ax b y a b   
.bومن ثم إلى aولإیجاد الحل المنفرد نشتق الحل التام جزئیا بالنسبة إلى 

1 1, 0 2 , 0 2
2 2

a x b y x a y b         2 2 2 21 1 1 1
2 2 4 4

z x y x y     

2الحل المنفرد ھو  2 4 0x y z  .
)3.7.2(مثال

2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2z p x q y p pq q    .
: الحل

2 2 2 2( , ) ( , )g a b a ab b g p q p pq q       .2الحل التام ھو 2z ax b y a ab b    
.bومن ثم إلى aى ولإیجاد الحل المنفرد نشتق الحل التام جزئیا بالنسبة إل
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1 1(2 ), ( 2 ) 0 2 , 0 2
3 3

a x y b x y x a b y a b             

2 21 1 1 1 1(2 ) ( 2 ) (2 ) (2 )( 2 ) ( 2 )
3 3 9 9 9

z x x y y x y x y x y x y x y            

2الحل المنفرد ھو  2 3 0x xy y z  .
)4.7.2(مثال 

3اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   3z p x q y p q  .
الحل

3333 ),(),( qpqpgbabag 

33baybxazالحل التام ھو 
.bومن ثم إلى aولإیجاد الحل المنفرد نشتق الحل التام جزئیا بالنسبة إلى 

3 3
2 3 3 25 5

2 2, 0 3 , 0 3
3 3
y x

a b x a b y a b
x y

         
3 3

55
64

x y
z    .

الحل المنفرد ھو 
3 3

55
64

x y
z  .

بعض التحویلات 8.2
في ھذا البند سوف نتطرق إلى المعادلات التفاضلیة الجزئیة اللاخطیة من الرتبة الأولى ،والتي  یمكن بتعویض 

ومن التحویلات المھمة ھي . مناسب تحویلھا إلى إحدى الحالات في البنود السابقة 
lnuالتحویل ) 1( xھي على ھیئة یناسب الحدود التيp x1لانz z z u z

p x p
u x u x x u

    
     
    

lnvالتحویل ) 2( y یناسب الحدود التي على ھیئةqy1لانz z z v z
p y q

v y v y y v

    
     
    

lnwالتحویل ()  z یناسب الحدود التي على ھیئة
z

q أو
z

pلان

y

w
z

y

w

w

z

y

z
q

y

w

z

q

x

w
z

x

w

w

z

x

z
p

x

w

z

p







































)1.8.2(مثال 
2اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة   2q p x p x .

الحل
lnuنفرض  x1

z
px p

u


  


2 2
1 1 1 1 1( )h p p p q p p     

1pنفرض  a حیثa2ثابت اختیاري( )h a a a  

)2یكون الحل التام بالشكل ) 5.2(كما في البند  )z au a a y b    حیثbثابت اختیاري
2ln ( )z a x a a y b    
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)2.8.2(مثال 
2التفاضلیة الجزئیة  اوجد الحل التام للمعادلة 2 ( )p x z z qy .

الحل
lnنفرض     , lnu x v y 1 1,z z

px p qy q
u v

 
    
 

2
1 1( )p z z q  

1vنفرض  u av  حیثa1ثابت اختیاري 1
1 1

,d z d z
p q

d v d v
  

2 2 2 2

1 1 1 1

( ) 0 ( )d z d z d z d z
az z z az

dv d v d v d v
      

2 2

1

4 1 ( 4)
2 2

d z az az z
z a a

dv

  
     

1 12ln ( 4) 2 ( 4)dz
z a a v b a a dv

z
          

2ln ( 4)(ln ln ) 2 ln ( 4)( )z a a x a y b z a a u av b             
. خطیاbین لایوجد حل منفرد بسبب دخول الثابت الاختیاريالحللكن لكل ھنالك حلین تامین حسب الإشارة

)3.8.2(مثال 
2معادلة التفاضلیة الجزئیة  اوجد الحل التام لل 2 2 ( )p q z x y  .

الحل
lnwنفرض   z1 1,p w q w

p q
z x z y

 
    
 

2 2 2 2
1 1 1 1p x y q p q x y       

2نفرض  2
1 1p x y q a    حیثa2ثابت اختیاري 2

1 1 1p x a p x a p x a         
2 2

1 1 1q y a q y a y q a         

dyaydxaxdyqdxpdwbayaxw  11
33 )(

3
2)(

3
2

bayaxzعن نحصل على التام wوبالتعویض   33 )(
3
2)(

3
2ln

)4.9.2(مثال
4اوجد الحل التام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة 2 2 0x p yzq z  .

الحل
1نفرض     , ln , lnu v y w z

x
  

2
21 1( ) ,w w z x x p w w z y q y

p x qy
u z x u z z v z y v z z

       
            

       
2

2 4 2 2( ) 1 0 0x p y q
x p y z q z

z z
       2( ) 1 0w w

u v
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نفرض 
v

w
q

u

w
p







 11 ,2

1 1 1 0p q   2 2
1 1 1 1( ) 1 1h p p q p    

1pنفرض  a حیثa2ثابت اختیاري( ) 1h a a   .2الحل التام ھو( 1)w au a v b   حیثbثابت اختیاري

,وبالتعویض عن  ,z v u نحصل علىbya
x

az  ln)1(1ln 2

)2(تمارین 
ثم اوجد الحل التام: اوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة

1.2132  yx zz23,2(0/ ج(  yxzx2.2yxzzxzzy yx
222 0/  ج),( 3322  yxzy

3.2zzz yx ج /)( yxez y  4.2243  yx zz23,43(0/ ج(  xzxy

5.2zzxzy xy 0/ ج),( xzxy6.2xyzyzzxz yx 0/ ج)( 2  zxyxy 

7.2222 zzyzx yx 11(0/ ج( 
zx

xyyx 8.2022  yxzxzy yx0/ ج),( 22  zxyyx

9.2xyzxzzyz yx 0/ ج),( 2222  zyyx10.2xzyzz yx ج /)( 22 zxyzx  

11.2)()()( yxzzxzyzzyx yx 0/ ج),(  zyxxyz

12.2)()()( 222222 yxzzxzyzzyx yx 0/ ج),( 222  zyxxyz

13.2yxzzxzzy yx  )))((,(0/ ج)()( 2 




zx

yx
yxzyx

14.2yxzxzzzy yx  )()(15.21)1()1(  zzxzy yx16.202  xyzxzzyz yx

17.2zzzx yx 2)( 18.2)()()( yxzzxzyzzyx yx 

zyzxzاوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة التالیة 19.2 yx 3 .ثم استنتج ثلاثة حلول منفردة من ھذا الحل.
ثم اوجد معادلة السطح التكاملي الخاص الذي یمر : كل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة   اوجد الحل العام ل   

.بالمنحني المحدد بالسطحین قرین كل معادلة
20.2yzxzyz x  ,2,21.2xzyzyzxz yx 3,1, 

22.23,0,0 yzxzyzz yx 23.22,1,02 yzxxzz yx 

24.22,1,24 22  zxzyyzyzz yx

اوجد الحل التام لكل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة
25.2xqp 22 26.202  xpq27.2zxzzxzzy yx  )()(

28.2)()()( yxzzxzyzzyx yx 29.2222 zzyzx yx 

ثم اوجد الحل المنفرد أن وجدت  . اوجد الحل التام لكل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة
30.2xqp 22 31.2022  xqyp32.2xqpy 222 33.22pxpq 

34.2zpq 35.2922  qpج /byaaxz  ثوابت اختیاریة، لایوجد حل منفرد,baحیث29

36.29 qppqج /by
a

a
axz 




1
ثوابت اختیاریة، لایوجد حل منفرد,baحیث

37.22qp ج /bxaayz  ثوابت اختیاریة ، لایوجد حل منفرد,baحیث2



218ر
Partial Differential Equationsالمعادلات التفاضلیة الجزئیة 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

62

38.222 qpp ج /byaaaxz  ثوابت اختیاریة، لایوجد حل منفرد,baحیث2
39.2qppq ج /byaaaxza  ثوابت اختیاریة، لایوجد حل منفرد,baحیث)1()1(
40.22pq)43  (0 qppq)44 (pqzz 43 9)1(4 
41.222 qpz 22/ ج )()1(4 bayxza حیثba, 0ثوابت اختیاریة، الحل منفرد ھوz.
42.2pqzz 43 9)1(4 23/ ج )()1( bayxza حیثba, 013ثوابت اختیاریة، الحل منفرد ھو z.
43.2)1()1( 2 zqqp 4)1()(2/ ج bayxaza حیثba, ثوابت اختیاریة، الحل منفرد ھوcz .
44.2qzp  4ln(44(4)(/ ج21 222222 bayxazaazzaazza حیثba, ،ثوابت اختیاریة

.لایوجد حل منفرد
45.221 qpz 46.20)1()1( 2  qzqp

47.203  xqpج /bya
xa

z 


 2
2

9
.ثوابت اختیاریة، لایوجد حل منفرد,baحیث)3(

48.22ppxq ج /bayaxxa
axxx

z 


 )4ln(
4

)4( 2
22

ثوابت   اختیاریة، لایوجد ,baحیث

.حل منفرد
49.2yqxp  33/ ج22 )(2)(2)(3 ayaxbz حیثba,ثوابت اختیاریة، لایوجد حل منفرد.
50.2yxqxyp 222 233/ ج )3()1(4 baxzya حیثba,ثوابت اختیاریة، لایوجد حل منفرد.
51.20)1( 222  pyxqy2(4)1(/ ج( 22  yabaxzحیثba,ثوابت اختیاریة، لایوجد حل منفرد.
52.233z p x q y pq  33الجواب / ج abbyaxz حیثba, 1ثوابت اختیاریة، الحل منفرد ھوxyz .
53.222 qpqpyqxpz 22/ ج bababyaxz حیثba, ثوابت اختیاریة، الحل منفرد ھو

2 23z xy x y  .
54.222qpqypxz 22الجواب / جbabyaxz حیثba,اریة، الحل منفرد ھو ثوابت اختی

2 233 4
4

z x y .

55.2qpqypxz 21/  (ج (zqypx  2222)2 (02 2224  zqzypx


