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Linear Partial Differential Equationsالمعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة .3

الصیغة العامة للمعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة1.3
في ,yxن المستقلین والمتغیریuفي المتغیر المعتمدnتكتب المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة من الرتبة 

-:الصورة التالیة
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ة من الرتبة الثانیةوھذه معادلة تفاضلیة جزئیة خطی
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),(0كانت  إذا) 2( yxRوإذا) () 1.3(فان المعادلة
0),( yxR تسمى كاملةأو(فان تلك المعادلة تسمى معادلة تفاضلیة جزئیة غیر متجانسة.(
إذاأي  ) . n(من الرتبة   ) 1.3(نت جمیع المشتقات في المعادلة      كا إذا) 3(

nنفس الرتبة  i j  تسمى متجانسة أو(فان تلك المعادلة تسمى معادلة تفاضلیة جزئیة خطیة ذات حدود متجانسة
).الحدود

)وال كانت الدإذا) 4( , )ijA x y جمیعھا دوال ثابتة لكل,i j تسمى معادلة تفاضلیة جزئیة خطیة ذات ) 1.3(فان المعادلة
أعلاهدالة من الدوال     الأقلكان على    وإذامعاملات ثابتة   

.رةذات معاملات متغی
)2.1.3(مثال

لاحظ المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة التالیة
)1 (0xx yyu u  متجانسة وذات حدود متجانسة ومعاملات ثابتة
)2 (6 0x yu xu متجانسة وذات حدود متجانسة ومعاملات متغیرة
)3 (0xx yu u متجانسة وذات حدود غیر متجانسة ومعاملات ثابتة
)4 (0x yyu x u متجانسة وذات حدود غیر متجانسة ومعاملات متغیرة
)5 (sinxx yy xyu u u x  غیر متجانسة وذات حدود متجانسة ومعاملات ثابتة
)6(cosxx yyu y u y غیر متجانسة وذات حدود متجانسة ومعاملات متغیرة
)7 (x

xx yu u e غیر متجانسة وذات حدود غیر متجانسة ومعاملات ثابتة
)8 (lnxx yu x u x غیر متجانسة وذات حدود غیر متجانسة ومعاملات متغیرة

Partial differential Operatorمؤثر التفاضلي الجزئي ال2.3
.في بعض المعادلات التفاضلیة الجزئیة لیمثل المشتقات الجزئیة لدالة ما بالنسبة للمتغیرات المستقلةDیستخدم الرمز

مثلاً
تكون بالصورة التالیةxDة بدلالة المؤثر التفاضلي الجزئي فان المشتقات الجزئیxكان المتغیر المستقلإذا
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x A x Ax y

x y x y x y x y x y

e e e dx A y x
D D D D D D D D D D

     
     

32

3

5 3
3

3

1 1 1 1 1 1
, 3

4 3 5 20 3 20

1 1

20 20

Ax A x y

x y x y

A x y

e e e dx A y x
D D D D

x e x e

 



    
 

 



)14.2.3(مبرھنة 
)لیكن , ) ax byR x y e  حیثba,ثوابت ، ولیكن( , )x yD Dت ثابتة حقیقیة ومن الدرجة متعددة حدود بمعاملاn.

),(0كانإذا) 1( ba 1فأن 1

( , ) ( , )
ax by ax by

x y

e e
D D a b 

 

),(0كانإذا) 2( ba1فأن

( , ) ! ( , )

r
ax by ax by

x y

x
e e

D D r a b
 


حیث 

( , ) 0 , ( , ) ( ) ( , )r
x y x y x y

a
a b D D D D D D

b
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: البرھان
)1 (

بما ان 1
( , )

( , )
ax by ax by

x y
x y

D D e e
D D




  ولكن( , ) ( , )ax by ax by
x yD D e a b e  

 1 1
( , ) ( , )

( , ) ( , )
ax by ax by ax by ax by

x y x y

a b e e a b e e
D D D D

 
 

     

)بما ان  , ) 0a b 
1 1

( , ) ( , )
ax by ax by

x y

e e
D D a b 

  

)2 (
1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( , ) ( , ) ( , )( ) ( , ) ( ) ( )

ax by ax by ax by ax by

r r rx y x y
x y x y x y x y

e e e e
a a aD D D D a bD D D D D D D D
b b b


     

    

1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ! ! ( , )( )

r r
ax by ax by ax by ax by

rx y
x y

x x
e e e e

aD D a b a b r r a bD D
b


     

  

)15.2.3(مثال 
2جد     

3 2 2 3

1

8 12
x y

x x y x y y

e
D D D D D D



  

-:الحل
3 2 2 3( , ) 8 12 , 2 , 1x y x x y x y yD D D D D D D D a b      

( , ) (2,1) 8 (4)(1) 8(2)(1) 12(1) 8 4 16 12 0a b          
2 2( , )( 2 ) ( 3 ) ( 2 ) ( , )x y x y x y x y x yD D D D D D D D D D      2حیث, ( , ) 3x y x yr D D D D   

byaxبما ان 
r

byax

yx

e
bar

x
e

DD





),(!),(

1


2

2 2 2 2
3 2 2 3

1 1

8 12 2!(5) 10
x y x y x y

x x y x y y

x
e e x e

D D D D D D
    

  

ملاحظة
)إذا , ) m kR x y x y,k m .1

( , )
( , )x y

R x y
D D

1معكوس المؤثر التفاضلي الجزئي 

( , )x yD D
yھي قوى 

x

D

D
xأو قوى 

y

D

D
وذلك حسب أخرىبقوى أوالتصاعدیة 

)طبیعة  , )x yD D 1وفي معظم الأحیان نستخدم في فك

( , )x yD D
-:تالیةالخصائص ال
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)1 (2 31
1

1
z z z

z
    


)2 (2 31

1
1

z z z
z
    




)3 (2 3
2

1
1 2 3 4

(1 )
z z z

z
    


)4 (2 3

2

1
1 2 3 4

(1 )
z z z

z
    




)16.2.3(مثال
3) 1(جد 

2

1

2x x y

x y
D D D

)2 (2 2 3
3 2 3

1
( )

7 6x x y y

x x y y
D D D D

 
 

: الحل
)1(

3 3 2 3 3 3
2 2 2 2

2

3 4 5 6
2

2 21 1 1 1 2 1
[1 ( ) ( ) ] [ ( ) (0)]

22
[1 ]

1 1 1 1
[ ]

2 20 60

y y

yx x y x x x x x x
x

x

x

D D
x y x y x y x y x

DD D D D D D D D D
D

D

x y x x y x
D

       
 

   



)2 (
2 2 3 2 2 3 2 3 2 2 3

3 2 3 3
3 2 3

2 3
2 2 3 2 2 3

3 2 3 3 2 3

2 2 3 3
3

1 1 1
( ) ( ) [1 {7( ) 6( ) } ]( )

7 6
[1 7( ) 6( )

7 6 71 1 6
[1 ]( ) [ (2 6 ) (6)]

1 7
[

3

y y

y yx x y y x x x
x

x x

y y y

x x x x x x

x

D D
x x y y x x y y x xy y

D DD D D D D D D
D

D D

D D D
x xy y x xy y x y

D D D D D D

x xy y x
D

          
   

           

    





2 3 5 4 2 3 3 6 5 6

6 5 4 2 3 3

1 1 1 7 21 1
21 6 ]

60 24 6 360 60 20

5 1 1 1
(1 21 )

72 60 24 6

x y x x x y x y x x y x

x x y x y x y

      

    

)17.2.3(مبرھنة 
)كان إذا)1( , ) sin( )R x y ax by  حیثba, 2ثوابت وان 2( , , ) 0a ab b    فأن

2 2 2 2

1 1
sin( ) sin( )

( , , ) ( , , )x x y y

ax by ax by
D D D D a ab b 

  
  

)كان إذا)2( , ) cos( )R x y ax by  حیثba, 2ثوابت وان 2( , , ) 0a ab b    فأن

2 2 2 2

1 1
sin( ) sin( )

( , , ) ( , , )x x y y

ax by ax by
D D D D a ab b 

  
  

.واجب : البرھان 
)18.2.3(مثال 
جد  

2 2

1
sin( 2 )

3 2x x y y

x y
D D D D


 

: الحل
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2 2 2 2 2( , , ) 3 2 , 1, 2x x y y x x y yD D D D D D D D a b      
2 2 2 2( , , ) 3( ) 2( ) 1 6 8 15 0a ab b a ab b                

2 2 2 2

1 1
sin( ) sin( )

( , , ) ( , , )x x y y

ax by ax by
D D D D a ab b 

  
  

2 2

1 1
sin( 2 ) sin( 2 )

3 2 15x x y y

x y x y
D D D D

   
 

)19.2.3(مبرھنة 
2لیكن 2 2( , )x y x yD D D m D   حیثmكمیة ثابتة.

aكان إذا) 1(
m

b
فأن

) ا(
2 2 2 2 2 2

1 1
sin( ) sin( )

x y

ax by ax by
D m D m b a

  
 

) ب(
2 2 2 2 2 2

1 1
cos( ) cos( )

x y

ax by ax by
D m D m b a

  
 

aكان إذا)1(
m

b
فأن

) ا(
2 2 2

1
sin( ) cos( )

2x y

x
ax by ax by

D m D a
   


) ب(

2 2 2

1
cos( ) sin( )

2x y

x
ax by ax by

D m D a
  



.واجب: البرھان
)20.2.3(مثال 

) 1(جد
2 2

1
sin(3 2 )

4x y

y x
D D




)2(
2 2

1
cos( )

x y

x y
D D




: الحل

)1(2
2, 2, 3,

3

a
m a b m

b


     

2 2 2 2 2 2

1 1
sin( ) sin( )

x y

ax by ax by
D m D m b a

  
 

2 2

1 1 1
sin(3 2 ) sin(3 2 ) sin(3 2 )

4 4(9) 4 32x y

y x y x y x
D D

    
 

)2(1, 1, 1, 1
a

m a b m
b

      

2 2 2

1
cos( ) sin( )

29x y

x
ax by ax by

D m D
  



2 2

1
cos( ) sin( )

2x y

x
x y x y

D D
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)21.2.3(مبرھنة 
)لتكن  , ) ( , )ax byR x y e V x y حیثba, ثوابت ، ولتكن( , )x yD D متعددة حدود بمعاملات ثابتة حقیقیة ومن

1فأنnالدرجة  1
( , ) ( , )

( , ) ( , )
ax by ax by

x y x y

e V x y e V x y
D D D a D b 

 
 

:البرھان

1بما ان   
{ ( , ) ( , )} ( , )

( , )
ax by ax by

x y
x y

D D e Z x y e Z x y
D D




 

)ولكن   , ) ( , ) ( , ) ( , )ax by ax by
x y x yD D e Z x y e D a D b Z x y    

1
{ ( , ) ( , )} ( , )

( , )
ax by ax by

x y
x y

e D a D b Z x y e Z x y
D D




   

)افرض  , ) ( , ) ( , )x yD a D b Z x y V x y   
1

( , ) ( , )
( , )x y

z x y V x y
D a D b

 
 

1 1
( , ) ( , )

( , ) ( , )
ax by ax by

x y x y

e V x y e V x y
D D D a D b 

  
 

)22.2.3(مثال 
)23(جد  

23

1
32

xe
DDDD

y

yyxx




: الحل
3 2 3( , ) 3 2 , 0, 1, ( , ) (3 2 )x y x x y yD D D D D D a b V x y x       

3 2 3

3 2 2 3 3 2 3 2

( , ) ( , 1) 3 ( 1) 2( 1)

3 ( 2 1) 2( 3 1) 3 6 3 2 6 6 2

x y x y x x y y

x x y y y y x x y x y x y y y

D a D b D D D D D D

D D D D D D D D D D D D D D D

         

              

),(
),(

1
),(

),(

1
yxV

bDaD
eyxVe

DD yx

byaxbyax

yx 
 



3 2 3 3 2 3 2

3 2 2

1 1
(3 2 ) (3 2 )

3 2 3 6 3 2 6 6 2

1 1
[1 ( 3 6 3 2 6 6 ) ](3 2 )

2 2
1 1 1

[(3 2 ) ( 6)] [2 ]
2 2 2

y y

x x y y x x y x y x y y y

y
x x y x y x y y y

y y y

e x e x
D D D D D D D D D D D D D

e D D D D D D D D D x

e x e x x e
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المعاملات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات الحدود المتجانسة والمعاملات الثابتة3.3
uفي المتغیر المعتمد nتبة تكتب المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات الحدود المتجانسة والمعاملات الثابتة من الر

x,والمتغیرین المستقلین  yبالصیغة التالیة

1 2 01 2 2
( , )

n n n n

n n nn n n n

u u u u
a a a a R x y

x x y x y y  

   
    

     


0حیث  1, , , na a aثوابت

),(),(

),(

),()...(

),(...

0

1

0
22

2
1

1

0
22

2
1

1

yxRuDD

yxRuDDa

yxRuDaDDaDDaDa

yxRuDauDDauDDauDa

yx

n

i

n
y

i
xi

n
yy

n
xny

n
xn

n
xn

n
yy

n
xny

n
xn

n
xn




























1حیث 

0

( , )
n

i n
x y i x y

i

D D a D D 



ام لھذا النوع من المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھو ویكون الحل الع

( , ) ( , ) ( , )c Pu x y u x y u x y حیث س( , )cu x y یمثل الحل العام للجزء المتجانس( , ) 0x yD D u  وان
( , )Pu x y یمثل الحل الخاص للجزء غیر المتجانس( , ) ( , )x yD D u R x y 

)ھو الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ام للجزء المتجانسالحل الع , ) 0x yD D u  1حیث

0

( , )
n

i n
x y i x y

i

D D a D D 





2نحصل على1بـ yDوعن بـ xDعوضنا عن إذا) 1(
0 1 2

0

( ,1)
n

i n
i n

i

a a a a a     


      

)نفرض  ,1) 0   2فأن
0 1 2 0n

na a a a      
n1ولھا  ) المساعدة أو( تسمى بالمعادلة الممیزة     nوھذه متعددة حدود من الدرجة       2, , , n  

).المساعدةأو( تسمى ھذه الجذور بالقیم الممیزة 

2نحصل على بـ yDوعن 1بـ xDعوضنا عناإذ) 2( 2
0 1 2

0

(1, )
n

n i n n
i n

i

a a a a a      



      

,1)نفرض  ) 0  1فأن 2
0 1 2 0n n n

na a a a       
nأوn

1 2, , , n   المساعدةأووكذلك تسمى ھذه الجذور بالقیم الممیزة.
( ,1) 0   ،(1, ) 0  

.وتسمى بالمعادلة الممیزة الثانیة
ملاحظات

0,0كانإذا) 1( 0  aan) أي ان كل من,n n
y xD Dففي ھذه الحالة یمكن استخدام أي من المعادلتین الممیزتین) موجود(

0,0كان إذا) 2( 0  aan) أي انn
xDو موجودn

yDالأولى ففي ھذه الحالة نستخدم المعادلة الممیزة ) غیر موجود
( ,1) 0  .

0,0كان إذا) 3( 0  aan) أي انn
yDموجود وn

xD1,(0میزة الثانیةففي ھذه الحالة نستخدم المعادلة الم) غیر موجود( .
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0,0كانإذا) 4( 0  aan) أي انn
yD غیر موجود وn

xDففي ھذه الحالة نكتب ) غیر موجود( , )n x yD D

):  في الصورة التالیة )( , ) ( , )m k
x y x y n m k x yD D D D D D   

)لمتعددة الحدود أعلاهالثلاثةحسب الملاحظات الممیزتینالمعادلتین إحدىم ومن ثم نستخد ) ( , )n m k x yD D  .
:الحالة الأولى 

1كانت القیم الممیزة إذا) 1( 2, , , n   حقیقیة مختلفة فأن الحل العام یكون بالشكل التاليأعدادجمعیھا

1 1 2 2
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n n i i
i

u x y F x y F x y F x y F x y   


        

,1,2,3دوال اختیاریة iFحیث  ,i n 
nكانت القیم الممیزة إذا) 2( ,,, 21  حقیقیة مختلفة فأن الحل العام یكون بالشكل التالي أعدادجمعیھا

1 1 2 2
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n n i i
i

u x y G x y G x y G x y G x y   


        

,1,2,3دوال اختیاریة iGحیث  ,i n 

)1.3.3(مثال 
2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2( 12 ) 0x x y yD D D D u  

: الحل 
)12(),( 22

yyxxyx DDDDDD 

)الأولىباستخدام المعادلة الممیزة ) ا( ,1) 0  
2

1 23 , 4 ( 3)( 4) 0 ( ,1) 12 0                  

1الحل العام ھو  2( , ) (3 ) ( 4 )u x y F x y F y x    1حیث 2,F Fدوال اختیاریة
,1)باستخدام المعادلة الممیزة الثانیة )  ب( ) 0  

2 2
1 2

1 1
, (3 1)(4 1) 0 12 1 0 (1, ) 1 12 0

3 4
                       

1الحل العام ھو 2

1 1
( , ) ( ) ( )

3 4
u x y G x y G x y    21حیث,GGدوال اختیاریة

)2.3.3(مثال 
2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 3( 5 6 ) 0x y x y yD D D D D u  

:الحل 
6,0بما ان  03  aa ) 3أي ان

xD ، 3غیر موجودة
yDموجودة(

)1,(0نستخدم المعادلة الممیزة الثانیة إذن 2 2 3( , ) 5 6x y x y x y yD D D D D D D    

2 3
1 2 3

1 1
0, , (3 1)(2 1) 0 (1, ) 5 6 0

3 2
                      

1الحل العام ھو  2 3

1 1
( , ) ( ) ( ) ( )

3 2
u x y G x G x y G x y     1حیث 2 3, ,G G Gدوال اختیاریة
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الحالة الثانیة 
1إذا 2, , , n  1 2 n      

1یكون في الشكل  1
1 2

1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n i
n i

i

u x y F x y xF x y x F x y x F x y    



        iF

,1,2,3دوال اختیاریة  ,i n 
)3.3.3(مثال

3حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 2 3( 3 3 ) 0y x y x y yD D D D D D u   

: الحل 
3 2 2 3( , ) 3 3x y y x y x y yD D D D D D D D    

3 3 2
1 2 3( 1) 0, 1 ( ,1) 3 3 1 0                   

2الحل العام ھو 
1 2 3( , ) ( ) ( ) ( )u x y F x y xF x y x F x y      1حیث 2 3, ,F F Fدوال اختیاریة

)4.3.3(مثال
3حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 3( 3 4 ) 0x x y yD D D D u  

: الحل
3 2 3( , ) 3 4 0x y x x y yD D D D D D u    

2 3 2 3 2( 1)( 1) 3( 1)( 1) 0 ( 1) 3( 1) 0 ( ,1) 3 4 0                           
2 2 2

1 2 31, 2 ( 1)( 2) 0 ( 1)( 4 4) 0 ( 1)[ 1 3 3] 0                               

1الحل العام ھو 2 3( , ) ( ) ( 2 ) ( 2 )u x y F x y F y x xF y x      1حیث 2 3, ,F F Fدوال اختیاریة.
الحالة الثالثة 

)لتكن , )x yD D)
iكانت فإذا) الرتبة الثانیة     حیث حقیقیة فان الحل العام یكون بالشكل أعداد,

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]u x y F y x i x F y x i x i F y x i x F y x i x                  

1حیث  2,F Fدوال اختیاریة
)5.3.3(مثال 

2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2( 2 2 ) 0x x y yD D D D u  

:الحل 
2 2( , ) 2 2x y x x y yD D D D D D   

22 4 8
1 , 1, 1 ( ,1) 2 2 0

2
i      

 
          

 

1الحل العام ھو      1 2 2( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]u x y F y x i x F y x i x i F y x i x F y x i x           

1حیث  2,F Fدوال اختیاریة
)6.3.3(مثال 

3دلة التفاضلیة الجزئیة حل المعا 2 2 3( ) 0x x y x y yD D D D D D u   

:الحل 
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3 2 2 3( , ) ( )x y y x y x y yD D D D D D D D    
2 2 3 21, ( 1)( 1) 0 ( 1) ( 1) 0 ( ,1) 1 0i                             

1الحل العام ھو 2 2 3 3( , ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]u x y F x y F y i x F y i x i F y i x F y i x          1حیث 2 3, ,F F F

دوال اختیاریة
)7.1.4.3(مثال 

4حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  3 2 2 3 4( 2 5 8 ) 0x x y x y x y yD D D D D D D D u    

: لالح
4 3 2 2 3 4( , ) ( 2 5 8 )x y x x y x y x y yD D D D D D D D D D     

2 4 4 3 2
1 2 1, 2 ( 1) ( 4) 0 ( ,1) 2 5 8 4 0i                           

1الحل العام ھو 2 3 3 4 4( , ) ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 ) [ ( 2 ) ( 2 )]u x y F x y x F x y F y i x F y i x i F y i x F y i x             

1حیث  2 3 4, , ,F F F Fدوال اختیاریة

)ھو الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة الجزئیة : الحل الخاص  للجزء غیر المتجانس , ) ( , )x yD D u R x y  حیث
1

1

( , )
n

i n
x y i x y

i

D D a D D 




)بما ان  , )pu x y حل للمعادلة التفاضلیة الجزئیة( , ) ( , )x yD D u R x y 

( , ) ( , )x y pD D u R x y  
1

( , ) ( , )
( , )P

x y

u x y R x y
D D

 

),(ثم نجد  yxuPبالاستعانة بالخواص والمبرھنات المتعلقة بمعكوس المؤثر التفاضلي الجزئي.
)8.3.3(مثال 

2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة 2 3 3 3 3( 12 ) x y x y
x x y yD D D D u y e x e x y      

: الحل 
)الحل العام أولانجد  , )cu x y2للجزء المتجانس 2( 12 ) 0x x y yD D D D u  

2
1 23, 4 ( 3)( 4) 0 ( ,1) 3 0                   

1ھو 2( , ) (3 ) ( 4 )cu x y F x y F y x    1حیث 2,F Fدوال اختیاریة
)نجد الحل الخاص الآن , )Pu x y

3 3 3 31
( , ) ( , ), ( , )

( , )
x y x y

P
x y

u x y R x y R x y y e x e x y
D D

    

3 3 3 3
2 2

3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2

1
( , ) ( )

12

1 1 1 1

12 12 12 12

x y x y
P

x x y y

x y x y

x x y y x x y y x x y y x x y y

u x y y e x e x y
D D D D

y e x e x y
D D D D D D D D D D D D D D D D

 

 

   
 

   
       

5 5
2 3 31 1

( , ) (21 14 8 ) (6 5)
98 36 20 240

x y x y
P

x y
u x y x xy x e x e       
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)بنما ان  , ) ( , ) ( , )c Pu x y u x y u x y  فان الحل العام ھو ،
5 5

2 3 3
1 2

1 1
( , ) (21 14 8 ) (3 ) ( 4 ) (6 5)

98 36 20 240
x y x y x y

u x y x xy x e F x y F y x x e           

1حیث  2,F Fدوال اختیاریة
)9.3.3(مثال 

2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 2 2( )x yD D u x y 

: الحل 
)الحل العام أولانجد  , )cu x y2للجزء المتجانس 2( ) 0x yD D u 

2( ,1) 1 0i          ھو للجزء المتجانسالحل العام، فان
1 1 2 2( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]cu x y F y i x F y i x i F y i x F y i x        1حیث 2,F Fدوال اختیاریة

),(نجد الحل الخاص الآن yxuP

2 21
( , ) ( , ), ( , )

( , )P
x y

u x y R x y R x y x y
D D

 

2 2 4 2 6
2 2

1 1
( , ) (15 )

180P
x y

u x y x y x y x
D D
  



)بنما ان  , ) ( , ) ( , )c Pu x y u x y u x y  فان الحل العام ھو ،
4 2 6

1 1 2 2

1
( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] (15 )

180
u x y F y i x F y i x i F y i x F y i x x y x          1حیث 2,F Fریةدوال اختیا

.المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات الحدود غیر المتجانسة والمعاملات الثابتة4.3
نوعین ھما المعادلات إلىتنقسم المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات الحدود غیر المتجانسة والمعاملات الثابتة 

. التفاضلیة الجزئیة القابلة للاختزال والمعادلات التفاضلیة ال      
)النوعین ھو    , ) ( , ) ( , )c Pu x y u x y u x y  حیث( , )cu x y( , ) 0x yD D u 

)أماالآنوالذي سنتطرق لھ     , )Pu x y( , ) ( , )x yD D u R x y 

( , )Pu x y

.المتجانسة والمعاملات الثابتة
المعادلات التفاضلیة الجزئیة القابلة للاختزال

ت الحدود غیر المتجانسة والمعاملات الثابتة والتي یمكن تحلیل مؤثرھا التفاضلي ھي المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذا
)الجزئي , )x yD Dعوامل من الدرجة الأولى بمعاملات حقیقیة في إلى,x yD D أي من الممكن ان نكتب( , )x yD D في

1الصورة  1 1 2 2 2
1

( , ) ( )( ) ( ) ( )
n

x y x y x y n x n y n i x i y i
i

D D a D b D c a D b D c a D b D c a D b D c


         

,ث حی ,i i ia b c 1,2,3ثوابت لكل, ,i n 

)المعادلة التفاضلیة الجزئیة إذن , ) 0x yD D u  تصبح بالشكل
1

( ) 0
n

i x i y i
i

a D b D c u


  
0نبحث أولا في أیجاد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ( ) 0i x i y i i x i y ia D u b D u c u a D b D c u      
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i i i

dx dy du

a b c u
 


 ،

العادیة 
ii b

dy

a

dx
 1نحصل على 1i i i i i iA b x a y b x a y A b dx a dy      

من المعادلة التفاضلیة العادیة 
uc

du

a

dx

ii 
 0نحصل علىlnln 

u

du
dx

a

c
cux

a

c
x

a

c
cu

i

i

i

i

i

i

2

i i i

i i i

c c c
c x x x

a a acu e e e A e
  

    ،1 2,
i

i

c
x

a
i iA b x a y A u e  

2الحل العام لمعادلة لاكرانج ھو  1( , ) 0A A 2أو 1( )A F A حیث,F دوال اختیاریة

( , ) 0
i

i

c
x

a
i iu e b x a y   0أو,)()( 



iii

x
a

c

ii

x
a

c

ayaxbfeuyaxbfue i

i

i

i

,ن المعادلتین التفاضلیتین العادیتیأخذناإذاأما
i i i i

dy du dx dy

b c u a b
 


فمن المعادلة التفاضلیة العادیة ، 
i i

dx dy

a b


1نحصل على   i iA b x a y  ، فمن المعادلة التفاضلیة العادیة
i i

dy du

b c u



3نحصل على    

i

i

c
y

bA u e

3الحل العام لمعادلة لاكرانج ھو  1( , ) 0n A A  3أو 1( )A G A

( , ) 0
i

i

c
y

b
i iu e b x a y  أو( ) ( ) , 0

i i

i i

c c
y y

b b
i i i i iu e G b x a y ue G b x a y b



     

-:ومما تقدم نستنتج مایلي
0,0كان إذا) 1(  ii ab الصورتینإحدىفان الحل العام یكون في

( , ) ( )
i

i

c
x

a
i iu x y e F b x a y



   أو( , ) ( )
i

i

c
x

b
i iu x y e G b x a y 

0كان إذا) 2( , 0i ib a  فان الحل العام یكون في الصورة التالیة( , ) ( )
i

i

c
x

a
i iu x y e F b x a y



 

0,0كان إذا) 3(  ii ab فان الحل العام یكون في الصورة التالیة)(),( yaxbGeyxu ii

x
b

c

i

i




)والان نبحث في ایجاد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  , ) 0x yD D u  وھنالك حالتان ھما:-
الحالة الأولى 

كان إذا
1

( , ) ( )
n

x y i x i y i
i

D D a D b D c


   بحیث أي من العواملi x i y ia D b D c  مستقل خطیاً عن العوامل

فان الحل العام یكون في الصورة . الأخرى
1

( , ) ( )
i

i

cn x
a

i i i
i

u x y e F b x a y




 

iF1, 2,3, ,i n 0ia i
i

i

c
x

ae


الاسي 
i

i

c
y

be


.
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أو 
1

( , ) ( )
i

i

cn y
a

i i i
i

u x y e G b x a y




 iG1دوال اختی, 2,3, ,i n 

0ibوفي حالة   لبعض قیمi نستبدل العامل الاسي
i

i

c
y

be


بالعامل الاسي
i

i

c
x

be


.
).4.31(مثال 

yxجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة 
yxyyxx exeyuDDDDDD  3)422( 22

:الحل 
)للجزء المتجانس نجد أولا الحل العام , )cu x y

2 2( 2 )( 2) 0 ( 2 2 4 ) 0x y x y x x y y x yD D D D u D D D D D D u         

1 1 1 2 2 21, 2, 0, 1, 1, 2a b c a b c       
1 2

1 2

2
2

1 1 1 2 2 2 1 2
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( )
i

i

c c c
x x x

a a a x
c i i i

i

u x y e F b x a y e F b x a y e F b x a y F x y e F x y
  





          
1حیث  2,F Fدوال اختیاریة

)الآن نجد الحل الخاص  , )pu x y

1
( , ) ( , ), ( , ) 3

( , )
x y

p
x y

u x y R x y R x y y e x e
D D

  

2 2

2 2 2 2

1
( , ) ( 3 )

2 2 4

1 1 1 5 3 3
3 ( ) ( )

2 2 4 2 2 4 3 3 2 2

x y
p

x x y y x y

x y x y

x x y y x y x x y y x y

u x y y e x e
D D D D D D

y e x e y e x e
D D D D D D D D D D D D



 

 
   

     
       

)ن بما ا , ) ( , ) ( , )c pu x y u x y u x y  فان الحل العام ھو ،
2

1 2

1 5 3 3
( , ) ( 2 ) ( ) ( ) ( )

3 3 2 2
x x yu x y F x y e F x y y e x e          1حیث 2,F Fدوال اختیاریة

).4.32(مثال 
)حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة    2)( 2)( 2 )(2 3 5) 0x y x y x yD D D D D D u     

:الحل 
1 1 1 2 2 2

3 3 3 4 4 4

1, 0 , 2 , 0, 1 , 2

1, 2 , 0 2, 3 , 5

a b c a b c

a b c a b c

      
      

31 2 4

31 2 4
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

5
2 2 2

1 2 3 4

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (2 ) (3 2 )

cc c c
xx x x

aa b a

xx y

u x y e F b x a y e F b x a y e F b x a y e F b x a y

e F y e F x F x y e F x y
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الحالة الثانیة 
كان إذا

1

( , ) ( ) ( )
n

k
x y x y i x i y i

i k

D D aD bD c a D b D c
 

      بحیث أي من العوامل( )i x i y ia D b D c  مستقل

,1خطیاً عن العوامل الأخرى لكل  2,3, ,i n  . فان الحل العام یكون في الصورة التالیة:-
1

1 1

( , ) ( ) ( )
i

i

cc k k xx aia
i i i i

i i

u x y e x F b x a y e F b x a y
 

 

    

1یكتب الحل العام في الصورة أو

1 1

( , ) ( ) ( )
i

i

cc k n xy bib
i i i i

i i k

u x y e y G b x a y e G b x a y
 

  

    
).4.33(مثال 

2)2لة التفاضلیة الجزئیة حل المعاد 3 1) ( 3 3) 0x y x yD D D D u    

:الحل
3 3 32 2, 3 , 1, 1, 3, 3k a b c a b c        

2 3
1

1 3

( , ) ( ) ( )
i

i

cc xx aia
i i i i

i i

u x y e x F b x a y e F b x a y
 

 

    
1

1
1 2 3 3 3

1
32

1 2 3

( , ) [ ( ) ( )] ( )

[ (3 2 ) (3 2 )] ( 3 )

cc xx aa

x x

u x y e F b x a y x F b x a y e F b x a y

e F x y x F x y e F x y



 

     

      
1حیث  2 3, ,F F Fدوال اختیاریة
) .4.34(مثال 

2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة   3 2 2 2(3 2 ) ( ) x y
x y y yD D D D u x y e    

:الحل
),(الحل العام أولانجد  yxucللجزء المتجانس

2 2 3 2(3 2) 0 (3 2 ) 0y x y x y y yD D D u D D D D u       

3 3 30, 1, 0, 3, 1, 2a b c a b c       
3

3 2
1 2 3 3 3 1 2 3( , ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )] ( 3 )

cc xy b yb
cu x y e G b x a y y G b x a y e G b x a y G x y G x e G x y


         

1حیث 2 3, ,G G Gدوال اختیاریة
)نجد الحل الخاص الآن , )pu x y

yx

yx
P eyxyxRyxR

DD
yxu 22 )(),(,),(

),(

1
),( 



2 2 2 2
2 3 2

1 1
( , ) ( ) (18 18 48 25)

3 2 216
x y x y

p
x y y y

u x y x y e e y x y
D D D D

      
 

)بما ان  , ) ( , ) ( , )c pu x y u x y u x y  فان الحل العام ھو ،
2 2 2

1 2 3

1
( , ) ( ) ( ) ( 3 ) (18 18 48 25)

216
y x yu x y G x yG x e G x y e y x y       1حیث 2 3, ,G G Gدوال اختیاریة
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المعادلات التفاضلیة الجزئیة غیر القابلة للاختزال
ملات الثابتة والتي لایمكن تحلیل مؤثرھا ھي المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات الحدود غیر المتجانسة والمعا

)التفاضلي الجزئي , )x yD Dوبھذه الحالة یكتب الحل العام . الأولىعوامل من الدرجة إلى( , )cu x y للجزء المتجانس

( , ) 0x yD D u  في الصورة
1

( , ) i ia x b y
c i

i

u x y A e






 حیثiA الأزواجثوابت اختیاریة وان( , )i ia b ترتبط بالعلاقة

( , ) 0i ia b 

)5.4.3(مثال 
2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2(2 )x y xD D D u x y   

:الحل
)الحل العام أولانجد  , )cu x yللجزء المتجانس

2(2 ) 0x y xD D D u  

)2ان المعادلة التفاضلیة الجزئیة غیر قابلة للاختزال لان بما , ) 2x y x y xD D D D D    عوامل من إلىلایمكن تحلیلھا

),(02الأولى الدرجة  2  iiiii ababa الحل العام ھو، فان
1

( , ) i ia x b y
c i

i

u x y A e






 22حیث 0i i ia b a       ،

iAثوابت اختیاریة.
)نجد الحل الخاصالآن , )pu x y

yxyxRyxR
DD

yxu
yx

P  2),(,),(
),(

1
),(



2 2 2 3 4 4 6
2

1 1 1 1 1 1
( , ) ( )

2 2 6 12 6 360p
x y x

u x y x y x y y x y y y
D D D

       
 

)بما ان  , ) ( , ) ( , )c pu x y u x y u x y فان الحل العام ھو ،
2 2 3 4 4 6

1

1 1 1 1 1
( , )

2 6 12 6 360
i ia x b y

i
i

u x y A e x y y x y y y






     
22حیث  0i i ia b a   ،iAثوابت اختیاریة.
)6.4.3(مثال 

2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة   2 2 3( ) x y
x x y y x yD D D D D D u e     

-:الحل
)الحل العام أولانجد  , )cu x yللجزء المتجانس

2 2( ) 0x x y y x yD D D D D D u    

2بما ان المعادلة التفاضلیة الجزئیة غیر قابلة للاختزال لان  2( , )x y x x y y x yD D D D D D D D      إلىلایمكن تحلیلھا

2الأولىعوامل من الدرجة  2( , ) 0i i i i i i i ia b a a b b a b       فان الحل العام ھو ،
1

( , ) i ia x b y
c i

i

u x y A e







2حیث  2 0i i i i i ia a b b a b     ،iAثوابت اختیاریة
)نجد الحل الخاص الآن , )pu x y
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2 31
( , ) ( , ), ( , )

( , )
x y

P
x y

u x y R x y R x y e
D D

 

2 3 2 3
2 2

1 1
( , )

6
x y x y

p
x x y y x y

u x y e e
D D D D D D

   
   

)بما ان  , ) ( , ) ( , )c pu x y u x y u x y   فان الحل العام ھو ،
2 3

1

1
( , )

6
i ia x b y x y

i
i

u x y A e e


 



 
2حیث  2 0i i i i i ia a b b a b     ،iAثوابت اختیاریة

ملاحظة 
)كانإذا , ) ( , ) ( , )x y x y x yD D D D D D  بحیث( , )x yD Dالأولىعواملھا من الدرجة إلىة للتحلیل قابل ،),( yx DD

)فان الحل العامالأولىعواملھا من الدرجة إلىغیر قابلة للتحلیل  , )c x yu D D 0للجزء المتجانس),( uDD yx یكون
1بالصورة  2( , ) ( , ) ( , )u x y u x y u x y  1حیث( , )u x yالحل العام للجزء المتجانس ھو( , ) 0x yD D u ،2 ( , )u x y ھو

)الحل العام للجزء المتجانس  , )x yD D

)7.4.3(مثال 
حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة 

3 2 2 3 2 2 4 2 2( 3 3 )( 2 2 2 1)( 1) cos(2 )x x y x y y x x y y x y x x yD D D D D D D D D D D D D D D u x y           

-:الحل
)الحل العامأولانجد  , )c x yu D Dء المتجانسللجز

3 2 2 3 2 2 4 2 2

2 4 2 2

( , ) ( 3 3 )( 2 2 2 1)( 1)

( )( 1) ( 1) ( , ) ( , )

x y x x y x y y x x y y x y x x y

x y x y x x y x y x y

D D D D D D D D D D D D D D D D D

D D D D D D D D D D D



 

          

      

4بحیث 2 2 3 2( , ) 1, ( , ) ( ) ( 1)x y x x y x y x y x yD D D D D D D D D D D       

)1نجد الحل العام , )u x yللجزء المتجانس( , ) 0x yD D 

1 1 1 4 4 41, 1, 0, 1, 1, 1a b c a b c       
1 4

1 42
1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 4 4 4 5 4 4

2
1 2 3 4 5

( , ) [ ( ) ( ) ( ) ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

c c
x x

a a

x

u x y e F b x a y x F b x a y x F b x a y e F b x a y x F b x a y

F x y x F x y x F x y e F x y x F x y

 

         

           
1حیث  2 3 4 5, , , ,F F F F Fدوال اختیاریة

2نجد الحل العام  ( , )u x y للجزء المتجانس( , ) 0x yD D u 
4 2 2( , ) 1 0i i i i ia b a a b    

2
1

( , ) i ia x b y
i

i

u x y A e






 4حیث 2 2 1 0i i ia a b   ،iAثوابت اختیاریة

1ولكن  2( , ) ( , ) ( , )cu x y u x y u x y  فان ،
2

1 2 3 4 5
1

( , ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] i ia x b yx
c i

i

u x y F x y x F x y x F x y e F x y x F x y A e
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4حیث  2 2 1 0i i ia a b   ،iA ، 1ثوابت اختیاریة 2 3 4 5, , , ,F F F F F دوال اختیاریة.
)نجد الحل الخاص الآن , )pu x y

1
( , ) ( , ), ( , ) cos(2 )

( , )P
x y

u x y R x y R x y x y
D D

  

3 2 4 2 2

1 1
( , ) cos(2 ) cos(2 )

( ) ( 1) ( 1) 3078p
x y x y x x y

u x y x y x y
D D D D D D D

    
    

)بما ان  , ) ( , ) ( , )c pu x y u x y u x y  فان الحل العام ھو ،
2

1 2 3 4 5
1

1
( , ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] cos(2 )

3078
i ia x b yx

i
i

u x y F x y x F x y x F x y e F x y x F x y A e x y






              
4حیث  2 2 1 0i i ia a b   ،iA  ، 1ثوابت اختیاریة 2 3 4 5, , , ,F F F F F دوال اختیاریة.
معادلة كوشي التفاضلیة الجزئیة الخطیة5.3

Cauchy’s Linear Partial Differential Equations
x,والمتغیرین المستقلین uفي المتغیر المعتمد nیة الجزئیة الخطیة من الرتبة تكتب معادلة كوشي التفاضل y في

)الصورة  , ) ( , )x yx D y D u R x y حیث
0 0

( , )
n n

i j i j
x y ij x y

i i
i j n

x D y D a x y D D
 
 

  وانijaمعاملات ثابتة

حل معادلة كوشي التفاضلیة الجزئیة الخطیة بالخطوات التالیة تتخلص طریقة
lnنفرض ) 1( , ln ,z wz x w y x e y e    xzyw ln,ln 

1 1
,

dw dz

dy y dx x
 

1
x z

u u u u u
x D u x x z x D u

x z x z x z

    
    
    

1
y w

u u w u u
y D u y y z y D u

y w y w y w

    
    
    

2 2 2 2 2 2
2

1 1 1
( ) ( ) [ ] ( 1)x

x x x x z z z z z z z

dz
x D u x D D u x D D u x D u D u D u D u D D u

x x dx x
       

2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
( ) ( ) [ ] ( 1)y y y x w w w w w w w

dw
y D u y D D u y D D u y D u D u D u D u D D u

y y dy y
       

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) )x y x y x w z w z w z w

dz
xyD D u xyD D u xyD D u xy D D u xy D D u D D u

y y dx x y
     

)وبصورة عامة نستنتج ان  1)( 2) ( 1) ( 1)( 2) ( 1)i i i j
x y z z z z w w w wx y D D u D D D D i D D D D j u         

,نعوض عن ) 2( , ,i i i j
x yx y D D u y x في معادلة كوشي التفاضلیة الجزئیة الخطیة وبعد تبسیطھا نحصل على

w,قلین والمتغیرین المستuمعادلة تفاضلیة جزئیة خطیة ذات معاملات ثابتة في المتغیر المعتمد  z ثم نجد الحل
.العام لھا حسب الطرق السابقة

lnنعوض عن ) 3( , lnz x w y  فیكون الناتج ھو الحل العام لمعادلة ) 2(في الحل العام الناتج في الخطوة
x,والمتغیرین المستقلین uكوشي التفاضلیة الجزئیة الخطیة في المتغیر المعتمد  y.
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)1.5.3(مثال
3حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 2 3( ) 0x y x yx D D y D D u 

: الحل 
2نضرب طرفي المعادلة في  2x y3نحصل على 2 3 2 2 3 2 3 0x y x yx y D D u x y D D u 

lnنفرض , ln ,z wz x w y x e y e    
3 2 3 2 ( 1)( 2) ( 1)x y z z z w wx y D D u D D D D D u   
2 3 2 3 ( 1) ( 2)x y z z w wx y D D u D D D D u  

( 1)( 2) ( 1) ( 1) ( 1)( 2) 0

( 1)( 1)( 2 2) 0

( 1)( 1)( ) 0

z z z w w z z w w w

z w z w z w

z w z w z w

D D D D D u D D D D D u

D D D D D D u

D D D D D D u

       

     

   
وھذه معادلة تفاضلیة جزئیة خطیة ذات معاملات ثابتة وحلھا العام ھو 

1 2 3 4 5( ) ( ) ( ) ( ) ( )z wu F w F z e F w e F z F z w     

1حیث   2 3 4 5, , , ,F F F F Fوبالتعویض عن دوال اختیاریةln , lnz x w y   في الحل العام نحصل على
1 2 3 4 5( , ) (ln) (ln ) (ln ) (ln ) (ln ln )u x y F F x xF y y F x F x y       1حیث 2 3 4 5, , , ,F F F F Fدوال اختیاریة

)2.5.3(مثال 
2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 2 2 2 2(3 2 3 ) sin(ln )x x y y x yx D xyD D y D xyD yD u xy y    

: الحل 
lnنفرض  , ln ,z wz x w y x e y e    

, ,x z y w x y z wx D u D u y D u D u xy D D u D D u  
2 2 2 2( 1) , ( 1)x z z y w wx D u D D u y D u D D u   

2 2 2 2(3 3 2 3 ) sin 2w
z z z w w w z wD D D D D D D D u e e w      

2 2 2 2(3 2 ) sin 2w
z z w wD D D D u e w  وھذه معادلة تفاضلیة جزئیة ذات معاملات ثابتة وحلھا العام ھو

2
1 2

1 1
( ) ( ) [4cos(2 ) 7sin(2 )]
3 65

z wu F z w F w z e w w       1حیث 2,F F  وبالتعویض عن دوال اختیاریة ،

ln , lnz x w y   في الحل العام نحصل على
2 2 2

1 2

1 1
( ln ln ) (ln ln ) [4cos(ln ) 7sin(ln )]
3 65

u F x y F y xz xy y y     

1حیث  2,F Fة دوال اختیاری .
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المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة من الرتبة الثانیة ذات المعاملات المتغیرة6.3
u,x y

-:الصیغة التالیة
1 2 3 4 5 6( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...(1)xx xy yy x yA x y u A x y u A x y u A x y u A x y u A x y u R x y     

1حیث 2 3 4 5 6( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )A x y A x y A x y A x y A x y A x y R x y دوال في المتغیرین المستقلین,x y.
,لو فرضنا ان , , ,x y xx xy yyu p u q u r u s u t    . تصبح في ) 1(فأن المعادلة التفاضلیة الجزئیة

-:الصورة التالیة
1 2 3 4 5 6( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ... (2)A x y r A x y s A x y t A x y p A x y q A x y u R x y     

قتصر على حالات خاصة من المعادلات تعادلات التفاضلیة الجزئیة والتي سطرق حل ھذا النوع من المإلىنتطرق الآن
.التفاضلیة الجزئیة

الأولىالطریقة 
-:الصور التالیةإحدىتستخدم ھذه الطریقة لحل المعادلات التفاضلیة الجزئیة والتي تكون في 

)1 (1
1

( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , )xx xx

R x y
u F x y A x y u R x y

A x y
   

)2 (2
2

( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , )xy xy

R x y
u G x y A x y u R x y

A x y
   

)3 (3
3

( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , )yy yy

R x y
u H x y A x y u R x y

A x y
   

-:كالأتيأعلاهحیث یمكن حل تلك المعادلات التفاضلیة الجزئیة 
مع اخذxالتكامل مرتین لطرفي المعادلة بالنسبة للمتغیر المستقل بإجراءیكون الحل العام لھا الأولىالمعادلة ) 1(

.yتقل ثابت التكامل في كل مرة دالة في المتغیر المس
المتغیرین لأحدلطرفي المعادلة بالنسبة أولاالتكامل بإجراءالمعادلة التفاضلیة الثانیة یكون الحل العام لھا ) 2(

لطرفي المعادلة أخرىثم اجراء التكامل مرة الأخرالمستقلین واخذ ثابت التكامل دالة في المتغیر المستقل 
.للمتغیر المستقل الثاني واخذ ثابت التكامل دالة في المتغیر المستقل الاولبالنسبة

مع اخذ yالتكامل مرتین لطرفي المعادلة بالنسبة للمتغیر المستقل بإجراءالمعادلة الثالثة یكون الحل العام لھا ) 3(
.xقل ثابت التكامل في كل مرة دالة في المتغیر المست

ملاحظة 
أعلاهالمعادلات التفاضلیة الجزئیة    
.حلھا باستخدام الطرق السابقة

)1.6.3(مثال 
,0حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  (0, ) , (1, ) 1xxu u y y u y  

: الحل
)نحصل على إلىxمل للطرفین بالنسبة التكابإجراء )xu f y حیثfدالة اختیاریة

)نحصل علىإلىxللطرفین بالنسبة أخرىالتكامل مرة بإجراء , ) ( ) ( )u x y x f y g y  حیثg اختیاریةدالة
2 2( ) (0, ) 0 ( )g y y u y g y y    2( ) 1 ( ) 1 (1, ) ( ) ( ) 1f y g y y u y f y g y        

2الحل ھو  2( , ) (1 )u x y x y y  
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) 2.6.3(مثال 
4حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة

2
sin( ), ( , ) 3, ( ,0)yy

y
u x u x y u x x

x
  

: الحل
2نحصل على إلىyالتكامل للطرفین بالنسبة بإجراء

2
cos( ) ( )y

y
u x f x

x
   حیثfدالة اختیاریة

نحصل على إلىyللطرفین بالنسبة أخرىالتكامل مرة بإجراء
2

( , ) sin( ) ( ) ( )
y

u x y y f x g x
x

   

)دالة اختیاریةgحیث  ) ( ,0) sin(0) 0 ( )g x x u x g x x      

2 2 2

1 1 1
( ,1) sin( ) ( ) ( ) 3, ( ) 3 sin( ) ( ) 3 sin( )u x f x g x f x g x x

x x x
          

xyxyالحل ھو 
x

y
x

y
yxu  3)

1
sin()sin(),(

22

الطریقة الثانیة 
-:الصور التالیة إحدىتستخدم ھذه الطریقة لحل المعادلات التفاضلیة الجزئیة والتي تكون في 

)1 (),(),(),(),(),(),( 4141 yxRuyxAuyxAyxRpyxA
x

p
yxA xxx 



)2 (),(),(),(),(),(),( 4242 yxRuyxAuyxAyxRpyxA
y

p
yxA xxy 



)3(),(),(),(),(),(),( 5352 yxRqyxA
x

q
yxAyxRuyxAuyxA yxy 





)4(),(),(),(),(),(),( 4354 yxRuyxAuyxAyxRqyxA
y

q
yxA yyy 



:وكالاتي 
pفنجد xوالمتغیر المستقل pفي المتغیر المعتمد الأولىمعادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة الأولىالمعادلة ) 1(

)ثم نحصل على الأولىحسب طریقة حل المعادلات التفاضلیة العادیة الخطیة من الرتبة  , )u x y بتكاملp بالنسبة
.xالمتغیر المستقلإلى

فنجد yوالمتغیر المستقل pفي المتغیر المعتمد الأولىانیة معادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة المعادلة الث) 2(
p ثم نحصل على الأولىحسب طریقة حل المعادلات التفاضلیة العادیة الخطیة من الرتبة( , )u x y بتكاملp

.xالمتغیر المستقلإلىبالنسبة 
فنجد xوالمتغیر المستقل qفي المتغیر المعتمد الأولىالمعادلة الثالثة معادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة ) 3(

q ثم نحصل على الأولىحسب طریقة حل المعادلات التفاضلیة العادیة الخطیة من الرتبة( , )u x y بتكاملq

.yالمتغیر المستقل إلىبالنسبة 
yوالمتغیر المستقلqفي المتغیر المعتمد الأولىادیة خطیة من الرتبة المعادلة الرابعة معادلة تفاضلیة ع) 3(

)ثم نحصل على الأولىحسب طریقة حل المعادلات التفاضلیة العادیة الخطیة من الرتبة qفنجد  , )u x y

.yالمتغیر المستقل إلىبالنسبة qكامل بت
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) 3.6.3(مثال 
cos(sin(حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة   xyxuyu xxx 

: الحل 
(sin cos )

p
y p x y x

x


   



. xوالمتغیر المستقل pفي المتغیر المعتمد الأولىوھذه معادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة 
cosوالحل العام لھا ھو  ( ) x yp x f y e  حیثfدالة اختیاریة

1
( , ) sin ( ) ( ) ( , ) [cos ( ) ]x y x yu x y x f y e G y u x y p dx x f y e dx

y
        حیثG دالة اختیاریة

)الحل العام ھو إذن , ) sin ( ) ( )x yu x y x F y e G y    1حیث
( ) ( )F y f y

y


) 4.6.3(مثال 
0xyحل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  yx u u 

: الحل 
00

1









q
x

q
xq

xx

q

. xوالمتغیر المستقل qفي المتغیر المعتمد الأولىوھذه معادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة 

1والحل العام لھا ھو 
( )q g y

x
 حیثgدالة اختیاریة

1الحل العام ھو 1
( , ) ( ) ( ) ( )u x y q dy g y dy G y F x

x x
     حیثF دالة اختیاریة( ) ( )G y g y dy 

الطریقة الثالثة
-:الصور التالیةإحدىفاضلیة الجزئیة والتي تكون في تستخدم ھذه الطریقة لحل المعادلات الت

)1(),(),(),(),( 421 yxRuyxAuyxAuyxA xxyxx 

pyxAyxR
y

p
yxA

x

p
yxA ),(),(),(),( 421 








)2(),(),(),(),( 532 yxRuyxAuyxAuyxA yyyxy 

qyxAyxR
y

q
yxA

x

q
yxA ),(),(),(),( 532 








-:ئیة وكالاتيمعادلة لاكرانج التفاضلیة الجزأعلاهویمكن اعتبار كل معادلة من المعادلات التفاضلیة الجزئیة 
pفنجد,yxوالمتغیرین المستقلینpمعادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة في المتغیر المعتمدالأولىالمعادلة ) 3(

),(حسب طریقة حل معادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة ثم نحصل على yxuبتكاملp المتغیر المستقلإلىبالنسبةx.
x,والمتغیرین المستقلینqالمعادلة الثانیة معادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة في المتغیر المعتمد ) 4( y فنجدq حسب

)طریقة حل معادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة ثم نحصل على  , )u x y بتكاملq المتغیر المستقلإلىبالنسبةy.
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) 5.6.3(مثال 
22xyحل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  yy yx u y u u x y  

: الحل 
22

q q
x y x y q

x y

 
  

 

وھذه معادلة لاكرانج التفاضلیة الجزئیة ومعادلاتھا المساعدة ھي 
22

d x dy dq

x y x y q
 
 

من المعادلة التفاضلیة العادیة 
2

dx dy

x y



2نحصل على 
dx dy

x y
 

2 2ln 2 ln lncx y e a x y c x y c        

من المعادلة التفاضلیة العادیة 
2

dx dq

x x y q



نحصل على 

1 1ln( ) ln( ) ln
a q dx dq

c a q x c
x x a q


      



2
ax y q a q

b e a
x x

 
    

بما ان الحل العام لمعادلة لاكرانج ھو 
2

2( )
x y q

x y
x



 حیثدالة اختیاریة.

2 2( )q x x y x y 

2 2 2 2 21
( , ) [ ( ) ] ( ) ( )

2
u x y q dy x x y x y dy x x y dy x y F x        

2الحل العام ھو. دالة اختیاریةFحیث 2 21 1
( , ) ( ) ( )

2
u x y G x y x y F x

x
    2حیث 2 2( ) ( )G x y x x y dy 

الطریقة الرابعة 
-:الصور التالیةإحدىتستخدم ھذه الطریقة لحل المعادلات التفاضلیة الجزئیة والتي تكون في 

)1 (1 4 6( , ) ( , ) ( , ) ( , )xx xA x y u A x y u A x y u R x y  

)2(3 5 6( , ) ( , ) ( , ) ( , )yy yA x y u A x y u A x y u R x y  

معادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة الثانیة  أعلاهتبار كل معادلة من المعادلات التفاضلیة الجزئیة ویمكن اع
-:وكالاتي

نجد فxوالمتغیر المستقلuمعادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة الثانیة  في المتغیر المعتمد الأولىالمعادلة ) 1(
( , )u x yحسب طرق حل المعادلات التفاضلیة العادیة الخطیة من الرتبة الثانیة ذات المعادلات المتغیرة.

فنجد yوالمتغیر المستقلuالمعادلة الثانیة معادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة الثانیة  في المتغیر المعتمد ) 2(
( , )u x yحسب طرق حل المعادلات التفاضلیة العادیة الخطیة من الرتبة الثانیة ذات المعادلات المتغیرة.

) 6.6.3(مثال 
2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  x y

xx xu u u x e   

: الحل 
2( 2 1) x y
x xD D u x e   

2 2( 1) 0 ( 2 1) 0x x xD u D D u     1 2( , ) ( ) ( )x x
cu x y g y e g y x e  2حیث 1,g gدوال اختیاریة
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3

2

1
( , )

( 1) 6
x y x y

p
x

x
u x y x e e

D
  



)بما ان , ) ( , ) ( , )c pu x y u x y u x y  3الحل العام ھو ، فان
1 2

1
( , ) ( ) ( )

6
x x x yu x y e g y x e g y x e   

) 7.6.3(مثال 
2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة   3 22 ( 2) x y

yy yu x u x u x e    

: الحل
2 2 3 2( 2 ) ( 2) x y
y yD xD x u x e    

2 2 2( ) 0 ( 2 ) 0y y yD x u D xD x u     1 2( , ) ( ) ( )xy xy
cu x y f x e f x x e    1حیث 2,f fدوال اختیاریة

3 2 3 2
2

1 1
( , ) ( 2)

( ) 2
x y x y

p
y

u x y x e e
D x x

   
 

)بما ان , ) ( , ) ( , )c pu x y u x y u x y   3، فان الحل العام ھو 2
1 2

1
( , ) ( ) ( )

2
xy xy x yu x y e f x x e f x e

x
  


الطریقة الخامسة 

معادلات تفاضلیة إلىلتفاضلیة الجزئیة التي یمكن تحویلھا بتعویضات مناسبة تستخدم ھذه الطریقة لحل المعادلات ا
.جزئیة ابسط وتسمى ھذه التعویضات بتحویلات لابلاس

متغیرین مستقلین جدیدین مثلإلى,yxوتتلخص ھذه الطریقة في استخدام تعویضات مناسبة تحول المتغیرین المستقلین 
( , ), ( , ) (3)z z x y w w x y 

وھي ,zwمعادلة تفاضلیة جزئیة ابسط في المتغیرین المستقلینإلى) 1(بحیث تتحول المعادلة التفاضلیة الجزئیة 
(4)zz zw ww z wA u B u C u D u E u F u G     

حیث 
2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3, 2 ( ) 2 ,x x y y x x x y y x y y x x y yA A z A z z A z B A z w A z w z w A z w C A w A w w A w         

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6, , ,xx xy yy x y xx xy yy x yD A z A z A z A z A z E A w A w A w A w A w F A G R           

0Aبحیث یكون ,zwوالان نبحث عن اختیار مناسب للدالتین  C  بساطةأكثر) 3(لتكون الصیغة الجدیدة للمعادلة
2 2 2 2

1 2 3 1 2 30 (5), 0 (6)x x y y x x y yA A z A z z A z C A w A w w A w       

یمكن كتابتھا في صورة واحدة ھي ) 6(، ) 5(المعادلتین 
2 2

1 2 3( )( ) 0 0 (7)x y x y x x y yav b v cv d v A v A v v A v      

aكان  إذا) 1( c

b d
 فأنz0یكون حل للمعادلة التفاضلیة الجزئیةx yav bv  وw یكون حل للمعادلة

0xالتفاضلیة الجزئیة ycv d v بالعكسأو.

aكانإذا) 2( c

b d
0فأن حلي المعادلتین التفاضلیتین الجزئیتینx yav bv  ،0x ycv d v  یتطابقان ویكون

.بالعكسأوأخرأي حل بسیط wونفرض zھذا الحل یمثل 
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) 8.6.3(مثال 
2حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  2 2

xx yy x yx u y u x u y u x   

: الحل 
0,,,,0, 654

2
32

2
1  AyAxAyAAxA

1

2 2 2 2 2 2 2
2 3( )( ) 0 0 0x y x y x y x x y yx v y v x v y v x v y v A v A v v A v         

0xمن المعادلة  yx v y v  نحصل على( , )z x y x y مثلا

0xمن المعادلة  yx v y v  نحصل على( , )
x

w x y
y
 مثلا

322

2
,,

1
,0,

1

0,,1,0,

y

x
w

y

x
w

y
ww

y
w

zxzzzyz

yyyxyxxx

yyyxyxxx





2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 ( ) 0( )( ) ( ) 0x x y yA A z A z z A z x y y x y x x y x y        

2 2 2 2 2
1 2 3 2 2

1 1
2 ( ) 2 2 ( )( ) 0[ ( ) ] 2 ( ) 2 2 4x x x y y x y y

x x
B A z w A z w z w A z w x y y x y x x x x

y y y y
            

2 2 2
2 2 2 2 2

1 2 3 2 2 4 2 2

1 1
0( )( ) ( ) 0x x y y

x x x x
C A w A w w A w x x y

y y y y y y
          

2 2
1 2 3 4 5 (0) 0(1) (0) ( ) ( ) 0xx xy yy x yD A z A z A z A z A z x y x y y x x y x y            

2 2
1 2 3 4 5 2 3 2

1 2 1 2
(0) 0( ) ( ) ( ) ( ) 0xx xy yy x y

x x x x x
E A w A w A w A w A w x y x y

y y y y y y y


               

2
6 0,F A G R x   

zz zw ww z wA u B u C u D u E u F u G     
22 )0()0()0()0(4)0( xuuuuuxu wzwwzwzz 

2 21
4

4zw zwu x u x  
1

( )
4zu w f z   حیثf دولة اختیاریة

1
( ) ( )

4
u zw f z dz G w    حیثGدالة اختیاریة

1
( ) ( )

4
u zw F z G w    حیث( ) ( )F z f z dz 

1
( , ) ( )( ) ( ) ( )

4

x x
u x y xy F xy G

y y
  

21الحل العام ھو
( , ) ( ) ( )

4

x
u x y x F xy G

y
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Method of Separation of Variablesطریقة فصل المتغیرات7.3

بحیث یؤمل الحصول على حلول ) بعدد المتغیرات المستقلة الموجودة في المعادلة التفاضلیة الجزئیة(تفاضلیة عادیة 
.لھا تحقق الشروط الحدودیة والابتدائیة المعطاة

یةتتلخص طریقة فصل المتغیرات في الخطوات التال
عدد الدوال بقدر عدد المتغیرات (نفرض المتغیر المعتمد یساوي حاصل ضرب عدد من الدوال المجھولة ) 1(

المتغیراتإحدىبحیث كل دالة من ھذه الدوال تكون دالة في ) المستقلة الموجودة في المعادلة التفاضلیة الجزئیة 
.المستقلة فقط

.غیر المعتمد بدلالة الدوال المجھولة ومشتقاتھا نجد المشتقات الجزئیة للمت)  2(
نعوض عن المتغیر المعتمد ومشتقاتھ الجزئیة في المعادلة التفاضلیة الجزئیة ثم نرتب حدود المعادلة الناتجة ) 3(

.الجمعیة وكل جزء منھا یعتمد على احد المتغیرات المستقلةالأجزاءبحیث تتكون من عدد من 
یساوي صفر الأجزاءمجموع ھذه إذن. معادلة التفاضلیة متجانسةبما ان ال

.مستقلة عن بعضھا البعض ومجموعھا یساوي صفرالأجزاءوبھذه الحالة فأن ھذه 
یجب ان یكون كل جزء یساوي مقدراً ثابتاً بشرط ان یكون مجموع ھذه الثوابت یساوي صفرإذن

الدواللإیجادوذلك ) لاحتواء كل منھا على متغیر مستقل واحد( تفاضلیة عادیة كمعادلات الأجزاءنحل ھذه ) 4(
.فیكون الناتج ھو الحل العام) 1(المجھولة ومن ثم نعوض عن تلك الدوال في الخطوة 

,yxإذا

-:كالأتيتكون 
)نفرض ) 1( , ) ( ) ( )u x y z x w y
مثلuنجد المشتقات الجزئیة للمتغیر المعتمد ) 2(

'','','',',' zwuwzuwzuzwuwzu yyxxxyyx 

زئیة ثم نرتب حدود المعادلة الناتجة ومشتقاتھا الجزئیة في المعادلة التفاضلیة الج  uنعوض عن المتغیر المعتمد   ) 3(
,zxبحیث تتكون من جزأین من الحدود الجزء الأول یحتوي على المتغیرات         

-:ومشتقاتھا وبعبارة أخرى تكون المعادلة الناتجة بالشكل ,ywالمتغیرات
( , , ', ) ( , , ', ) 0f x z z g y w w  

)نفرض    , , ', ) , ( , , ', ) 0f x z z a g y w w b    بحیثba,ثوابت
0 baab( , , ', )g y w w a  
f,نحل المعادلتین التفاضلیتین ) 4( g الدوال لإیجادوذلك,z w ن الناتج ھو فیكو) 1(ثم نعوض عنھما في الخطوة

.الحل العام
)1.7.3(مثال 

34حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  , (0, ) 2 y
x yu u u y e 

: الحل
),()()(نفرض ywxzyxu ,x yu z w u zw   

' '
4 0 0 4 0

4 4

z z w
z az a z w zw

z z w


            

الأولىوھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة 
)4وحلھا العام ھو ) axz x A e حیثAثابت اختیاري
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'
' 0

w
w aw a

w
     وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة الأولى

)وحلھا العام ھو  ) ayw y B e حیثBثابت اختیاري
4بما ان  (4 ) (4 )( , ) ( , ) ( ) ( )ax ay a x y a x yu x y A e B e AB e C e u x y z x w y      حیثC AB
ayayyولكن  eCyueCe  ),0(2 33, 2a C  3(4 )( , ) 2 x yu x y e  

)2.7.3(مثال 
24حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  , (0, ) 6 5y y

x yu u u y e e   

الحل
4)، نحصل على ) 1.7.3(من المثال  )( , ) a x yu x y C e لحلین مستقلین وكالاتيوھذا الحل یمكن ان یكتب كترتیب خطي

1 2(4 ) (4 )
1 2( , ) a x y a x yu x y C e C e  1 2 1 22

1 2 1 26 5 (0, )a y a y a y a yy ye e C e C e u y C e C e      

1 1 2 26, 2, 5, 1C a C a     2(4 ) (4 )( , ) 6 5x y x yu x y e e    

)3.7.3(مثال 
,40حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة   ( ,0) 3 x

x yy u u u x e   

: الحل
)نفرض , ) ( ) ( )u x y z x w y,x yu z w u zw   

0 0 0
z z w

z az a y z w zw
z z yw

  
            

)وحلھا العام ھو،وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة الأولى ) axz x A e حیثAثابت اختیاري

0
w

w a y w a
yw


       

وحلھا العام ھو ، الأولىوھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة 
21

2( )
a y

w y B e

بما ان 
2 2 21 1 1

( )
2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )

ay ax ay a x yaxu x y A e B e AB e C e u x y z x w y
 

     حیثC AB

43ولكن  ( ,0)x ax axe C e u x C e   4, 3a C   
2

2
1

4( ) 4 22( , ) 3 3
x y x yu x y e e

     

)4.7.3(مثال 
حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  فان 

4 , (0, ) ( , ), 0, ( ,0) sin 3sin 3 ,0y xxu u u y u y y u x x x x       

: الحل
),()()(نفرض ywxzyxu '' , 'xx y yu z w u z zw   

2 24 0 4
4

w
w a w a zw z w

w


         

)24وحلھا العام ھو، الأولىوھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة  ) a yw y C e  حیثCثابت اختیاري
2 20

z
z a z a

z


       ،وح

1 2( ) cos sinz x A ax A ax  1حیث 2,A Aثوابت اختیاریة
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2بما ان  24 4
1 2( , ) ( cos sin ) ( cos sin ) ( , ) ( ) ( )a y yau x y A ax A ax C e e A ax B ax u x y z x w y      

1حیث  2,A CA B CA 
240 (0, ) ( cos 0 sin 0)a yA u y e A B     

2 24 4sin 0 sin ( , ) sina y a ya B e a u y B e a        

, 1, 2,3,a n a n n     
24( , ) sinn yu x y B e nx 

ن ان یكتب كترتیب خطي لحلین مستقلین وكالآتيوھذا الحل یمك
2 2

1 24 4
1 1 2 2( , ) sin sinn y n yu x y B e n x B e n x  

1 1 2 2 1 1 2 22sin 3sin 3 sin sin ( ,0) sin sinx x B n x B n x u x B n x B n x     

1 1 2 22, 1, 3, 3B n B n     4 36( , ) 2 sin 3 sin 3y yu x y e x e x   

)5.7.3(مثال
4حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  , (0, ) (5, ) ( ,0) 0, ( , ) 5sinyy xx yu u u y u y u x u x y x    

: الحل
)نفرض , ) ( ) ( )u x y z x w y,xx yyu z w u zw   

2 2'' ''
'' 4 0 '' 4 ''

4

w z
w a w a zw z w

w z
         ، وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من

1وحلھا العام ھو ، الرتبة الثانیة  2( ) cos 2 sin 2w y A ay A ay  1حیث 2,A Aثوابت اختیاریة
2 20

z
z a z a

z


      ا العام ھو وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة الثانیة  وحلھ

1 2( ) cos sinz x B ax B ax  1حیث 2,B Bثوابت اختیاریة
1بما ان  2 1 2( , ) ( cos sin ) ( cos 2 sin 2 ) ( , ) ( ) ( )u x y B ax B ax A ay A ay u x y z x w y    

1 2 1 2(0, ) ( cos 0 sin 0) ( cos 2 sin 2 )u y B B A ay A ay   

1 1 1 20 ( cos 2 sin 2 ) 0B B A ay A ay    2 1 2( , ) sin ( cos 2 sin 2 )u x y B ax A ay A ay  

2 1 2(5, ) sin 5 ( cos 2 sin 2 )u y B a A ay A ay  2 1 2sin 5 ( cos 2 sin 2 ) 0B a A ay A ay  

5 sin 5 0 , 1,2,3,
5

n
a a n a n


      

2 1 2

2 2
( , ) sin ( cos sin )

5 5 5

n n n
u x y B x A y A y

  
  

1 2 2 1 2sin 0 ( ,0) sin ( cos 0 sin 0)
5 5

n n
A B x u x B x A A

 
    1 0A  

2 2

2 2 2
( , ) sin sin sin sin

5 5 5 5

n n n n
u x y A B x y A x y

   
   2حیث 2A A B

2 2
( , ) sin cos

5 5 5y

n n n
u x y A x y

  


2 2
sin 5sin ( ,0) sin cos 0

5 5 5 5y

n n n n
A x x u x A x
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1
5

,5
5

2
5 

n
A

n
n

25 25 5

2 2(5) 2
A

n  
   

5
( , ) sin sin 2

2
u x y x y 


 

)6.7.3(مثال
حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة 

2

1 1
, (0, ) ( , ) 0, 0, ( ,1) 2sinyy y xxu u u u y u y y u x x

y y
     

),(و yxu 0محددة عندy.
: الحل

),()()(نفرض ywxzyxu , ,xx y yyu z w u zw u zw     

2
2

1 1
0 0y zw yzw z w zw zw z w

y y
            

2 2 2 2 2'' ' '' ' ''
'' ' 0 0

w w w w z
y w yw a w y y a y y

w w w w z
          

1ا العام ھو ویلر وحلھاوھذه معادلة  2( ) a aw y A y A y   1حیث 2,A Aثوابت اختیاریة
2 20

z
z a z a

z


      

وحلھا العام ھو، وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة الثانیة 
1 2( ) cos sinz x B ax B ax  1حیث 2,B Bثوابت اختیاریة

1بما ان  2 1 2( , ) ( cos sin ) ( ) ( , ) ( ) ( )a au x y B ax B ax A y A y u x y z x w y    

),(بما ان  yxu 0محددة عندy2 0A  

)sincos()sincos(),( 211 axBaxAyaxBaxByAyxu aa  1121حیث BAABAB 

)0sin0cos(),0(0 BAyyuAy aa 
Ayxuفأن 0aكانت إذا ),(0ھو حل منفردA  

( , ) sinau x y B y ax sin 0 ( , ) sina aB y a u y B y a     
,3,2,1,0sin  nanana ( , ) sinnu x y B y nx 
nxBxunxBx sin)1,(sinsin2 1, 2n B  ( , ) 2 sinu x y y x 
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)3(تمارین
جد كل مما یأتي

1.3)]23cos()[()23( 322 yxyxDDDDDD yxyyxx 

2.3)()232( 232223 yx
xyyxx eyxDDDDD 

3.3)]sin(([)32( 23222 xyyxeDDDDD yx
yyyxx  

4.3)]3()3([)3( 21
2 yxFxyxFDD yx 

5.321
[ cos( 3 ) 5]

3x y

y x x y
D D

   


6.32 21
[ cos ]

2
x y x y

x y

e x y e x y
D D

  


7.32
3 2 2 2

1
[ 3sin(2 )]

2 3 1
x y

x x y x y

e x y
D D D D D

  
   

8.35
2 2

1
[ sin(2 )]

( 3 )( 5 )
x y x y

x x y x x y

e e x y
D D D D D D

  
  

9.3
2 2

1 3
[sin(3 2 ) 3cos( )]

4 9 2x y

x y x y
D D

  


10.31
( )

3x y

x y
D D




11.31

3
x y

x y

e
D D





12.32 3
2 2

1
( )

3 2
x y x y

x x y x

e e
D D D D

 
 

13.321
( )

2 1x y

x y y
D D


 

14.3
3 2 3

1
sin( )

7 6x x y y

x y
D D D D


 

15.3
2 2

1
cos(2 )

2 1
x

x x y x x y

e y
D D D D D D    

حل كل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة
16.32 2( 6 ) 0x x y yD D D D u  

17.32 2( 8 15 ) 0x x y yD D D D u  

18.33 2 2 3( 5 5 3 ) 0x x y x y yD D D D D D u   

19.32 2( 4 4 ) 0x x y yD D D D u  

20.34 3 2 2 3 4( 2 5 3 ) 0x x y x y x y yD D D D D D D D u    
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21.33 2 2 3( 5 5 3 ) 0x x y x y yD D D D D D u   

22.32 2( 2 ) 0x x y yD D D D u  

23.34 4( ) 0x yD D u 

24.34 2 2 4( 6 9 ) 0x x y yD D D D u  

25.32 2( 2 5 ) 0x x y yD D D D u  

-:ئیة التالیةحل كل من المعادلات التفاضلیة الجز
26.32 2( 6 )x x y yD D D D u x y   

27.32 2( 5 6 ) x y
x x y yD D D D u e   

28.33 2 3 1/2( 3 2 ) ( 2 ) cos(2 ) 3 x y
x x y yD D D D u x y x y e       

29.33 2 2 3( 2 2 ) ( 2) x
x x y x y yD D D D D D u y e    

30.33 2 2 3( 3 4 12 ) sin(2 )x x y x y yD D D D D D u x y    

31.33 2 2 3( ) (cos(2 ) sin(2 ))x
x x y x y yD D D D D D u e y y    

32.33 2 3( 3 2 ) cos( 2 ) (2 3) y
x x y yD D D D u x y x e     

33.33 2 3 2 2 3( 7 6 ) cos( )x x y yD D D D u x y x x y y      

34.32 2( 5 5 ) sin(3 2 )x x y yD D D D u x x y   

35.34 2 2 2 2 2( 5 ) y
x x yD D D u x e y  

حل كل من المعادلات التفاضلیة التالیة
36.3(2 1)( 3 2) 0x y x yD D D D u    

37.33 2 2 2 2 2( 2 )( 3 3 ) ( ) x y
x x x y y x y x yD D D D D D D D D u x y e       

38.3(2 3 5)( 2 )( 2)( 2) 0x y x y x yD D D D D D u     

39.32 3(2 3 1) ( 3 3) 0x y x yD D D D u    

40.32 2 4( ) 4 cos(3 )x y
x x y x yD D D D D u e x y     

41.32 2 3 4( 3 2) 2 x y
x x y y xD D D D D u y xy e       

42.32(2 3 ) 5cos(3 2 )x y y yD D D D u x y   

43.32 2 2( 2 )( ) ( 4 ) x y
x x y x yD D D D D u x y e    

44.32 2 2 3( 2 ) 2 sin( 2 )x y
x x y y x yD D D D D D u e x y      

45.3( 2)( 5) ( ) cos(2 )x y
x y x y x yD D D D D D u e x y       

46.32( ) 0x x yD D D u  

47.32( 2 )( 2 1)( ) 0x y x y x yD D D D D D u    

48.32 2( )( ) sin(2 )x y x y yD D D D D u x y    

49.32 2 2 2( 1) ( 2 )x
x x y x yD D D D D u e x y     
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50.32 2 2( 2) cos(3 ) sin(2 )y x
x y yD D D u e x e y   

حل كل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة
51.32 2 2 2( 2 6 ) 0x x y y x yx D xyD D y D xD yD u    

52.3
3

2 2
2

( 2 )x x y x

x
x D xyD D xD u

y
  

53.32 2 2 2 1
( 2 2 ) ln( )

2x x y y x y

y
x D xyD D y D xD yD u

x
     

54.3
3 3

2 2 2 2 2 2 2 2( )x y x y x y

x y
x yD D xy D D x D y D u

x y


   

55.32 2 2 2 2( 2 3 3 ) sin(ln )x x y y x yx D xyD D y D xD yD u x y x    

حل كل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة 
56.32 , ( ,0) cos , (1, )xy yu xy u x x u y y  

57.32 y
yyu x e 

58.322, (0, ) 0, ( ,0)xy x xu u u y u x x   

59.30xy xu u 

60.3310xy yy yx u y u u x y  

61.322 2yy xy yy u x u u x y  

62.32 2 2 3 31 1
( 1) 2 2yy yu u u xy x y x y x

x x
      

63.31 1
( 1) y

yy yu u u e
x x

   

64.32 2 2 22xx xy yy x yy u y u y u y u y u u y     

65.32 22xy xy x yxy u x u x u yu u x y     

حل كل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة 
66.35 32 , ( ,0) 3 2x x

x yu u u u x e e    

67.32 , ( ,0) 5sin 4 3sin 8 2sin10 , 0 3, (0, ) 0, (3, ) 0, 0y xxu u u x x x x x u y u y y          

68.32, ( ,1) 3x yx u u y u u x x  

69.3, (0, ) (1, ) 0, ( ,0) sin , 0 1 , 0xx yu u u u y u y u x x x y       

70.34 , (0, ) (5, ) ( ,0) 0, ( ,0) 3, sin 2 2sin 5 , 0 , 0 5yy xx yu u u y u y u x u x x x y x         


