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Fourier Seriesمتسلسلات وتكاملات فوریر .4

Even and Odd Functionsالدوال الزوجیة والدوال الفردیة 1.4
)1.1.4(تعریف

Xلتكن   .  یقال عن الدالة:f X  )Even ()()( xfxf Xx .
)()(إذا كان ) Odd(بأنھا فردیةfعن الدالة  xfxf  لكلXx.

)1.1.4(مثال 
f:الدالة) 1(   2المعرفة بالصیغة)( xxf  لكلx لان . تكون زوجیة)()()( 22 xfxxxf 
f:الدالة) 2(   3المعرفة بالصیغة)( xxf  لكلx لان . تكون فردیة)()()( 33 xfxxxf 
f:الدالة) 3(   المعرفة بالصیغةxxxf 2)( 2 لكلx لان . تكون لا زوجیة ولا فردیة

xxxxxf 2)(2)()( 22  وعلیة)()( xfxf  وكذلك)()( xfxf .
) 2.1.4(مثال 

بین أي من الدوال الآتیة زوجیة أم فردیة ؟

f:الدالة)1(   2المعرفة بالصیغة, 0 3
( )

2, 3 0

x
f x

x

 
    

f:الدالة) 2(  1المعرفة بالصیغة,
( )

1, c

x
f x

x


  




: الحل
)1    (

3عندما )  ا( 0 0 3x x      ( ) 2f x   (2)(و( xfxf 
0عندما ) ب( 3 3 0x x      ( ) 2f x   (2)(و( xfxf 

( ) ( )f x f x    لكل قیمx ، أي أن الدالةf فردیة
)2 (

)أیضاعدد نسبي xبيعدد نسxعندما )  ا( ) 1f x  (1)(و( xfxf 
عدد غیر نسبي xعندما) ب( x أیضاعدد غیر نسبي( ) 1f x   (1)(و( xfxf 

( ) ( )f x f x   لكل قیمx ، أي أن الدالةf زوجیة.
مـلاحظـات

.الدالة الصفریة تكون زوجیة وفردیة ) 2(.كل دالة ثابتة  تكون زوجیة ) 1(
)3.1.4(مبرھنة

,كل منإذا كانت) 1( :f g X  الــة زوجیة فان كل من الدوال التالیة تكون زوجیةد

gf)  ا( )ب (fg)ج(
g

f0عندما)( xgلكلXx.

f:إذا كانت ) 2( X   دالــة زوجیة وكانت:g X  دالة فردیة فان

gf)  ا(  كل من الدوال )  ب. (تكون لا زوجیة ولا فردیةfg،
g

f0عندما)( xgلكلXxتكون فردیة :.
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,إذا كانت كل من) 3( :f g X  دالــة فردیة فان

gf)  ا(  كل من الدوال ) ب(.تكون فردیةfg،
g

f0عندما)( xgلكلXxتكون زوجیة

: البرھان
gfبما أن كل) 1( من دالة زوجیة, )()(),()( xgxgxfxf لكلXx

))(()()()()())(()ا( xgfxgxfxgxfxgf 
 الدالةgf وبالمثل نبرھن الدالة. زوجیةgf زوجیة.

))(()()()()())(()ب( xfgxgxfxgxfxfg  الدالةfgزوجیة.

))(()ج(
)(

)(

)(

)(
))(( x

g

f

xg

xf

xg

xf
x

g

f





الدالة
g

fزوجیة .

)4.1.4(مبرھنة
f:لتكن X  فانھ توجد دالتین ، دالة ما, :g h X بحیث إنhgf  وانg زوجیة وhفردیة .

1بالإضافة إلى ذلك 1
( ) ( ( ) ( )), ( ) ( ( ) ( ))

2 2
g x f x f x h x f x f x      لكلXx.

: البرھان
))()(()(بما ان 

2

1
))()((

2

1
))(( xfxfxfxfxfxhg  hgf

))()(()(وكذلك  
2

1
)( xgxfxfxg gدالة زوجیة.

))()(()(وبما ان 
2

1
)( xhxfxfxh h دالة فردیة.

ملاحظــة 
() 4.1.4(المبرھنة  
) .تسمى بالجزء الفردي لتلك الدالة(والأخرى فردیة) لتلك الدالة

)5.1.4(مثال
-:اوجد الجزء الزوجي والجزء الفردي لكل من الدوال الآتیة 

f:الدالة)1(   52المعرفة بالصیغة)( 2  xxxf لكلx 
f:الدالة)2(   المعرفة بالصیغةxxxf 5)( 3  لكلx 
f:الدالة) 3(   2المعرفة بالصیغة)( xxxf  لكلx 

:الدالة) 4( ( 1,1)f    المعرفة بالصیغة
1, 0 1

( ) 0, 0

1, 1 0

x

f x x

x

 
 
   

:الدالة) 5( ( 2, 2)f    المعرفة بالصیغة
2

1, 1 2
( )

sin , 2 1

x x
f x

x x x

  
     

: الحل
)1(52)(,52)( 22  xxxfxxxf
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21 1
( ) ( ( ) ( )) 5, ( ) ( ( ) ( )) 2

2 2
g x f x f x x h x f x f x x         

)2 (xxxfxxxf 5)(,5)( 33 

31 1
( ) ( ( ) ( )] 0, ( ) ( ( ) ( )) 5

2 2
g x f x f x h x f x f x x x         

)3 (22 )(,)( xxxfxxxf 

21 1
( ) ( ( ) ( )) , ( ) ( ( ) ( )) 0

2 2
g x f x f x x x h x f x f x         

)4(
1عندما )  ا( 0 0 1x x     ( ) 1, ( ) 1f x f x    

1 1
( ) ( ( ) ( )) 0, ( ) ( ( ) ( )) 2

2 2
g x f x f x h x f x f x        

0عندما)  ب( 0x x   ( ) 0, ( ) 0f x f x   
1 1

( ) ( ( ) ( )) 0, ( ) ( ( ) ( )) 0
2 2

g x f x f x h x f x f x        

0عندما )ج( 1 1 0x x      ( ) 1, ( ) 1f x f x    
1 1

( ) ( ( ) ( )) 0, ( ) ( ( ) ( )) 1
2 2

g x f x f x h x f x f x         

1, 0 1

( ) 0, ( ) 0, 0

1, 1 0

x

g x h x x

x

 
  
   

)5(

2
2

2

1, 1 2
1, 1 2

( ) sin , 1 1
sin , 2 1

sin , 2 1

x x
x x

f x x x x
x x x

x x x

  
                  

2عندما) ا( 1 1 2x x       2( ) 1, ( ) sinf x x f x x x     

2 21 1 1 1
( ) ( ( ) ( )) ( 1 sin ), ( ) ( ( ) ( )) ( 1 sin )

2 2 2 2
g x f x f x x x x h x f x f x x x x              

1عندما ) ب( 1 1 1x x       2 2( ) sin , ( ) sinf x x x f x x x     

21 1
( ) ( ( ) ( )) , ( ) ( ( ) ( )) sin

2 2
g x f x f x x h x f x f x x        

1عندما ) ج( 2 2 1x x       2( ) sin , ( ) 1f x x x f x x      
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2 21 1 1 1
( ) ( ( ) ( )) ( 1 sin ), ( ) ( ( ) ( )) ( 1 sin )

2 2 2 2
g x f x f x x x x h x f x f x x x x              

2 2

2

2 2

1 1
( 1 sin ), 1 2 ( 1 sin ), 1 2

2 2
( ) , 1 1 , ( ) sin , 1 1

1 1
( 1 sin ), 2 1 ( 1 sin ), 2 1

2 2

x x x x x x x x

g x x x h x x x

x x x x x x x x

            
 
        
 
              
 

. الصفات التي تمتاز بھا الدوال الزوجیة والفردیة أھمالمبرھنة التالیة تبین من 
)8.1.4(مبرھنة
:عددا حقیقیا موجبا ولتكن Lلیكن  ( , )f L L  دالة

زوجیة فان fإذا كانت الدالة )1(
0

( ) 2 ( )
L L

L
f x dx f x dx


 

)فردیة فان  fإذا كانت الدالة )2( ) 0
L

L
f x dx




Fourier seriesمتسلسلة فوریر  2.4
)1.2.4(تعریف

Xلتكن   .یقال عن الدالة:f X   دالة دوریةبأنھا)Periodic Function (0إذا وجد عدد حقیقيp

)بحیث أن   ) ( )f x p f x لكلXx . ویسمى اصغر عددp بحیث یحقق العلاقة أعلاه بدور الدالةf.
)1.2.4(مبرھنة 

)دالة حقیقیة معرفة في الفترة fلتكن , )L Lوبالعلاقة( 2 ) ( )f x L f x  أي نفرض دور الدالة (خارج ھذه الفترةf

) .2Lیساوي 
-:لصورة الآتیة تكتب باfمتسلسلة مفكوك فوریر للدالة 

0
1

[ cos sin ] (1)n n
n

n x n x
a a b

L L

 



 
0حیث  , ,n na a bإذا كانت المتسلسلة أعلاه متقاربة من . ثوابت( )f xفأن

0
1

( ) [ cos sin ] (2)n n
n

n x n x
f x a a b

L L

 



  
0نجد المعاملات الآن , ,n na a b

0 0
1 1 1

( ) ( [ cos sin ]) [ cos ] [ sin ]
L L L L L

n n n nL L L L L
n n n

n x n x n x n x
f x dx a a b dx a dx a dx b dx

L L L L

     

    
  

           

cosولكن    0, sin 0
L L

L L

n x m x
dx dx

L L

 
 

  

0 0

1
( ) ( ) 2

2

L L

L L
a f x dx f x dx L a

L  
    

0
1

( )cos cos [ cos cos sin cos ]
L L L L

n nL L L L
n

m x m x m x m x n x m x
f x dx a dx a dx b dx

L L L L L L

     

   


     
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0ولكن
cos cos , sin cos 0

L L

L L

n mn x m x n x m x
dx dx

L n mL L L L

   
 


  

 

1

0,
( ) cos

,

L

mL
n

n mm x
f x dx a L

L n mL

 





  


1
( )cos

L

m L

m x
a f x dx

L L




 

1وبنفس الطریقة نحصل على 
( )sin

L

m L

m x
b f x dx

L L




 
-:كالأتيیمكن تلخیص النتائج التي حصلنا علیھا الآن

nnحة یجب اختیار المعاملات صحی) 2(لكي تكون المعادلة  baa بحیث ان0,,

0

1 1 1
( ) , ( ) cos , ( )sin

2

L L L

m mL L L

m x m x
a f x dx a f x dx b f x dx

L L L L L

 
  

    
ملاحظات 

nnعندما تكون المعاملات)1( baa تسمى متسلسلة ) 2(من المعادلة الأیمنبھذه الصیغ فان المتسلسلة في الطرف 0,,
nnوالمعاملات fفوریر للدالة  baa تسمى معاملات فوریر 0,,
)فان أي فترة من النوع 2Lدوریة ودورھا fبما ان الدالة  , 2 )c c L ثابت ولأيیمكن استخدامھاc . أي یمكن

nnملات تحدید المعا ab -:الأتيبالشكل ,
2 2

0 0

1 1
( )cos , ( )sin

c L c L

n n

n x n x
a f x dx b f x dx

L L L L

  
  

مساویا للدالة التي تم ) 2(من المعادلة الأیمنلیس من الضروري ان یكون مجموع المتسلسلة في الطرف )  2(
نما ھنالك شروط خاصة تجعل متسلسلة فوریر وا. في الفترة المعطاةxقیمة للمتغیر ولأياشتقاق المتسلسلة منھا 

)إلىمتقاربة fللدالة  )f x وھذه الشروط تسمى بشروط دریشلي)Dirichlet's Conditions ( وتعتمد كلیا على
.فوریر لعدد كبیر من الدوالتتضمن ھذه الشروط وتوضح تقارب متسلسلةالآتیةوالمبرھنة . شكل الدالة المختارة 

)2.2.4(مبرھنة 
)دالة معرفة ومقیدة في الفترةfكانتإذا , )L Lبالعلاقة( 2 ) ( )f x L f x  خارج ھذه الفترة وذات عدد منتھ من

إلىتتقارب fسلة فوریر للدالةالنھایات العظمى والصغرى ونقاط عدم الاستمراریة في كل دورة فان متسل
)1 (( )f x عند كل النقاط التي تكونfمستمرة عندھا.

)2 (0 0

1
[ ( 0) ( 0)]

2
f x f x  0عند النقطةxبحیث انfغیر مستمرة عندھا.

0في ھذه المبرھنة   0( 0), ( 0)f x f x   الیسرى على الترتیب للدالةیمثلان النھایات الیمنى وf0x

0أي ان  0 0
0 0

( 0) lim ( ), ( 0) lim ( ) 0f x f x f x f x
 

  
  

      

ة ولكنھا لیست ضروریة وللان غیر معروف لدینا كافیfالمفروضة على الدالة) شروط دریشلي(أعلاهان الشروط 
انھ لیس من الضروري ان تكون الدالة الآنومن ھذه الشروط یتضح . شروط لازمة وكافیة لتقارب متسلسلة فوریر 
.مستمرة حتى نحصل على متسلسلة فوریر لھا

)3.2.4(مثال 
جد متسلسلة فوریر المناظرة للدالة









20

022
)(

xx

x
xf
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2

3
2

4

1
)(

2

1 0

2

2

0

0 








  


dxxdxdxxf
L

a
L

L

]1)1[(
2

coscos2
2

1
cos)(

1
22

0

2

2

0










  


n
L

L

n n
dx

L

xn
xdx

L

xn
dx

L

xn
xf

L
a







n
dx

L

xn
xdx

L

xn
dx

L

xn
xf

L
b

L

L

n

2
sinsin2

2

1
sin)(

1 0

2

2

0










  


0 2
1 1

3 2[( 1) 1] 2
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)4.4.4(مبرھنة 
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)اوجد تكامل فوریر للجیب والجیب تمام للدالة  ) xf x e  0في الفترة x   ثم برھن على ان
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