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تطبیقات على المعادلات التفاضلیة الجزئیة.5
Applications to Partial Differential Equations

The Heat Equationمعادلة التوصیل الحراري   1.5
في البعد الواحد وبدون مصدر حراري ھي ) بمعادلة الانتشارأحیاناتسمى ( معادلة التوصیل الحراري 

2 (1.5)t xxu u

)حیث , )u x t     تمثل درجة الحرارة عند النقطةx    في الزمن( , ),tu x t t( , )xu x t

)منحني درجة الحرارة،  , )xxu x t والثابت . تقعر منحني درجة الحرارةأوتحدب یسمى بالانتشاریة وھو یساوي
k

 
k .

. خطیة متجانسة وذات مع   ) 1.5(المعادلة  
.المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي طریقة فصل المتغیرات

)اما معادلة التوصیل الحراري في حالة وجود مصدر حراري  , )f x t الآتیةیمكن التعبیر عنھا بالصورة
2 ( , ) (2.5)t xxu u f x t 

لمعادلة غیر متجانسة فلا   وھذه  
.الدوال الذاتیة

)1.1.5(مثال
ودرجة حرارة كل من طرفیھا مثبتة على الصفر ، نفرض Lذراع معدنیة متجانسة معزولة الجوانب طولھا یساوي 

)بتدائیة تساوي درجة الحرارة الا )f x .المطلوب ھو ایجاد درجة الحرارة في كل من نقاط الذراع.
الحل

)درجة الحرارة  , )u x t 2تحقق المعادلة التفاضلیة الجزئیة , 0 , 0t xxu u x L t   

,0)بما ان درجة حرارة كل من طرفي الذراع مثبتة على الصفر ) 0, ( , ) 0u t u L t  
)وبما ان درجة لحرارة الابتدائیة لنقاط الذراع تساوي  )f x(0, ) ( )u t f x 

)نفرض  , ) ( ) ( )u x t z x w t, ''t xxu zw u z w  2' ''zw z w 

2
2

' ''w z
p

w z
   

2 2 2 2 2
2

'
( ) ' 0p t w

w t c e w p w p
w

 


        حیثcثابت اختیاري.

2 2
1 2

''
( ) cos sin '' 0

z
z x A px A px z p z p

z
         21حیث , AAثوابت اختیاریة.

)sincos()sincos(),(
2222

21 pxBpxAepxApxAectxu tptp    21حیث , AcBAcA 

,0)بما ان  ) 0u t 
2 2

(0, ) ( cos 0 sin 0) 0p tu t e A B   
2 2

0 0p tA A e    
2 2

( , ) sinp tu x t B e px 

)ا ان بم , ) 0u L t 
2 2

( , ) sin 0p t
xu L t B e pL  

sin 0 sin 0pL n pL B pL      1حیث, 2,3,n  
n

p
L


  1,2,3حیث,n  
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nولذا نفرض ان pأي انھ یوجد عدد لانھائي من قیم 

n
p

L


1,2,3حیث,n  

وھذا یعني ان ھناك عدد لانھائي من الحلول ھي
2( )

( , ) sin
n

t
L

n

n
u x t B e x

L

 


أي ان، أعلاهبما ان المعادلة التفاضلیة الأصلیة متجانسة فان الحل العام لھا یساوي مجموع الحلول 
2( )

1

( , ) sin
n

t
L

n

n
u x t B e x

L

  





)بما ان  ,0) ( )u x f x
1

( ) sin
n

n
f x B x

L





  وھذه متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة( )f x في

Lxالفترة  0
2( )

1

( , ) sin
n

t
L

n
n

n
u x t B e x

L

  



 حیث
0

2
( ) sin

L

n

n
B f x x dx

L L


 

)كانت إذا-:مثلا  ) 25, 0 3f x x  
3

0 0

2 2 50
( ) sin 25 sin [1 ( 1) ]

3 3

L n
n

n n
B f x x dx x dx

L L n

 


     
2 22 (2 1)

( ) ( )( )
3 3

1 1 1

50 100 1 (2 1)
( , ) sin [1 ( 1)] sin sin

3 (2 1) 3

n nn
t tt nL

n
n n n

n n n
u x t B e x e x e x

L n n

    
 

   

  


    

  
)2.1.5(مثال 

2جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  , 0 , 0t xxu u x L t    الآتیةوفقا للشروط
(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )x xu t u L t u x f x  

:الحل
نحصل على) 1.1.5(باستخدام طریقة فصل المتغیرات وكما في المثال 

2 2

( , ) ( cos sin )p tu x t e A px B px  حیثBA,ثوابت اختیاریة
2 2

( , ) ( sin cos )p t
xu x t e Ap px Bp px  

,0)بما ان  ) 0u t 
2 2

(0, ) ( sin 0 cos 0) 0p t
xu t e Ap Bp    

2 2

0 0p tB Bp e    
2 2

( , ) cosp tu x t A e px 
2 2

( , ) sinp t
xu x t A p e px  

)بما ان  , ) 0u L t 
2 2

( , ) sin 0p t
xu L t A p e pL   

sin 0 sin 0pL n pL Ap pL      1حیث, 2,3,n  
n

p
L


  1,2,3حیث,n   ، أي انھ یوجد عدد لانھائي من قیمp ولذا نفرض ان

n

n
p

L


 1حیث, 2,3,n   ،وھذا یعني ان ھناك عدد لانھائي من الحلول ھي

2( )
( , ) cos

n
t

L
n n

n
u x t A e x

L

 


أي ان، ة الأصلیة متجانسة فان الحل العام لھا یساوي مجموع الحلول أعلاه بما ان المعادلة التفاضلی
2( )

0
1

( , ) cos
n

t
L

n
n

n x
u x t A A e

L

  



 

)بما ان  ,0) ( )u x f x0
1

( ) cosn
n

n x
f x A A

L
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)وھذه متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة  )f x 0في الفترة x L 
2( )

0
1

( , ) cos
n

t
L

n
n

n x
u x t A A e x

L

  



    0حیث 0 0

1 2
( ) , ( ) cos

L L

n

n
A f x dx A f x x dx

L L L


  

)كانت إذا-:مثلا  ) , 0 1f x x x  
1 1

0 2 20 0 0 0

1 1 2 2
( ) , ( ) cos 2 cos [( 1) 1]

2

L L n
n

n
A f x dx xdx A f x x dx x n x dx

L L L n





          

2
2 2( ) ( ) ((2 1) )

0 2 2 2 2
1 1 1

1 2 1 4 2
( , ) cos [( 1) 1] cos cos(2 1)

2 2 (2 1)

n
t n n x t n x tL

n
n n n

n x
u x t A A e x e n x e n x

L n n


 

 
 

     

  

        
  

)3.1.5(مثال
0xقضیب رفیع نصف لا نھائي  سطحھ معزول حیث درجة الحرارة الابتدائیة تساوي( )f x 0على الطرففجأةأثرx 

)اكتب مسالة القیم الحدودیة لدرجة الحرارة . بدرجة حرارة تساوي صفر واحتفظ بھا , )u x t عند النقطةx والزمنt . ثم
.اوجد الحل لھا

:الحل
)م الحدودیة لدرجة الحرارة مسألة القی , )u x t عند النقطةx والزمنt ھي

2 , 0, 0, (0, ) 0, ( ,0) ( ), ( , )t xxu u x t u t u x f x u x t M     

2نحصل على) 1.1.5(باستخدام طریقة فصل المتغیرات وكما في المثال 2

( , ) sinp tu x t B e px حیثBابت اختیاريث
)pأي لا یوجد قید على ( pلإیجادبما انھ لایوجد  شرط 

),(یمكن ان نكتب إذن txu 2بالشكل 2

0
( , ) ( ) sinp tu x t B p e pxdp  

)بما ان ,0) ( )u x f x
0

( ) ( ) sinf x B p pxdp


 ي صورة جیب للدالة وھذا تكامل فوریر ف( ), 0f x x 

2 2

0
( , ) ( ) sinp tu x t B p e pxdp   حیث

0

2
( ) ( ) sinB p f y py dy




 

,1كانت إذامثلا  0 1
( )

0, 1

x
f x

x

 
  

0 0 1

2 2 2 2
( ) ( ) sin ( ) sin (0) sin (1 cos )B p f y py dy f y py dy py dy p

p   

  
      

2 2 2 2 2 2

0 0 0

2 2 1 cos
( , ) ( ) sin (1 cos ) sin sinp t p t p tp

u x t B p e px dp p e px dp e px dp
p p

  

 

    
     

)4.1.5(مثال
2جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  ( , ), 0 , 0t xxu u F x t x L t    الآتیةللشروط وفقا

(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )u t u L t u x f x  
: الحل

لاحظ ان ھذه المسألة غیر متجانسة ویكون الحل بالشكل 
1

( , ) ( ) ( )n n
n

u x t z x w t




 حیث)(xzn ھي الدوال

غیراتبطریقة فصل المتالآتیةالذاتیة التي نحصل علیھا من حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة المتجانسة 
2 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )t xxu u x L t u t u L t u x f x      
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)أي ان  )nz x2نحصل علیھا من حل المعادلة التفاضلیة الاعتیادیة'' 0 , (0) 0, ( ) 0z p z z z L   

sinnفیكون

n
z x

L


 1,2,3حیث,n  

)(twnن حل متتابعة المعادلات التفاضلیة الاعتیادیةھي الدوال الذاتیة التي یمكن الحصول علیھا م

1

( , ) ( ) sinn
n

n
u x t w t x

L






' 2

1 1

( ) sin , ( ) ( ) sint n xx n
n n

n n n
u w t x u w t x

L L L

   

 

   

)نكتب المصدر الحراري الآن , )F x t بالشكل
1

( , ) ( ) sinn
n

n
F x t f t x

L





 حیث

0

2
( ) ( , ) sin

L

n

n
f t F x t x dx

L L


 

)نعوض عن  , ), ,xx tF x t u u 2في المعادلات التفاضلیة ( , )t xxu u F x t  نحصل على
' 2 2

1 1 1

( ) sin ( ) ( ) sin ( ) sinn n n
n n n

n x n n n
w t w t x f t x

L L L L

   


  

  

     
' 2

1

[ ( ) ( ) ( ) ( )] sin 0n n n
n

n n
w t w t f t x

L L

 



  

'إذن 2( ) ( ) ( ) ( )n n n

n
w t w t f t

L


  وحلھا ھو الأولىوھذه معادلة تفاضلیة اعتیادیة خطیة من الرتبة

dssfeeTtw n

t
L

n
t

L

n

nn

st

)()0()(
0

)()( )(22







)بما ان  ,0) ( )u x f x ،
1

( , ) ( ) sinn
n

n
u x t w t x

L






1

( ) (0) sinn
n

n
f x w x

L





 
)وھذه متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة  )f x 0في الفترة x L 

1

( , ) ( ) sinn
n

n
u x t w t x

L





 حیث
2 2( ) ( ) ( )

0
( ) (0) ( )

n n
Lt t s

L L
n n nw t w e e f s ds

 
  

  

0 0

2 2
(0) ( ) sin , ( ) ( , ) sin

L L

n n

n n
w f x x dx f s F x s x dx

L L L L

 
  

مثلا
)كانت إذا ) sin , ( , ) sin 3 , 0 1f x x F x t x x    

1

0 0

0, 12
(0) ( ) sin 2 sin sin

1, 1

L

n

nn
w f x x dx x n x dx

nL L





    
 

0 0

0, 32
( ) ( , ) sin 2 sin 3 sin

1, 3

L L

n

nn
f s F x s x dx x n x dx

nL L


 


    
 

3nحیث 
2 2

2
3

( ) ( ) ( ) ( ) (3 )
20 0

1
( ) (1) [1 ]

(3 )

n
L Lt s t s tL L

ne f s ds e ds e
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2 2( ) ( ) ( )

0
( ) (0) ( )

n n
Lt t s

L L
n n nw t w e e f s ds

 
  

  
1nعندما  

2( )
1( ) tw t e  

3nعندما  
2(3 )

3 2

1
( ) [1 ]

(3 )
tw t e 


  

)(0فان nقیم إلىبالنسبة أما twn
2 23

( ) ( )

1 3 2
1

1
( , ) ( ) sin ( ) sin ( ) sin 3 sin [1 ] sin 3

(3 )

t t
L L

n
n

n
w x t w t x w t x w t x e x e x

L

 
   



  



     
)5.1.5(مثال

2جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  , 0 , 0t xxu u x L t    الآتیةوفقا للشروط
1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ), ( ,0) ( )u t h t u L t h t u x f x  

: الحل
الأتيلاحظ ان ھذه المسألة ذات شروط حدودیة غیر متجانسة فیكون الحل بالشكل 

)فرضن , ) ( , ) ( , )u x t v x t x t  1حیث 2 1( , ) ( ) [ ( ) ( )]
x

x y h t h t h t
L

   

1 2 1

' ' '( , ) ( ) [ ( ) ( )], ( , ) 0xx

x
x t h t h t h t x t

L
    

( , ) ( , ) ( , )u x t v x t x t 

' ' '
1 2 1( ) [ ( ) ( )]t t t t

x
u v v h t h t h t

L
     

xx xx xx xxu v v  

2ولكن 
t xxu u' ' ' 2

1 2 1( ) [ ( ) ( )]t xx

x
v h t h t h t v

L
    

1 2 1( , ) ( ) [ ( ) ( )]
x

x y h t h t h t
L

   

1 1(0, ) ( ) 0 ( ) (0, )t h t h t u t    

1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )L t h t h t h t h t u L t     

)بما ان  , ) ( , ) ( , )u x t v x t x t ( ,0) ( ) ( ,0), (0, ) 0, ( , ) 0v x f x x v t v L t   
2: كالأتيالمعادلة التفاضلیة الجزئیة الجدیدة أصبحتإذن ( , ), 0 , 0t xxv v F x t x L t    

حیث 
1 2 1

' ' '( , ) ( ) [ ( ) ( )]
x

F x t h t h t h t
L

   ،(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( ) ( ,0) ( )v t v L t v x f x x g x    

.ودیة متجانسةوھذه معادلة تفاضلیة جزئیة ذات شروط حد
: حالة خاصة

bthathكان إذا  )(,)( ),(0ثوابت فان ,baحیث 21 txF
2: كالأتيالمعادلة التفاضلیة الجزئیة أصبحتوبھذه الحالة  , 0 , 0t xxv v x L t   

(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( ) ( ,0) ( )v t v L t v x f x x g x    
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وان
2( )

1

( , ) sin
n

t
L

n
n

n
v x t B e x

L

  



حیث
0

2
( ) sin

L

n

n
B g x x dx

L L


 

1كانت إذامثلا  2( ) 2, 0 , ( ) 1 , ( ) 3f x x h t h t    

1 2 1

2
( , ) ( ) [ ( ) ( )] 1 [3 1] 1

x x x
x y h t h t h t

L L L
        

2
( ) ( ) ( ,0) 1

x
g x f x x


   

0 0

2 2 2 2
( ) sin (1 )sin [( 1) 1]

L n
n

n x
B g x x dx nxdx

L L n


  

      
2

2
2 2

(2 )
( ) ( ) (2 )

1 1 1 1

2 2 2 2 1
( , ) sin [( 1) 1] sin sin2 sin2

2

n n t
t n n t n tL

n
n n n n

n e
v x t B e x e nx nx e nx

L n n n

 
 

  

     

   

        

nxe
n

x
txvtxtxu tn

n

2sin
122

1),(),(),(
2)2(

1




 






ملاحظة
2ینمن الممكن تحویل كل من المعادلتین التفاضلیتین الجزئیتین التالیت 2,t xx t xx xu u au u u b u    معادلة إلى

2التوصیل الحراري المتجانسة 
t xxv v2وذلك باستخدام التحویلین

2
( )

4( , ) ( , ), ( , ) ( , )
x bt

b
atu x t e v x t u x t e v x t


 

)6.1.5(مثال
2جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  , 0 , 0t xxu u au x L t       وفقا للشروط الآتیة

(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )u t u L t u x f x  
: حل ال

)نفرض  , ) ( , )atu x t e v x tat at at
t t tu e v ae v e v au       ،xx

ta
xxx

ta
x veuveu   ,

2ولكن 
x xxu u au 2 2at at

t xx t xxv v e v au e v a u       
(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )v t v L t v x f x  

( )

1

( , ) sin
n

t
L

n
n

n
v x t B e x

L

  



 حیث
0

2
( ) sin

L

n

n
B f x x dx

L L


 

1كانت إذامثلا 
( ) sin sin(3 ), 0 1, 1

2
f x x x x a     

1

0 0

1, 1
2 1

( ) sin 2 (sin sin(3 ) sin ) 0.5, 3
2

0, 1, 3

L

n

n
n

B f x x dx x x n x dx n
L L

n n


  


   
  

 

2
2 2 2 2( ) ( ) (3 ) ( ) (3 )

1 3
1

1
( , ) sin sin( ) sin(3 ) sin( ) sin(3 )

2

n
t t t t tL

n
n

n
v x t B e x B e x B e x e x e x

L


   

   
     



    
2 2( ) (3 )1

( , ) ( , ) [ sin( ) sin(3 )]
2

at t t tu x t e v x t e e x e       
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The Wave Equationمعادلة الموجة   2.5
2معادلة الموجة في البعد الواحد وبدون قوة خارجیة ھي  (3.5)tt xxu u  حیث),( txu الإزاحةتمثل

2مثلا في معادلة السلك المتذبذب تكون أخرىإلىتختلف من مسألة t ،والزمن xعند النقطة  T

M
  حیث

T ثابت(یمثل الشد في السلك ( ،Mوفي معادلة الذبذبات الطویلة . الحلول من السلك تمثل الكتلة الثابتة لوحدة
2لقضیب تكون  gE




 حیثg الأرضيتمثل التعجیل ،E ، یمثل معامل المرونة3.5(المعادلة .الكثافة (

ومعاملات ثابتة ومن النوع الزائدي والطریقة المستخدمة لحل ھذا النوع من خطیة متجانسة وذات حدود متجانسة 
)معادلة الموجة في حالة وجود قوة خارجیة أما.المعادلات التفاضلیة الجزئیة ھي طریقة فصل المتغیرات , )F x t

الآتیةیمكن التعبیر عنھا بالصورة 
2 ( , ) (4.5)tt xxu u F x t  

الأتيلة غیر متجانسة فلا یمكن حلھا بطریقة فصل المتغیرات بشكل مباشر وانما نفرض الحل بالشكل وھذه المعاد
( , ) ( , ) ( , )u x t W x t V x t ( , )W x t( , )V x t

.المتجانس
)1.2.5(مثال

بفعل قوة والأسفلالأعلىإلىیتحرك L),0(,)0,0(مشدود بین نقطتین ثابتتین Lلھ وترا مطاطیا متجانسا طو
المطلوب ھو ایجاد . xg)(والسرعة الابتدائیة تساوي  . xf)(الابتدائیة تساويالإزاحةنفرض ان . اشد فقط
.زمن لاحقأيعند الإزاحة

:الحل
)الإزاحة , )u x t 2تحقق المعادلة التفاضلیة الجزئیة , 0 , 0tt xxu u x L t   

,0)ان أي. تساوي صفر في كل منھا الإزاحةL),0(,)0,0(بما ان الوتر مشدود عند النقطتین ) 0, ( , ) 0u t u L t 

)ا ان بم )f x الابتدائیة ، الإزاحةتمثل( )g x تمثل السرعة الابتدائیة( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x g x u x f x  

)نفرض  , ) ( ) ( )u x t z x w y,xx ttu z w u zw  

2 2
2

'' ''
'' ''

w z
p zw z w

w z



     

2 2 2
1 2 2

''
( ) cos sin '' 0

w
W t B pt B pt w p w p

w
  


        

21حیث  , BBثوابت اختیاریة.
2 2

1 2

''
( ) cos sin '' 0

z
z t A pt A pt z p z p

z
         21حیث , AAثوابت اختیاریة.

1 2 1 2( , ) ( cos sin ) ( cos sin )u x t A px A px B px B px   

,0)بما ان  ) 0u t 1 2 1 2(0, ) ( cos0 sin 0) ( cos sin )u t A A B px B px    

1 1 2 1( cos sin ) 0 0A B px B px A     

2 1 2( , ) sin ( cos sin ) ( cos sin )sinu x t A px B px B px A px B px px      

2حیث  2 2 1,B A B A A B 

)بما ان  , ) 0u L t ( , ) ( cos sin )sin 0u L t A pt B pt pL    
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0sinإذن  pLnpL 1حیث, 2,3,n  
n

p
L


 1,2,3حیث,n   ،انھ یوجد عدد لانھائي من قیم أيp ولذا نفرض انn

n
p

L


1,2,3حیث,n  

)وھذا یعني ھنالك عدد لانھائي من الحلول ھي  , ) ( cos sin )sinn n n

n n n
u x t A t B t x

L L L

  
 

ان أي. أعلاهمتجانسة فان الحل العام لھا یساوي مجموع الحلول الأصلیةبما ان المعادلة التفاضلیة 

1

( , ) ( cos sin )sinn n n
n

n n n
u x t A t B t x

L L L

  



 

)بما ان   ,0) ( )u x f x
1 1

( ) ( cos 0 sin 0)sin sinn n n
n n

n n
f x A B x A x

L L

  

 

    
)وھذه متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة  )f x 0في الفترة x L 

1

( , ) ( sin cos )sint n n
n

n n n n n
u x y A t B t x

L L L L L

    



  

)بما ان  ,0) ( )tu x g x
1 1

( ) ( sin(0) cos(0))sin sinn n n
n n

n n n n n
g x A B x B x

L L L L L

     

 

    
)وھذه متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة  )g x 10في الفترة  x

1

( , ) ( cos sin )sinn n
n

n n n
u x t A t B t x

L L L

  



   حیث

0 0

2 2
( ) sin , ( ) sin

L L

n n

n n
A f x x dx B g x x dx

L L n L

 


  
:مثلا 

)كانتإذا) 1( ) 1, ( ) 0, 0 5, 2f x g x x     
5

0 0

2 2
( ) sin sin [1 ( 1) ], 0

5 5

L n
n n

n n
A f x x dx dx B

L L

 
      







1

sin)sincos(),(
n

nn x
L

n
t

L

n
Bt

L

n
Atxu



x
n

t
n

n
txu n

n 5
sin]0

5

2
cos})1(1{

2
[),(

1









x
ntn

n
txu

n 5

)12(
sin

5

)12(2
cos

12

14
),(

1







 




0كانتإذا)2( ( ) 0, ( ) 2, 0 5, 2nA f x g x x       
5

2 20 0

2 2 10
( ) sin sin [1 ( 1) ]

5

L n
n

n n
B g x x dx x dx

n L n n

 
  

      

1

( , ) ( cos sin )sinn n
n

n n n
u x t A t B t x

L L L

  



 

2 2 2 2
1 1

10 2 20 1 2(2 1) (2 1)
[0 {1 ( 1) }sin ] sin sin sin

5 5 (2 1) 5 5
n

n n

n n n n
t x t x

n n
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)2.2.5(مثال
ترك  یتحرك بفعل قوة . سائبةالأخرىونھایتھ )0,0(نھایتھ عند النقطة إحدىمثبتة Lوترا مطاطیا متجانسا طولھ 

)الابتدائیة تساويلإزاحةاكانت فإذا. الشد )f x .والسرعة الابتدائیة تساوي)(xg . عند الإزاحةالمطلوب ھو ایجاد
.زمن لاحقأي

: الحل
)الإزاحة , )u x t 2تحقق المعادلة التفاضلیة الجزئیة , 0 , 0tt xxu u x L t   

,0))0,0(لوتر مثبت عند النقطةنھایتي اإحدىبما ان  ) 0u t  

)سائبةالأخرىوبما ان نھایتھ  , ) 0xu L t  

)وكذلك  )f x الابتدائیة ،الإزاحةتمثل( )g xتمثل السرعة الابتدائیة( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x g x u x f x  

نحصل على )1.2.5(م طریقة فصل المتغیرات وكما في المثال باستخدا
pxptBptAtxu sin)sincos(),(  

pxpptBptAtxu cos)sincos(),(  
)بما ان  , ) 0xu L t ( , ) ( cos sin ) cos 0xu L t A pt B pt p pL    

2)إذن 1)
cos 0

2

n
pL pL


   1حیث, 2,3,n  

(2 1)

2

n
p

L


 1حیث, 2,3,n   ،انھ یوجد عدد لانھائي من قیم أيp ولذا نفرض ان

(2 1)

2n

n
p

L


1,2,3حیث,n  وھذا یعني ان ھنالك عدد لانھائي من الحلول ھي

x
L

n
t

L

n
Bt

L

n
Atxu nnn 2

)12(
sin)

2

)12(
sin

2

)12(
cos(),(

 





أعلاهعام لھا یساوي مجموع الحلول متجانسة فان الحل الالأصلیةبما ان المعادلة التفاضلیة 












1 2

)12(
sin)

2

)12(
sin

2

)12(
cos(),(

n
nnn x

L

n
t

L

n
Bt

L

n
Atxu



)بما ان  ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x g x u x f x  نحصل على )1.2.5(وكما في المثال

0 0

2 (2 1) 4 (2 1)
( ) sin , ( ) sin

2 (2 1) 2

L L

n n

n n
A f x x dx B g x x dx

L L n L

 


 
 

 

-:مثلا
1كانتإذا) 1(

( ) sin , ( ) 0, 0 1, 1
2

f x x g x x     

1

0 0

0 ; 02 (2 1) (2 1)
( ) sin 2 sin sin , 0

1 ; 02 2 2

L

n n

nn n
A f x x dx x dx B

nL L

    
    
 

0
1

(2 1) (2 1) (2 1) 1 1 1 1
( , ) ( cos sin )sin cos sin cos sin

2 2 2 2 2 2 2n n
n

n n n
u x t A t B t x A t x t x

L L L
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)3.2.5(مثال
2د حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ج ( , ), 0 , 0tt xxu u F x t x L t     الآتیةوفقا للشروط

(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) 0, ( ,0) 0tu t u L t u x u x   

: الحل
لاحظ ھذه المسألة غیر متجانسة ویكون الحل بالشكل

1

( , ) ( ) sinn
n

n
u x t w t x

L







1 1

(0, ) ( ) sin(0) 0, ( , ) ( ) sin 0n n
n n

u t w t u L t w t n
 

 

    
( , ) 0, (0, ) 0u L t u t   )ینأي إن الشرطین متحقق(

2 2

2
1 1

( ) sin , ''( ) sinxx n tt n
n n

n n x n x
u w t u w t

L L L

   

 

   

ttxxبالتعویض  uu في المعادلة التفاضلیة الجزئیة ینتج ان ,
2 2 2

1

[ ''( ) ( )]sin ( , )n n
n

n n x
w t w t F x t

L L

  



 
),(متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة أعلاهللمعادلة الأیسراعتبرنا المتسلسلة في الطرف إذا txFفان

2 2 2

( ) ( ) ( )n n n

n
w t w t b t

L

     حیث
0

2
( ) ( , ) sin

L

n

n x
b t F x t dx

L L


 

وھذه معادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة الثانیة وحلھا العام ھو

0

( )
( ) cos sin ( ) sin

t

n n n n

n n L n t s
w t C t D t b s ds

L L n L

  



    حیثnn CD .ثوابت اختیاریة,

(0)بما ان  0 ( ,0) 0nw u x  (0) 0n nw C  

0

( )
( ) sin ( ) sin

t

n n n

n L n t s
w t D t b s ds

L n L

 



  

(0)بما ان  0 ( ,0) 0n tw u x   (0) 0n nw D   

0

( )
( ) ( ) sin

t

n n

L n t s
w t b s ds

n L





 

-:مثلا 
)كانت إذا , ) , 0 3F x t x x  

13

0 0

2 2 6( 1)
( ) ( , ) sin sin

3 3

n
t

n

n x n x
b t F x t dx x dx

L L n

 



   

1 1

3 3 30 0

( ) 3 6( 1) ( ) 54( 1)
( ) ( ) sin sin [1 cos ]

3 3

n n
t t

n n

L n t s n t s n
w t b s ds ds t

n L n n n

  
    

    
    

x
L

n
t

n

n
x

L

n
twtxu

n

n

n
n





sin]

3
cos1[

)1(54
sin)(),(

1
333

1

1














)4.2.5(مثال
2جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  ( , ), 0 , 0tt xxu u F x t x L t     الآتیةوفقا للشروط

(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu t u L t u x f x u x g x   
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: الحل
),(),(),(لاحظ ھذه المسألة غیر متجانسة ویكون الحل بالشكل txwtxvtxu  حیث( , )v x t ھو حلا للمعادلة

2التفاضلیة الجزئیة  ( , )tt xxu v F x t  الآتیةوتحقق الشروط.
(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) 0, ( ,0) 0tv t v L t v x v x   

)ان و , )w x t 2حل للمعادلة التفاضلیة الجزئیة
tt xxu v وتحقق الشروط التالیة

(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( ), ( ,0) ( )tw t w L t w x f x w x g x   

یكون) 1.2.5(كما في المثال 
1

( , ) ( cos sin )sinn n
n

n n n
w x t A t B t x

L L L

  



 

حیث 
0 0

2 2
( ) sin , ( ) sin

L L

n n

n n
A f x x dx B g x x dx

L L n L

 


  
یكون ) 3.2.5(ومن المثال 

1

( , ) ( ) sinn
n

n
v x t w t x

L





 حیث ان
0

( ) ( ) sin ( )
t

n n

L n
w t b s t s ds

n L




 

وان
0

2
( ) ( , ) sin

t

n

n x
b t F x t dx

L L


 

:مثلا 
)كانت إذا ) sin , ( ) cos , ( , ) , 0 3f x x g x x F x t x x     

3

0 0

0 ; 32 2
( ) sin sin sin

1 ; 33 3

L

n

nn n
A f x x dx x x dx

nL L

 



    
 

3

0 0

2 2
( ) sin cos sin

3

L

n

n x
B g x x dx x x dx

n L n

 


 
  






















 3

)9(

12
30

3
)9(

2
30

)
3

2
(

2

222
nفردياو

n

nاوnزوجي

nاوnفردي
n

n
nاوnزوجي

n
Bn



1 1 1

( , ) ( cos sin )sin cos sin sin sin
3 3 3 3n n n n

n n n

n n n n n n n
w x t A t B t x A t x B t x

L L L

        

  

     

3 2 2
0
1

12 (2 1) (2 1)
( , ) cos sin sin sin

[(2 1) 9] 3 3n n
n

n t n x
w x t A t x

n

 
 








 
 

 

)3.2.5 (
1

3 2 3
1

54 ( 1)
( , ) [1 cos ] sin

3 3

n

n

n n
v x t t x

n n

 







 

1

2 2 3 2 3
0 1
1

12 1 (2 1) (2 1) 54 ( 1)
( , ) ( , ) ( , ) cos sin sin sin [1 cos ]sin

(2 1) 9 3 3 3 3

n

n n
n

n n t n n
u x t w x t v x t t x t t

n n

  
 

  

 

 


  
     

  

)5.2.5(مثال
)یتذبذب بفعل قوة الشد وتأثیر قوة خارجیة Lوترا مطاطیا متجانسا طولھ  , )F x t المطلوب . متحرك الطرفین

)ة الابتدائیالإزاحةعلمت ان إذاالمستعرضة لھذا الوتر الإزاحةایجاد  )f xوسرعتھ الابتدائیة( )g x.
:الحل
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)الإزاحة , )u x t 2تحقق المعادلة التفاضلیة الجزئیة ( , )tt xxu u F x t 

2بما ان الوتر متحرك الطرفین  1( , ) ( ), (0, ) ( )u L t h t u t h t  

)بما ان  )f x الابتدائیة ، احةالإزتمثل( )g xتمثل السرعة الابتدائیة( , ) ( ), (0, ) ( )tu x t g x u x f x  

-:الأتينلاحظ ان ھذه المسألة ذات شروط حدودیة غیر متجانسة وبذلك یكون الحل بالشكل 
)نفرض  , ) ( , ) ( , )u x t v x t x t 1حیث 2 1( , ) ( ) ( ( ) ( ))

x
x t h t h t h t

L
   

1 2 1''( ) [ ''( ) ''( )], 0tt xx

x
h t h t h t

L
    

)]('')(''[)('' 121 thth
L

x
thvvu tttttttt  

xx xx xx xxu v v   2ولكن ( , )tt xxu u F x t 

),()]('')(''[)('' 2
121 txFvthth

L

x
thv xxtt  

),(2 txGvv xxtt 1حیث 2 1( , ) ( , ) ''( ) [ ''( ) ''( )] ( , ) ( , )tt

x
G x t F x t h t h t h t F x t x t

L
     

)]()([)(),( 121 thth
L

x
thtx 

1 1 2 1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )t h t L t h t h t h t h t     
),0(),0(),0()(0),0( 1 ttvtuthtv 
),(),(),()(0),( 2 tLtLvtLuthtLv 
)0,()0,()0,()()()0,()()0,( 1 xxvxuxfxfxxfxv  

)0,()0,()0,()()()0,()()0,( 1 xxvxuxgxgxxgxv ttttt  

2وعلیھ نكون قد حصلنا على المسألة  ( , ), 0 , 0tt xxv v G x t x L t     الآتیةوتحقق الشروط
1 1(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( ), ( ,0) ( )tv t v L t v x f x v x g x    وحل ھذه المسألة ھو

1 1

( , ) ( ) sin [ cos sin ] sinn n n
n n

n n n n
v x t w t x A t B t x

L L L L

    

 

   

حیث         
0 0

2
( ) ( ) sin ( ) , ( ) ( , ) sin

t t

n n n

L n n
w t b s t s ds b t G x t xdx

n L L L

 


   

1 10 0

2 2
( ) ( ) sin , ( ) ( ) sin

L L

n n

n n
A t f x xdx B t g x xdx

L L n L

 
 

  
:مثلا 
2نت  إذا كا 3 2 3

1 2( ) sin , ( ) cos , 0 3, ( , ) 2 6 , ( ) , ( ) 1 , 0f x x g x x x F x t x t h t t t h t t t t             

2 3 2 3 2 3 2 3
1 2 1( , ) ( ) [ ( ) ( )] [1 ]

3 3

x x x
x t h t h t h t t t t t t t t t

L
             

2( , ) 2 3 , ( , ) 2 6t ttx t t t x t t    
xttxtxtxFtxG tt  6262),(),(),( 
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13

0 0

2 2 6( 1)
( ) ( , ) sin sin

3 3

n
t

n

n n
b t G x t xdx x xdx

L L n

 



   

1 1

3 3 20 0

3 6( 1) 54( 1)
( ) ( ) sin ( ) sin ( ) [1 cos ]

3 3

n n
t t

n n

L n n n
w t b s t s ds t s ds t

n L n n n

  
    

  
      

1( ) ( ) ( ,0) sin
3

x
f x f x x x    

3

10 0

2( 1)
; 3

2 2
( ) ( ) sin (sin ) sin

3 3 3 2( 1)
1 ; 3

n

L

n n

n
n x n nA t f x xdx x xdx

L L
n

n

  



 
    

  

 

xxxxgxg  cos0cos)0,()()(1 
3

10 0

2 2
( ) ( ) sin cos sin

3

L

n

n n
B t g x xdx x xdx

n L n

 


   
  











 3

)9(

1
30

22
nاوnفردي

n

nاوnزوجي
Bn



3
),(),(),( 32 x

tttxvtxtxu 

1 1

( , ) ( ) sin [ cos sin ] sinn n n
n n

n n n n
v x t w t x A t B t x

L L L L

    

 

   
,ثم نعوض عن  , ( )n n nA B w tوبذلك یكون الناتج ھو الحل المطلوب.

The Dalembert solution of The wave Equationحل دألمبرات لمعادلة الموجة       
حل المعادلة أيادلة الموجة بدون شروط  حدودیة م حل مع1750حاول الریاضي الفرنسي دألمبرات عام 

2الأتيالتفاضلیة الجزئیة التي تكون بالشكل  , , 0tt xxu u x t       وفقا للشروط الابتدائیة
( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x f x u x g x 

)6.2.5(مبرھنة 
1ھو أعلاهحل دالمبرت للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  1

( , ) [ ( , ) ( )] ( )
2 2

x t

x t
u x t f x t f x t g v dv




 






    

البرھان
z,ض نفر x t w x t    1, , 1,

z z w w

x t x t
 

   
     

   

w

u

z

u

x

w

w

u

x

z

z

u

x

u


























2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

u u z u w u w u z u u u u

x z x z w x w x w z x z z w w w z

            
       

                

2xx zz zw wwu u u u   2)2(وبنفس الطریقة نحصل على
wwzwzztt uuuu 
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xxttولكن  uu 22 2( 2 ) ( 2 )zz zw ww zz zw wwu u u u u u      0zwu  

التكامل مباشرةبإجراءوھذه المعادلة التفاضلیة الجزئیة یمكن حلھا 
)(zHuz  حیث)(zHدالة اختیاریة قابلة للتفاضل

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )u z w H z dz G w F z G w    حیث)(wGدالة اختیاریة قابلة للتفاضل

 dzzHzF )()(

)()(),( txGtxFyxu  
),0()(بما ان  xfxu ( ) ( ,0) ( ) ( )f x u x F x G x   

( ) ( ) ( ) (1)F x G x f x  
( , ) '( ) '( )tu x t F x t G x t       

)بما ان  ,0) ( )tu x g x( ) ( ,0) '( ) '( )tg x u x F x G x    
)2(...)()(')(' xgxGxF 

نحصل على xإلىبالنسبة ) 2(التكامل لطرفي المعادلة بإجراء
0

( ) ( ) ( ) (3)
x

x
F x G x g v dv    

نحصل علىأنیا) 3(، ) 1(بحل المعادلتین .  ثابت اختیاريCحیث 

0 0

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

x x

x x
F x f x g v dv c G x f x g v dv c

   
      

0 0

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

x t x t

x x
F x t f x t g v dv c G x t f x t g v dv c

 
   

   

 
          

)()(),( txGtxFtxu  

ولكن
0 0

1 1 1 1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

x t x t

x x
u x t f x t g v dv c f x t g v dv c

 
 

   

 
        

0 0

1 1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

x t x t

x x
u x t f x t f x t g v dv g v dv

 
 

 

 
      

0

0

1 1
( , ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( ) ]

2 2

x x t

x t x
u x t f x t f x t g v dv g v dv




 






      

1 1
( , ) [ ( ) ( )] ( )

2 2

x t

x t
u x t f x t f x t g v dv




 






     

وھذا الحل یسمى بحل دألمبرات
:مثلا 

)كانت إذا) 1( ) sin , ( ) 0f x x g x  فان
1 1 1

( , ) [ ( ) ( )] ( ) [sin( ) sin( )]
2 2 2

x t

x t
u x t f x t f x t g v dv x t x t




   






        

)كانت إذا) 2( ) 0, ( ) sinf x g x x فان
1 1 1 1

( , ) [0 0] sin cos | [cos( ) cos( )]
2 2 2 2

x tx t

x t x t
u x t v dv v x t x t
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Laplaceمعادلة لابلاس   3.5 Equation
2معادلة لابلاس والتي ھي إلىسنتطرق في ھذا البند  0 (5.5)u   2حیث ھو مؤثر لابلاس في

الدیكارتیة في بعدین ھوالإحداثیاتفمثلا مؤثر لابلاس في . الأبعادعدد ملائم من 
2

2

2

2
2

yx 






في أما

فھو عادأبثلاثة 
2

2

2

2

2

2
2

zyx 










 ...الدیكارتیة في بعدین ھي بالإحداثیاتمعادلة لابلاس إذن.وھكذا

2 2
2

2 2
0 (6.5) 0xx yy u

u u
u u

x y

 
      

 


والطریقة المستخدمة لحل .خطیة متجانسة وذات حدود متجانسة ومعاملات ثابتة ومن النوع الناقصي) 6.5(المعادلة 
.لیة الجزئیة ھي طریقة فصل المتغیراتھذا النوع من المعادلات التفاض

)1.3.5(مثال
جد درجة الحرارة المستقرة لنقاط صفیحة معدنیة رقیقة مستطیلة الشكل محاطة بالمستقیمات

0, , 0,x x a y y b   
byعلمت ان درجة حرارة ضلعھا إذا  تساوي)(xfا الأخرى مثبتة على الصفر وان ودرجة حرارة أضلاعھ

.الصفیحة معزولة ومتجانسة
: الحل

)درجة الحرارة المستقرة  , )u x y0تحقق معادلة لابلاس yyxx uu الآتیةوفقا للشروط
(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) 0, ( , ) ( )u y u a y u x u x b f x   

),()()(نفرض  ywxzyxu '', ''yy xxu zw u z w  '' '' 0z w zw  

2'' ''z w
p

z w
    

22
21

''
0''sincos)( p

z

z
zpzpxApxAxz  21حیث , AAثوابت اختیاریة.

1وكذلك  2

''2 2( ) '' 0
wpy pyw y B e B e w p w p
w

         21حیث , BBثوابت اختیاریة.

1 2 1 2( , ) ( cos sin ) ( )py pyu x y A px A px B e B e    

)0,(0بما ان  yu1 2 1 2(0, ) ( cos 0 sin 0) ( )py pyu y A A B e B e    

1 1 1 20 ( ) 0py pyA A B e B e     

2 1 2( , ) sin ( ) ( )sinpy py py pyu x y A px B e B e A e B e px     1222حیث , BAABAB 
)بما ان  ,0) 0u x 0 ( ,0) ( )sin 0A B B A u x A B px         

( , ) ( ) sin ( )sin 2 sinh sin sinh sinpy py py pyu x y A e A e px A e e px A py px C py px      
),(0بما ان  yau( , ) sinh sin 0u a y C py pa  sin 0pa n pa   1,2,3حیث,n  

n
p

a


 1حیث, 2,3,n   ، أي انھ یوجد عدد لانھائي من قیمp ولذا نفرض انn

n
p

a


حیث

1, 2,3,n  وھذا یعني ان ھناك عدد لانھائي من الحلول ھي( , ) sinh sinn n

n n
u x y C y x

a a
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أي ان، أعلاهبما ان المعادلة التفاضلیة الأصلیة متجانسة فان الحل العام لھا یساوي مجموع الحلول 

1

( , ) sinh sinn
n

n n
u x y C y x

a a

 





)بما ان  , ) ( )u x b f x
1

( ) sinh sinn
n

n n
f x C b x

a a

 



  وھذه متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة

)(xfفترة في الax 0
1

( , ) sinh sinn
n

n n
u x y C y x

a a

 



 حیث

0

2
( ) sin

sinh

a

n

n
C f x x dx

n aa b
a




 

)())(كانت إذا-:مثلا  xaxxf فان
3

0 0
( ) sin ( ) sin 2( ) [( 1) 1]

a a nn n a
f x x dx x a x x dx

a a n

 


     
2

3

0 3 3

2 4 4 [( 1) 1]
( ) sin [( 1) 1] ( )

sinh sinh sinh

n
a n

n

n a a
C f x x dx

n n na na b a b n a b
a a a


   

 
    

2

3 31 1

4 [( 1) 1]
( , ) sinh sin sinh sin

sinh

n

n
n n

n n a n n
u x y C y x y x

na a a an b
a

   




 

 

 
   




 





1 3

3

2

)12(
sinh)12(

)12(
sin

)12(
sinh

8
),(

n b
a

n
n

x
a

n
y

a

n
a

yxu






)2.3.5(مثال
,0جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  0 , 0xx yyu u x a y b      الآتیةوفقا للشروط

(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( ), ( , ) ( )u y u a y u x f x u x b g x   
: الحل

)نحصل على) 1.3.5(باستخدام طریقة فصل المتغیرات وكما في المثال  , ) ( ) sinpy pyu x y A e B e px 
ثوابت,BAحیث

)بما ان  , ) 0u a y ( , ) ( ) sin 0py pyu a y A e B e pa   

sin 0pa n pa   1,2,3حیث,n  
n

p
a


 1حیث, 2,3,n   ، أي انھ یوجد عدد لانھائي من قیمp ولذا نفرض انn

n
p

a


حیث

1,2,3,n  وھذا یعني ان ھناك عدد لانھائي من الحلول ھي( , ) ( ) sin
n n

y y
a a

n n n

n
u x y A e B e

a

  
 

انأي. أعلاهبما ان المعادلة التفاضلیة الأصلیة متجانسة فان الحل العام لھا یساوي مجموع الحلول 
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1

( , ) ( ) sin
n n

y y
a a

n n
n

n
u x y A e B e

a

   



 

),0()(بما ان  xfxu 
1

( ) ( ) sinn n
n

n
f x A B

a





  متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة وھذه( )f x

0في الفترة  x a 

),()(بما ان  xgbxu 
1

( ) ( ) sin
n n

b b
a a

n n
n

n
g x A e B e x

a

   



  
)وھذه متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة  )g x في الفترةbx 0

1

( , ) ( ) sin
n n

y y
a a

n n
n

n
u x y A e B e

a

   



  

0 0

2 2
( ) sin ( ) ( ) sin

n n
b b a a

a a
n n n n

n n
A e B e g x x dx A B f x x dx

a a a a

   
      

)3.3.5(مثال
,0جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  0 , 0xx yyu u x a y     الآتیةوفقا للشروط

(0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( ), ( , )u y u a y u x f x u x y M   

:الحل 
نحصل على ) 1.3.5(باستخدام طریقة فصل المتغیرات وكما في المثال 

1 2 1 2( , ) ( cos sin ) ( )py pyu x y A px A px B e B e    2121حیث ,,, BBAAثوابت اختیاریة
)بما ان  , )u x y M لكل قیمyx,1 0B  

1 2 2( , ) ( cos sin ) ( cos sin )py pyu x y A px A px B e A px B px e    

2حیث  2 1 2,B A B A A B 

,0)بما ان  ) 0u y 0 0 (0, ) ( cos 0 sin 0)py pyA Ae u y A B e       
( , ) sinpyu x y B e px 

)بما ان  , ) 0u a y ( , ) sin 0 sin 0pyu a y B e pa pa    

pa n   1,2,3حیث,n  n
p

a


 1,2,3ان حیث,n  

nولذا نفرض ان pأي انھ یوجد عدد لانھائي من قیم 

n
p

a


 1حیث, 2,3,n  ، وھذا یعني ان ھناك عدد

)لانھائي من الحلول ھي , ) sin
n

y
a

n n

n
u x y B e x

a

 


انأي. أعلاهبما ان المعادلة التفاضلیة الأصلیة متجانسة فان الحل العام لھا یساوي مجموع الحلول 

1

( , ) sin
n

y
a

n
n

n
u x y B e x

a
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)بما ان  ,0) ( )u x f x
1

( ) sinn
n

n
f x B x

a





  وھذه متسلسلة فوریر في صورة جیب للدالة( )f x في الفترة

0 x a 
1

( , ) sin
n

y
a

n
n

n
u x y B e x

a

  



 حیث
0

2
( ) sin

a

n

n
B f x x dx

a a


 

30,)(2كانت إذا-:مثلا   xfx
3

0 0

2 2 4
( ) sin 2 sin [1 ( 1) ]

3 3

a n
n

n n
B f x x dx xdx

a a n

 


     
3

1 1

4[1 ( 1) ]
( , ) sin sin

3

n nny y
a

n
n n

n n
u x y B e x e x

a n

  


  

 

 
  

(2 1)

3

1

8 (2 1)
( , ) sin

(2 1) 3

n
y

n

e n
u x y x

n














 


)4.3.5(مثال

,0جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة  , 0xx yyu u x a y    الآتیةوفقا للشروط
(0, ) 0, ( ,0) ( ), ( , )u y u x f x u x y M  

الحل 
)نحصل على ) 3.3.5(باستخدام طریقة فصل المتغیرات وكما في المثال  , ) sinpyu x y B e px

)یمكن ان نكتب إذن. )pلایوجد قید علىأي( pلإیجادن لایوجد شرط بما ا , )u x y الأتيبالشكل

0
( , ) ( ) sinpyu x y B p e pxdp

  

)بما ان  ,0) ( )u x f x
0

( ) ( ) sinf x B p px dp


 الة وھذا تكامل فوریر في صورة جیب للدf ،0x 

0
( , ) ( ) sinpyu x y B p e pxdp

  حیث
0

2
( ) ( ) sinB p f v pv dv




 

)كان إذا-:مثلا  ) 1f x  فان
0

( , ) ( ) sinpyu x y B p e pxdp
  حیث

0

2
( ) ( ) sinB p f v pv dv




 

0 0 0 0

2 2
( , ) [ ( ) sin ] sin ( ) sin sinpy pyu x y f v pv dv e pxdp f v e pv pxdvdp

 

        

0 0

2 1
( , ) [cos ( ) cos ( )]

2
pyu x y e p v x p v x dpdv



      

0 0 0

1 1
( , ) [ [cos ( ) cos ( ) ]

2
py pyu x y e p v x dp e p v x dp dv



        

2 2 2 20

1
( , ) [ ]

( ) ( )

y y
u x y dv

y v x y v x


 

   

نفرض 
y

xv
zxzyvdzydv
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وكذلك نفرض
y

xv
wxwyvdwydv




2 2 2 2 2 2

1
( , ) [ ]x x

y y

y y
u x y y dz y dw

y y z y y w

 


 

  
1 1

2 2

1 1 1 1
( , ) [ ] [ tan ( ) tan ( )]

1 1 2 2
x x

y y

x x
u x y y dz y dw

z w y y

 
 

   


      

  

)(tan
2

)](tan)([tan
1

),( 111

y

x

y

x

y

x
yxu  



القطبیةالإحداثیاتمعادلة لابلاس في 
)القطبیة الإحداثیاتإلىالدیكارتیة الإحداثیاتكیفیة تحویل معادلة لابلاس من إلىسنتطرق في ھذا البند  , )r  حیث
cos , sinx r y r  

)5.3.5(مبرھنة 
القطبیة ھي بالإحداثیات) في بعدین(معادلة لابلاس 

2

1 1
0rr ru u u

r r   

البرھان
2 2 1, tan

y
r x y

x
   

2 2 2 2
cos , sin

r x r y

x yx y x y
 

 
   

  

2

2 22 2 2 2

2 2

1
( ) sin cos

,
1 1

y
y xx x

y yx x y r y x y r
x x

     
      

    

sin
cos

u u r u u u

x r x x r r

 


 
      
   

      
2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
cos [ sin cos ] [cos sin ] sin [ ]

u u r u u u u u u r

x r x r r x r x r r r x

 
     

    
           
        

             
2 2

2
2 2 2 2

sin sin cos sin cos sin sin cos sin cos
cosxx rr r r ru u u u u u u u

r r r r r r    

         
      

وبنفس الطریقة نحصل على 
2 2

2
2 2 2 2

cos sin cos sin cos cos sin cos sin cos
sinyy rr r r ru u u u u u u u

r r r r r r    

         
      

0ولكن  yyxx uu

0
coscos

sin
sinsin

cos
2

22
2

2

22
2  





 u

r
u

r
uu

r
u

r
u rrrrrr
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0)sin(cos
1

)sin(cos
1

)sin(cos 22
2

2222   u
r

u
r

u rrr

0
11

2
 u

r
u

r
u rrr

.القطبیةبالإحداثیاتوھذه معادلة لابلاس التفاضلیة الجزئیة في بعدین 
)6.3.5(مثال

0جد حلا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة 
11

,10
2

 u
r

u
r

ur rrr وفقا  للشرط الحدودي

)(),1(,20,),(  guMru 

الحل
( , ) ( ) ( )u r z r w ' , '' , ''r rru z w u z w u z w   

2

1 1
'' ' '' 0z w z w z w

r r
   2 '' ' '' 0r z w r z w z w   

2
2'' '' 'w r z r z

p
w z


    

2 2
1 2

''
( ) cos sin '' 0

w
w A p A p w p w p

w
           21حیث , AA ثوابت اختیاریة

2
2 2 2'' '

'' ' 0
r z r z

r z r z p z p
z


        ھو وھذه معادلة اویلر وحلھا العام

1 2( ) p pz r B r B r   21حیث , BBاختیاریةثوابت
1 2 1 2( , ) ( ) ( cos sin )p pu r B r B r A A    

2بما ان  0 0 1, ( , )B r u r M    

1 1 2( , ) ( cos sin ) ( cos sin )p pu r B r A p A p r A p B p         1حیث 1 1 2,A B A B B A 

,0,1نختار  2,3,p n   فنحصل على( , ) ( cos sin )n
n n nu r r A n B n   

انإي. أعلاهالحلول متجانسة فان الحل العام لھا یساوي مجموع الأصلیةبما ان المعادلة التفاضلیة 

0
1

( , ) ( cos sin )n
n n

n

u r A r A n B n  




  

)1,()(بما ان    gu 0
1

( ) ( cos sin )n
n n

n

g A r A n B n  




   

)وھذه متسلسلة فوریر للدالة   ), 0 2g    0
1

( , ) ( cos sin )n
n n

n

u r A r A n B n  




   
2 2 2

0 0 0 0

1 1 1
( ) , ( ) cos , ( ) sin

2 2n nA g d A g n d B g n d
  

       
  

    

1كانت  إذا-: مثلا 
( ) 1 sin sin 3 cos 4

2
g        1فان

(1, ) ( ) 1 sin sin 3 cos 4
2

u g        

0ومن ھذا نستنتج ان  4 1 31, 1, 1, 0.5A A B B    0وانnA 4لكل قیمn  0وكذلكnB   3,1لكل قیمn

3 4
0 0 1 3 4

1

( , ) ( cos sin ) sin sin 3 cos 4n
n n

n

u r A r A n B n A r B r B r A     




      
3 4( , ) 1 sin sin 3 cos 4u r r r r       
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)7.3.5(مثال
للمعادلة التفاضلیة الجزئیة جد حلا

2

1 1
0, 0rr ru u u r

r r       وفقا  للشرط الحدودي

( , ) , 0 2 , (1, ) ( )u r M u g       

الحل
نحصل على) 1.3.5(باستخدام طریقة فصل المتغیرات وكما في المثال 

1 2 1 2( , ) ) ( cos sin )p pu r B r B r A p A p    

)بما ان  , )u r M  1عندما 0 0B r    

2 1 2( , ) ( cos sin ) ( cos sin )p pu r B r A p A p r A p B p          2حیث 1 2 2,A B A B B A 

p,0,1,2,3نختار  n   فنحصل على( , ) ( cos sin )n
n n nu r r A n B n   

انأي. أعلاهمتجانسة فان الحل العام لھا یساوي مجموع الحلول الأصلیةبما ان المعادلة التفاضلیة 

0
1

( , ) ( cos sin )n
n n

n

u r A r A n B n  






  

)1,()(بما ان   gu 0
1

( ) ( cos sin )n
n n

n

g A r A n B n  




   

)وھذه متسلسلة فوریر للدالة   ), 0 2g    0
1

( , ) ( cos sin )n
n n

n

u r A r A n B n  






    حیث

2 2 2

0 0 0 0

1 1 1
( ) , ( ) cos , ( ) sin

2 2n nA g d A g n d B g n d
  

       
  

    
كانت  إذا-: مثلا  4cos)( g 0ان فان 40, 1A A  0وانnA 4لكل قیمn  0وكذلكnB   لكل قیمn

4 4
4( , ) cos 4 cos 4u r r A r     

)5(تمارین

-:جد حلا للمعادلات التفاضلیة الجزئیة الآتیة وفقا للشروط المذكورة إزاء كل من منھا 
1.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )t xx xu u x L t u t u L t u x f x      

2.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )t xx tu u x L t u t u L t u x f x      

3.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )t xx tu u x L t u t u L t u x f x      

4.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )t xx xu u x L t u t u L t u x f x      

5.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )t xx xu u x L t u t u L t u x f x      

6.5sin( ) sin(2 ) , 0 1 , 0, (0, ) 0, (1, ) 0, ( ,0) 0t xxu u x x x t u t u t u x         

7.52 , 0 1, 0, (0, ) 1, (1, ) (1, ) 1, ( ,0) sin( )t xxu u x t u t u t a u t u x x        

8.52 2, 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) 1, ( ,0)t xxu u x t u t u t u x x      

9.52 , 0 1, 0, (0, ) 1, (1, ) 1, ( ,0) sin( )t xxu u x t u t u t u x x      

10.52 , 0 , 0, (0, ) ( ), ( , ) 0, ( ,0) ( )t xx tu u x L t u t h t u L t u x f x      
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11.5
1

2, 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) 0, ( ,0)
x

t xx xu u u x t u t u t u x e       

12.5, 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) 1, ( ,0) sint xx xu u u x t u t u t u x x       

13.5, 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) 0, ( ,0) 0t xxu u u x x t u t u t u x        

14.5, , 0 , ( ,0) ( )t xxu u x t u x f x      

15.52 2, 0 , 0, (0, ) , ( , ) , ( ,0) 0t xx

x
u u x L t u t t u L t t u x

L
       

16.5
1

2, 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) cos , ( , 0)
x

t x xu u x t u t u t t u x e      

17.52 , 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) sin , ( ,0) 0, ( ,0) 0tt xx tu u x t u t u t t u x u x       

18.52 , 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) (1, ), ( ,0) , ( ,0) 0tt xx x tu u x t u t u t u t u x x u x        

19.52 , 0 1, 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )tt xx tu u x t u t u L t u x f x      

20.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )tt xx tu u x L t u t u L t u x f x      

21.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )tt xx tu u x L t u t u L t u x f x      

22.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )tt xx xu u x L t u t u L t u x f x      

23.52 ,0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( )tt xx xu u x L t u t u L t u x f x      

24.52 , 0 , 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) 0, ( ,0) 0tt xx t xu u a x L t u t u L t u x u x        

25.52 , 0, 0, (0, ) 0, ( ,0) ( ), ( ,0) 0tt xx x tu u x t u t u x f x u x     

26.52 ( 1), 0 , 0, (0, ) 0, (1, ) 0tt xxu u x x x L t u t u t       

27.52 , 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) 1, ( ,0) ( ), ( ,0) 0tt xx tu u x x t u t u t u x f x u x        

28.52 , 0 1, 0, (0, ) 0, (1, ) 1, ( ,0) ( ), ( ,0) 0tt xx t tu u u x t u t u t u x f x u x        

29.52
1 2, 0 , 0, (0, ) ( ), ( , ) ( ), ( ,0) ( )tt xx tu u x L t u t h t u L t h t u x f x      

30.52
1 2( , ), 0 , 0, (0, ) ( ), ( , ) ( ), ( ,0) ( )tt xx tu u F x t x L t u t h t u L t h t u x f x       

31.50, 0 , 0 , (0, ) ( ), ( , ) 0, ( ,0) 0, ( , ) 0xx yyu u x y b u y f y u y u x u x b           

32.50, 0 , 0 , (0, ) ( ), ( , ) ( ), ( ,0) 0, ( , ) 0xx yyu u x a y b u y f y u a y f y u x u x b         

33.50, 0 , 0 , (0, ) 0, ( , ) 0, ( ,0) ( ), ( , ) 0xx yyu u x a y u y u a y u x f x u x           

34.50
11

2
 u

r
u

r
u rrr

35.5
2

1 1
0, 3 , (3, ) , 0 2rr ru u u r u

r r             

36.5
2

1, 01 1
0, 1 , (1, )

0, 2rr ru u u r u
r r 

 


  
 

         

37.5
2

1 1
0, 1 2, (1, ) cos , (2, ) sinrr ru u u r u u

r r           

38.5
2

1 1
0, 1 , (1, ) ( ), 0 2rr r ru u u r u g

r r             


