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Laplace Transformsتحویلات لابلاس 2.6
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0 0
0

( ) ( ) ( ( ) )( ( ) ) )sv sxF s G s f v e dv g x e dx
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)30.2.6(مثال 
ttfttgكانت إذا sin)(,cos)(  جد)})({( tgfL 

:الحل 

1

1
}{sin)}({)(

2 


s
tLtfLsF  ،

1
}{cos)}({)(

2 


s

s
tLtgLsG

22 )1(
)()()})({(




s

s
sGsFtgfL

)31.2.6(مثال 
{جد 

)2(

1
{

2
1




ss
L

: ل الح

22
11 1

)(}
1

{)}({)(
s

sFt
s

LsFLtf  

2

1
)(}

2

1
{)}({)( 211





 

s
sGe

s
LsGLtg t

1 1 2( ) 2
2 0 0

1 1 1 1
{ } { ( ) ( )} ( * )( ) ( ) ( )

( 2) 4 2 4

t t t v tL L F s G s f g t f v g t v dv v e dv e t
s s

         
  

)32.2.6(مثال 
الآتیةجد كل من المعادلات التكاملیة 

(1)2

0
( ) 2 sinh 2 ( )

t
f t t v f t v dv  )2 (2

0
( ) ( )

t tf v f t v dv t e  
:الحل 

)1  (
4

2
}2{sinh)(,2sinh)(,))((2)(

2
2




s
tLsGttgtfgttf

)})({(2}{)}({ 2 tfgLtLtfL 

)()(2
2

)(
3

sFsG
s

sF 
3

2
( )[1 2 ( )]F s G s

s
  

2 3

4 2
( )[1 ]

4
F s

s s
  


2

2 3

2
( )

4

s
F s

s s
 



535

2 82)4(2
)(

sss

s
sF 




42
5

1
3

11

3

1
}

8
{}

2
{)}({)( tt

s
L

s
LsfLtf  

)2 (2

0
( ) ( )

t tf v f t v dv t e  
}{)})({( 2 tetLtffL 

3)1(

2
)()(




s
sfsF ،

2/3)1(

2
)(




s
sF

1 1 1 1/2
3/2 3/2

2 1 2 2
( ) { ( )} { } 2 { }

( 1)
t tf t L f s L e L t e

s s 
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Applications of Laplace Transformتطبیقات على تحویل لابلاس3.6
لتحویلات لابلاس تطبیقات كثیرة منھا حل المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات المعاملات الثابتة والتي سوف 

یعرف .قات الجزئیةطریقة الحل یتطلب معرفة تحویلات لابلاس للمشتإلىوقبل التطرق . نتطرق لھا في ھذا البند 
),(تحویل لابلاس للدالة  txu الأتيبالشكل:-

0
{ ( , )} ( , ) ( , ), 0stL u x t e u x t dt v x s s

   
)1.3.6(مبرھنة 

)1 ()0,(),(}{ xusxvsuL t )2 ()0,()0,(),(}{ 2 xuxussxvsuL ttt 

)3 (),(}{ sxv
dx

d
uL x )4 (),(}{

2

2

sxv
dx

d
uL xx 

: رھان الب
)1(

0 00
{ } ( , ) ( , ) | ( , ) ( ,0) { ( , )} ( , ) ( ,0)st st st

t tL u e u x t dt e u x t s e u x t dt u x s L u x t s v x s u x
           

)2(
2

0 00
{ } ( , ) ( , ) | ( , ) ( ,0) { } ( , ) ( ,0) ( ,0)st st st

tt tt t t t t tL u e u x t dt e u x t s e u x t dt u x s L u s v x s s u x u x
           

)3 (

0 0
{ } ( , ) ( , ) ( , )st st

x x

d d
L u e u x t dt e u x t dt v x s

dx dx

     
2 2

2 20 0
{ } ( , ) ( , ) ( , )st st

xx xx

d d
L u e u x t dt e u x t dt v x s

dx dx

     
) 2.3.6(مثال 

3حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  , 0, 0t xu u x t   2وفقا للشروط 6( ,0 , (0, )x tu x e u t e  

: الحل
}{3}{ xx uLuL 

( , )
( , ) ( ,0) 3

d v x s
s v x s u x

dx
  

2 ( , )
( , ) 3x d v x s

s v x s e
dx

  21

3
xdv

sv e
dx

   

وحلھا العام ھو.الأولىوھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة 
sx

x esce
s

sxv 3

1
2 )(

6

1
),( 


 حیث)(sc دالة

اختیاریة
)},({),( txuLsxv 

6

1
}{)},0({),0( 6


 

s
eLtuLsv t

1 1 1
( ) 0 ( ) (0, ) ( )

6 6 6
c s c s v s c s

s s s
       

  
21

( , )
6

xv x s e
s
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1 1 2 2 1 2 6 2 61 1
( , ) { ( , )} { } { }

6 6
x x x t x tu x t L v x s L e e L e e e

s s
            

 
)3.3.6(مثال 

4حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  8 , 0, 0x tu u t x t     2اوفقا للشروط( ,0) 0, (0, ) 2u x u t t 

: الحل
}8{}4{ tLuuL tx { } 4 { } 8 { }x tL u L u L t   

2

( , ) 8
4 ( , ) 4 ( ,0)

dv x s
sv x s u x

dx s
    

2

8
4

dv
sv

dx s
   

وحلھا العام ھو .الأولىوھذه معادلة تفاضلیة عادیة خطیة من الرتبة 
3

4 2
)(),(

s
escsxv sx  حیث)(scدالة اختیاریة

)},({),( txuLsxv 

33
2 42

2}2{)},0({),0(
ss

tLtuLsv 

3 3 3 3

6 4 2 2
( ) ( ) (0, ) ( )c s c s v s c s

s s s s
       4

3 3

6 2
( , ) sxv x s e

s s
  

1 1 4 1 4 2 2
3 3 3 3

6 2 1 1
( , ) { ( , )} { } 6 { } 2 { } 3( 3 ) ( 4 )sx sxu x t L v x s L e L e L t x u t x t

s s s s
            

2
2 2

2 2

0, 0 4 , 0 4
( , ) 3( 4 )

1, 4 3( 4 ) , 4

t x t t x
u x t t t x

t x t x t t x

     
         

)4.3.6(مثال 
4حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  , 0 3, 0t xxu u x t    الآتیةوفقا للشروط

( ,0) 10 sin 2 6 sin 4 , (0, ) 0, (3, ) 0u x x x u t u t    
: الحل

}4{}{ xxt uLuL 
2

2

( , )
( , ) ( ,0) 4

d v x s
s v x s u x

dx
  

2

2
10 sin 2 6 sin 4 4

d v
sv x x

dx
    

2

2

1 1
(6 sin 4 10 sin 2 )

4 4

d v
sv x x

dx
    

وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة الثانیة وحلھا العام ھو 

22
2

1

2
2

1

1 64

4sin6

16

2sin10
)()(),(













s

x

s

x
escescsxv

xsxs
),()(حیث  21 scscدوال اختیاریة

)},({),( txuLsxv 
0}0{)},0({),0(  LtuLsv
0}0{)},3({),3(  LtuLsv

1 2 1 2( ) ( ) 0 (0, ) ( ) ( ) (1)c s c s v s c s c s     
3 3 3 3

2 2 2 2
1 2 1 2( ) ( ) 0 (3, ) ( ) ( ) (2)

s s s s
c s e c s e v s c s e c s e

 
    

)()(0نحصل على  أنیا) 2(، ) 1(بحل المعادلتین  21  scsc
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22 64

4sin6

16

2sin10
),(













s

x

s

x
sxv

}
64

4sin6

16

2sin10
{)},({),(

22
11











 

s

x

s

x
LsxvLtxu

2 21 1 16 64
2 2

1 1
( , ) 10 sin 2 { } 6 sin 4 { } 10 (sin 2 ) 6 (sin 4 )

16 64
u x t x L x L x e x e

s s
    

 
      
 

)5.3.6(مثال 
,حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  0 1, 0tt xxu u x t   الآتیةوط وفقا للشر

( ,0) sin , ( ,0) sin , (0, ) 0, (1, ) 0tu x x u t x u t u t     

: الحل 

}{}{ xxtt uLuL 
2

2
2

( , )
( , ) ( ,0) ( ,0)

d v x s
s v x s s u x u x

dx
   

2
2

2

( , )
( , ) sin sin

d v x s
s v x s s x x

dx
    

2
2

2
(1 ) sin

d v
s v s x

dx
   

وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة الثانیة وحلھا العام ھو 

2221

sin)1(
)()(),(







 

s

xs
escescsxv sxsx

)},({),( txuLsxv 
0}0{)},0({),0(  LtuLsv

0}0{)},1({),1(  LtuLsv

1 2 1 2(0, ) ( ) ( ) (1) ( ) ( ) 0v s c s c s c s c s     

1 2 1 2( ) ( ) 0 (1, ) ( ) ( ) (2)s s s sc s e c s e v t c s e c s e      

)()(0نحصل على أنیا) 2(، ) 1(بحل المعادلتین  21  scsc

22

sin)1(
),(








s

xs
sxv

}
1

{sin}
sin)1(

{)},({),(
22

1
22

11














 

s

s
Lx

s

xs
LsxvLtxu

)sin
1

(cossin),( ttxtxu 


 

)6.3.6(مثال 
4فاضلیة الجزئیة حل المعادلة الت , 0, 0tt xxu u x t   الآتیةوفقا للشروط),(lim txu

x 
موجود 

( ,0) 0, ( ,0) 2, (0, ) sin , (1, ) 0t tu x u x u t t u t   

: الحل

}4{}{ xxtt uLuL 
2

2
2

( , )
( , ) ( ,0) ( ,0) 4t

d v x s
s v x s s u x u x

dx
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2
2

2
0 2 4

d v
s v

dx
   

2
2

2

1 1

4 2

d v
s v

dx
   وحلھا .ن الرتبة الثانیةوھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة م

العام ھو 
2

2

1

2
2

1

1

2
)()(),(

s
escescsxv

sxsx



1حیث  2( ), ( )c s c sدوال اختیاریة

lim),(بما ان  txu
x 

موجود 


),(lim txv
x

)1موجود ) 0c s  
1

2
2 2

2
( , ) ( )

sx
v x s c s e

s


  

)},({),( txuLsxv 

1

1
}{sin)},0({),0(

2 


s
tLtuLsv

2 2 22 2 2 2 2

1 2 2 1 2
( ) ( ) (0, ) ( ) (1)

1 1
c s c s v s c s

s s s s s
        
 

2
2

1

22

2
)

2

1

1
(),(

s
e

ss
sxv

sx







}
2

}
1

1

1
{)},({),(

2
2

1

22
11

s
e

ss
LsxvLtxu

sx







)
2

1
()]

2

1
sin()

2

1
[(2),( xtuxtxtttxu 

1
0, 0

1 1 2( , ) 2 [( ) sin( )]
12 2

1,
2

t x
u x t t t x t x

t x

       
 


1
2 , 0

2( , )
1 1 1

3 sin( ),
2 2 2

t t x
u x t

t x t x t x
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Fourier Transformsتحویلات فوریر 4.6
)1.4.6(تعریف 

),(دالة معرفة في الفترة fلتكن   تحویل فوریر للدالةf یرمز لھ بالرمز{ ( )}f x كالأتيویعرف
1

{ ( )} ( ) ( ) (1)
2

i pxf x e f x dx F p


 


   

)نلاحظ ان تحویل فوریر ھو حالة خاصة من التحویلات التكاملیة عندما .بشرط ان یكون التكامل متقاربا , )
2

i pxe
k p x







)والدالة معرفة في الفترة  , ) . بما ان)}({)( 1 pFxf 

1 1
( ) { ( )} ( ) (2)

2
i pxf x F p e F p dp






    

اخذ ھنا یساویان للمقدار ) 2(، ) 1(ان المقدارین الثابتین اللذین یسبقان علامة التكامل في كل من المعادلتین 
2

1 .

مختلفین عن الصفر مادام حاصل ضربھما ھوآخرینمن الممكن ان یكونان ثابتین لكن ھذان الثابتان
2

1.

)2.4.6(مثال 
,0جد تحویل فوریر للدالة  0

( )
, 0x

x
f x

e x


  

: الحل
0 (1 )

20

1 1 1 1 1
( ) ( ) (0)

2 2 2 2 2 ( 1)

i px i px i px x i p x i p
F p e f x dx e dx e e dx e dx

p    

       

  


    


   

)3.4.6(مثال 

اوجد تحویل فوریر للدالة 
1,

( ) 0.5,

0,

x a

f x x a

x a

 
 
 

sin(1)م اوجد ث،  cospa px
dp

p



)2 (
0

sin p
dp

p





: لحلا
1 1 2 sin

( ) ( ) (1) , 0
2 2

ai px i px

a

pa
F p e f x dx e dx p

p 

  

 
    

1بما ان     
( ) ( )

2
i pxf x e F p dp






 

1 2 sin 1 sin 1 sin cos sin sin
( ) (cos sin )

2
ipx pa pa pa px i pa px

f x e dp px i px dp dp dp
p p p p   

   

   
       

1ولكن  sin cos
0

pa px
dp

p




 لان

p

pxpa sinsin1دالة فردیة sin cos
( )

pa px
f x dp

p
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بما ان
, 1,

sin cos
0.5 , ( ) 0.5,

0, 0,

x a x a
pa px

dp x a f x x a
p

x a x a








   
      
   



0,1ضع   xa
0 0

sin sin cos(0)
2

2

p p
dp dp

p p




 
    

)4.4.6(مبرھنة 
)دالة معرفة في الفترة fلتكن  , ) 

زوجیة فانfكانت الدالة إذا) 1(

) ا(
0

2
( ) ( )cosF p f x px dx




 )ب  (

0

2
( ) ( )cosf x F p px dp




 

فردیة فانfكانت الدالة إذا) 2(

)  أ(
0

2
( ) ( )sinf x F p px dp




 )ب  (

0

2
( ) ( )sinF p f x px dx




 

: البرھان
)                                                                         أ)(1(

1 1
( ) ( ) ( ) cos ( ) sin

2 2 2
i px i

F p e f x dx f x px dx f x pxdx
  

  

  
    

pxxfالدالة زوجیة fبما ان الدالة  sin)( فردیة والدالةpxxf cos)( زوجیة وبھذه الحالة یكون

0
( ) cos 2 ( ) cos , ( ) sin 0f x px dx f x px dx f x px dx

  

 
   

0 0

1 2
( ) (2) ( ) cos ( ) cos

2
F p f x px dx f x px dx



 
  

0 0

2 2
( ) ( ) cos( ) ( ) cos ( )F p f x px dx f x px dx F p

 

 
     

 الدالةF زوجیة فيp
1 1

( ) ( ) [cos sin ] ( )
2 2

i pxf x e F p dp px i px F x dp
 

 

 
   

0

1 2
( ) ( ) cos ( ) sin ( ) cos

2 2

i
f x F p px dp F p px dp F p px dp

 

  

 
    

.یترك للقارئ) 2(برھان 
)5.4.6(مثال 

,1اوجد تحویل فوریر للدالة 1
( )

0, 1

x
f x

x

   
: الحل
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زوجیةfبما ان الدالة 
11

0 0 1 0

2 2 2 1 2 sin
( ) ( ) cos [ (1) cos (0) cos ] { sin | }

p
F p f x px dx px dx px dx px

p p   

 
      

)6.4.6(تعریف 
),(دالة معرفة في الفترةfلتكن  فھنالك حالتین بسیطتین لتحویلات فوریر للدالةf ھما

)(یرمز لھ بالرمز fلة تحویل فوریر للجیب للدا) 1( pFs كالأتيویعرف

0

2
( ) ( ) sinsF p f x px dx




 

كالأتيومعكوس تحویل فوریر للجیب یكون . فردیة بأنھاقد اتصفت fوھذا یعني ان الدالة 

0

2
( ) ( ) sinsf x F p px dx




 

)(یرمز لھ بالرمز fمام  للدالة تحویل فوریر للجیب ت) 2( pFc كالأتيویعرف

0

2
( ) ( ) coscF p f x px dx




 

كالأتيومعكوس تحویل فوریر للجیب تمام یكون . زوجیة بأنھاقد اتصفت fوھذا یعني ان الدالة 

0

2
( ) ( ) coscf x F p px dp




 

)7.4.6(مثال 
,1اوجد تحویل فوریر للجیب وللجیب تمام للدالة  0 1

( )
0, 1

x
f x

x

 
  

: الحل
11

0 0 1 0

2 2 2 1 2 1 cos
( ) ( ) sin [ (1) sin (0) sin ] [ cos | ]s

p
F p f x px dx px dx px dx px

p p   

  
       

1

0 0 1

2 2 2 2 sin
( ) ( ) cos [ (1)cos (0)cos ] sinc

p
F p f x x dx px dx px dx px

p   

 
     

)8.4.6(مثال 
من المعادلة التكاملیةfجد الدالة 

0

1 , 0 1
( ) cos

0, 1

p p
f x px dx

p

   
  

 برھن على ان  ، ثم
2

0

sin

2

y
dy

y




: الحل

بما ان 
0

2
( ) ( ) coscF p f x px dx




 

21 , 0 12 (1 ), 0 1
( )

0, 1
0, 1

c

p p p p
F p

p
p





          

بما ان 
0

2
( ) ( ) coscf x F p px dp
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11

2 20 1 0

2 2 2 2 sin cos 2(1 cos )
( ) [ (1 ) cos (0) cos ] [ {(1 ) |}]

px px x
f x p px dp px dp p

x x x    

 
       

بما ان 
0

1 , 0 1
( ) cos

0, 1

p p
f x px dx

p

   
  

20

1 , 0 12(1 cos )
cos

0, 1

p px
px dx

px

   
  



0pعندما      نحصل على ،
20

2(1 cos )
1

x
dx

x

 
 20

1 cos

2

x
dx

x

 
 

بما ان     
2

sin2cos1 2 x
x 

2

20

2sin
2

2

x

dx
x


 

افرض 
2

22
y

yyxdydx 
2

20

2sin
2

4 2

y
dy

y


 

2

20

sin

2

y
dy

y


 

)9.4.6(تعریف 
gfلتكن كل من  gfان الالتفاف للدالتین على الفترة , gfیرمز لھ بالرمز ,  كالأتي ویعرف

1
( )( ) ( ) ( )

2
f g x f v g x v dv






  

)10.4.6(مثال
xxfexgكانت إذا x   )(,)(

)*)((,)*)((جد 2 xgfxfg

: الحل
2 2( ) ( )1 1 1

( * )( ) ( ) ( )
2 2 2

x v v xf g x f v g x v dv v e dv v e dv
  

     

  
     

yxvyxvdydvافرض  
21

( * )( ) ( )
2 2

y x
f g x x y e dy



 


   

21وكذلك 1
( * )( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
v x

g f x g v f x v dv e x v dv
 

  

 
     

خصائص الالتفاف)11.4.6(مبرھنة 
hgfكانت كل من إذا دالة فان ,,

(1)fggf **   (2)hgfhgf *)*()*(* )3 (hfgfhgf **)(* 
: البرھان

1بما ان 
( )( ) ( ) ( )

2
f g x f v g x v dv






  

vرض اف x u 
1 1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( * ) ( )
2 2

f g x f x u g u du g u f x u du g f x
 

 

 
     

.واجب3، 2برھان 
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)نظریة الالتفاف)  (12.4.6(مبرھنة 
كانإذا أخرىبعبارة . تحویل فوریر لالتفاف دالتین یساوي حاصل ضرب تحویل فوریر لھما 

{ ( )} ( ), { ( )} ( )f x F p g x G p   فان)()()}({)}({)})(*{( pGpFxgxfxgf 
: البرھان

1
{( * )( )} ( * )( )

2
ipxf g x e f g x dx



 


  

1 1 1 1
{( * )( )} [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )[ ( ) ] ]

2 22 2
ipx ipx ipxf g x e f v g x v dx e f v g x v dv dx f v e g x v dx dv dv

  

       

     
           

tvxافرض  

( )1 1 1
{( * )( )} ( )[ ( ) ] [ ( ) ][ ( ) ] ]

2 2 2
ip t v ipv iptf g x f v e g t dt dv f v e dv g t e dt

  


      

   


      
{( * )( ) { ( )} { ( )} ( ) ( )f g x f x g x F p G p     

)13.4.6(مثال 
حل المعادلة التكاملیة 

2 2

( ) 1

( ) 1 4

f v
dv

x v x






  
: الحل

افرض  
2 4

1 1
( ) , ( )

1 4
g x h x

x x
 

 

دالة زوجیةgبما ان  
20 0

2 2 cos 2
( ) ( ) cos

1
ppx

G p g x px dx dx e
x  

     
 

2دالة زوجیةxh)(وكذلك 
20 0

2 2 cos 1 2
( ) ( ) cos

4 2
ppx

H p h x px dx dx e
x  

     
 

بما ان 
2 2

( ) 1

( ) 1 4

f v
dv

x v x






  2 ( * )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x h x f v g x v dv h x



   

)}({)})(*(2{)()()(2 xhxgfpHpGpF  

p

p

p

e

e

e

pG

pH
pF 










 22

1

2
2

22

1

)(2

)(
)(

2

)1(2

1
cos

22

12
cos)(

2
)(

2
00 x

dppxedppxpFxf p


 








متطابقات بارسیفال)14.4.6(مبرھنة 
F,كانت إذا) 1( G ھي تحویلات فوریر للدوال,f g على الترتیب فان

( ) ( ) ( ) ( )F p G P dp f x g x dx
 

 
  حیث)(,)( xgxGللدوال افقة ھي الدوال المرgG,على الترتیب

ssكانت إذا) 2( FG على الترتیب فان,fgي تحویلات فوریر للجیب للدوال ھ,
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) أ(
0 0

( ) ( ) ( ) ( )s sF p G P dp f x g x dx
 

 )2) ب 2

0 0
[ ( )] [ ( )]sF p dp F x dx
 

 
ccكانت إذا) 3( FG على الترتیب فان,fgھي تحویلات فوریر للجیب تمام للدوال ,

) أ(
0 0

( ) ( ) ( ) ( )c cF p G P dp f x g x dx
 

 )2) ب 2

0 0
[ ( )] [ ( )]cF p dp F x dx
 

 
واجب -:البرھان
)15.4.6(مثال 

)اوجد تحویل فوریر للجیب وللجیب تمام للدالة  ) , 0xf x e x    ثم برھن على

(1)
2

2 20 (1 ) 4

p
dp

p




   (2)
2 20

1

(1 ) 4
dp

p





:الحل

20 0

2 2 2
( ) ( ) sin sin

1
x

s

p
F p f x px dx e px dx

p  

    
 

20 0

2 2 2 1
( ) ( ) cos cos

1
x

cF p f x px dx e px dx
p  

    
 

2بما ان  2

0 0
[ ( )] [ ( )]sF p dp F x dx
 

 
2

2
2 20 0

2

(1 )
xp

dp e dx
p

   
 

2 2
2

2 2 2 20 0 0

2 1 1
|

(1 ) 4 (1 ) 2 2
xp p

dp dp e
p p




       
  

2بما ان 2

0 0
0

[ ( )] [ ( )]cF p dp f x dx


 
   2

2 2 2 20 0 0

1 2 1

(1 ) 4 (1 )
xdp dp e dx

p p
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Applications of Fourier Transformتطبیقات على تحویلات فوریر    5.6
سنتطرق في ھذا البند . حویلات فوریر ھي حل المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة التطبیقات على تأھمان من 

لحل المعادلات التفاضلیة الخطیة ذات المعادلات الثابتة باستخدام تحویلات فوریر في نصف المدى وقبل التطرق 
.طریقة الحل یتطلب معرفة تحویلات فوریر في نصف المدى للمشتقات الجزئیةإلى

0,),(ف تحویل فوریر للجیب للدالة یعر) 1( yxux  الأتيبالشكل

0

2
{ ( , )} ( , ) sin ( , ), 0 , 0s su x y u x y px dx v p y p y




        

),(وان الدالة  yxu ھي معكوس تحویل فوریر للجیب للدالة),( ypvs كالأتيوتعرف
1

0

2
{ ( , )} ( , ) sin ( , ), 0 , 0s s sv p y v p y px dx u x y x y



        
),(لة یعرف تحویل فوریر للجیب تمام للدا)  2( yxu الأتيبالشكل

0

2
{ ( , )} ( , ) cos ( , )c cu x y u x y px dx v p y




  

),(وان الدالة yxu ھي معكوس تحویل فوریر للجیب تمام للدالة),( ypvc كالأتيوتعرف
1

0

2
{ ( , )} ( , ) cos ( , ), 0 , 0c c cv p y v p y px dx u x y x y



        
)1.5.6(مبرھنة 

lim),(0كان إذا) 1( 


yxu
x

فان 

}{),()ا( ypvpu cxs )0,() ب(
2

),(}{ yuypvpu sxc 


lim),(0كان إذا) 2( 


yxu
x

 ،0),(lim 


yxux
x

فان 

)0,(),() ا(
2

}{ 2 ypvpyupu sxxs 


)0,() ب(
2

),(}{ 2 yuypvpu xcxxs 


)ا() 3(
dy

ypvd
u s

ys

),(
}{ )ب (

dy

ypvd
u c

yc

),(
}{ 

)ا()4(
2

2 ),(
}{

dy

ypvd
u s

yys )ب (
2

2 ),(
}{

dy

ypvd
u c

yyc 

: البرھان
) ا)  (1(

0 00

2 2
{ } ( , ) sin { ( , )sin | ( , ) cos }s x xu u x y px dx u x y px p u x y px dx

 

 
    

lim),(0بما ان 


yxu
x0

2 2
{ } {0 0} ( , ) cos 0 { ( , )} ( , )x c cu p u x y px dx p u x y p v p y

 


         

) ب(
0 0 0

2 2
{ } ( , ) cos { ( , ) cos | ( , ) sin }c x xu u x y px dx u x y px p u x y px dx

 


    



218ر 
Partial Differential Equationsالمعادلات التفاضلیة الجزئیة 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

160

0

2 2 2 2
{ } {0 (0, )} ( , ) sin (0, ) { ( , )} ( , ) (0, )c x s su u y p u x y px dx u y p u x y p v p y u y

   


         

) ا)  (2(

0 00

2 2
{ } ( , ) sin { ( , )sin | ( , ) cos }s xx xx x xu u x y px dx u x y px p u x y px dx

 

 
    

2 2

0

2 2 2 2
{ } {0 0} ( , ) cos 0 { } ( , ) (0, ) (0, ) ( , )s xx x c x s su p u x y px dx p u p v p y pu y pu y p v p y

   


          

بما ان)ب(
0

2
{ } ( , ) cosc xx xxu u x y px dx




  

0 00

2 2 2
{ } { ( , )cos | ( , ) sin } {0 (0, )} ( , ) sinc xx x x x xu u x y px p u x y px dx u y p u x y px dx

  

  
      

.واجب ) 4(، ) 3(برھان
ملاحظة 

تستخدم تحویلات فوریر للجیب في حل المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة من الرتبة الثانیة ذات المعاملات الثابتة 
)0,(عندما یكون  yu0,(معلوم و( yux 0,(غیر معلوم بینما تستخدم تحویلات فوریر للجیب تمام عندما تكون( yu

)0,(غیر معلوم و  yuxمعلوم.
)2.5.6(مثال 

,حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  0 , 0y xxu u x y      لاتیة وفقا للشروط ا
(0, ) 1, ( ,0) 0, lim ( , ) 0, lim ( , ) 0x

x x
u y u x u x y u x y

 
   

: الحل
)0,(بما ان  yu ، 0,(معلوم( yuxغیر معلوم

اذن نستخدم تحویل فوریر للجیب 
}{}{ xxsys uu 

),(),0(
2),( 2 ypvpyup

dy

ypvd
s

s 


2 2s
s

d v
p v p

dy 
 

pyبة الاولى وحلھا العام ھو وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرت
s epc

p
ypv  )(

21
),(


)(حیث  pc

دالة اختیاریة
),0(0بما ان  xu

)},({),( yxuypv ss 
0}0{)}0,({)0,(  sss xupv

)(
21

)0,(0)(
2121

)( pc
p

pvpc
pp

pc s 
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yp
s e

pp
ypv

22121
),( 



2 2

0 0 0

2 2 1 2 2 1
( , ) ( , ) sin (1 ) sin (1 ) sinp y p y

su x y v p y px dp e px dp e px dp
p p   

          
)3.5.6(مثال 

,ل المعادلة التفاضلیة الجزئیة ح 0 , 0y xxu u x y       الآتیةوفقا للشروط
, 0 1

lim ( ,0) 0, (0, ) 0, lim ( , ) 0, ( ,0)
0, 1x x

x x

x x
u x u y u x y u x

x 

 
     

: الحل
)0,(بما ان  yu ، 0,(معلوم( yuxغیر معلوم

نستخدم تحویل فوریر للجیب تمام إذن
}{}{ xxcyc uu 

),0(
2

),(
),( 2 yuypvp

dy

ypvd
xc

c




2 0c
c

d v
p v

dy
 

ypوحلھا العام ھو الأولىوھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة 
c epcypv

2

)(),(  حیث)( pcدالة اختیاریة

,بما ان  0 1
( ,0)

0, 1

x x
u x

x

 
  

)},({),( yxuypv cc 
)}0,({)0,( xupv cc 

1

20 0

2 2 2 sin cos 1
( ,0) ( ,0) cos cosc

p p p
v p u x px dx x px dx

p  

  
   

)()0,(
1cossin2

)(
2

pcpv
p

ppp
pc c 






yp
c e

p

ppp
ypv

2

2

1cossin2
),( 




2 2

2 20 0 0

2 2 2 sin cos 1 2 sin cos 1
( , ) ( , ) cos cos cosp y p y

c

p p p p p p
u x y v p y px dp e px dp e px dp

p p   

      
    

)4.5.6(مثال 
,0حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة  0 , 0xx yyu u x y        وان الآتیةوفقا للشروط

( ,0) 0, (0, ) , lim ( , ) 0, lim ( , ) 0, lim ( , ) 0y
x x

x y x
u x u y e u x y u x y u x y

  
    

:الحل
)0,(بما ان  yu0,(معلوم ، غیر( yuxمعلوم
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نستخدم تحویل فوریر للجیب تمامإذن
}0{}{  yyxxc uu

}0{}{}{  yycxxc uu

0
),(

),0(
2

),(
2

2 
dy

ypvd
yuypvp c

xc 

0
2

2

2
2  

dy

vd
evp y



yevp
dy

vd 

22

2

2

یة وحلھا العام ھو وھذه معادلة تفاضلیة خطیة عادیة من الرتبة الثان

)
1

1
(

2
)()(),(

221
ypypy

c e
p

epcepcypv 





1حیث  2( ), ( )c p c pدوال اختیاریة

)},({),( yxuypv cc 

lim),(lim0),(0بما ان  


yxuypv
y

c
y

1( ) 0c p  

)
1

1
(

2
)(),(

22
ypy

c e
p

epcypv 






),0(0بما ان  xu

)},({),( yxuypv cc 
0}0{)}0,({)0,(  xupv cc

2 22 2

2 1 2 1
0 ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( )

1 1cc p v p c p
p p 

     
 2 2

2 1
( ) ( )

1
c p

p
 



2 2 2

2 1 2 1 2 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
py y py y

cv p y e e e e
p p p  

      
  

0 0

2 2 2 1
( , ) ( , ) cos ( ) ( ) cos

1
py y

cu x y v p y px dp e e px dp
p  

 
  

 


 





0

2
cos

1

2
),( dppx

p

ee
yxu

ypy



)6(تمارین
:الآتیةاوجد تحویل لابلاس لكل من الدوال 

1.6)3sin()(  ttf2.6tttf 3sin2sin)( 3.6tttf 4cos5cos)( 

4.6
2

0, 0 1
( )

( 1) , 1

t
f t

t t

 
   

5.61, 0 2
( )

6, 2

t t
f t

t

  
  

6.6sin , 0
( )

,

t t
f t

t t
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7.6tettf t cos)( 28.6
t

e
tf

t 1
)(


9.6

2

cos1
)(

t

t
tf




10.62

0
( ) sin

t tf t t e t dt 11.63

0
( ) cos 4

ttf t e t t dt 
}){()(كان إذا sFtfL  برھن على

12.6
0

( )
{ ( ) }

tat ax F s
L e e f x dx

s a


13.6)(
1

)}({
a

s
F

a
atfL 

14.6
0

1
{ ( ) } ( ) ( )

t a

a
L f x dx F s f x dx

s
  15.6)()}({ bsaFa

a

t
feL a

bt




الآتیةلھا تحویلات لابلاس المعطاة في التمارین جد الدوال التي
16.6

22 )5(

5
)(




ss
sF17.6

1

1
)(

4 


s
sF18.6

294

1
)(

2 


ss
sF

19.6
22 )1(

1
)(




s
sF20.6

13

3
)(

2

2






s

e
sF

s

21.6
3

3

)1(
)(






s

e
sF

s

22.6)
2

3
ln()(




s

s
sF

23.6
)3(

1
)(

2





ss

s
sF24.6

2
1 2

tan)(
s

sF 25.6)1(cot)( 1   ssF

الآتیةحل كل من المعادلات التكاملیة 
26.6

0
( ) 1 ( ) cos( )

t
f t f v t v dv  27.6

0
( ) ( ) 2 3

t vf t e f t v dv t   
28.62

0
( ) 6 4 ( ) ( )

t
f t t f v t v dv  29.62

0
( ) 8 3 ( )sin( )

t
f t t f v t v dv  

30.62

0
( ) 9 2 ( ) cos

ttf t e f t v v dv  
كل منھا إزاءجد حلا لكل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة وفقا للشروط المذكورة 

31.64 3 62 , 0, 0, ( ,0) 10 6 , (0, ) 10 6x x t t
t xu u u x t u x e e u t e e          

32.624 8 0, 0 , 0, ( ,0) , (0, ) 2x tu u t x t u x x u t t      

33.632 4 , 0 , 0, ( ,0) 0, (0, ) 2x tu u t x t u x u t t     

34.632 4 , 0 , 0, ( ,0) 2 , (0, ) 2x tu u t x t u x x u t t     

35.6, 0 2 , 0, ( ,0) 4cos 2cos3 , (0, ) 0, (2, ) 0t xx x xu u x t u x x x u t u t        

36.63 9
, 0 , 0, ( ,0) 8cos 6cos , (0, ) 0, (2, ) 0

4 4t xx x

x x
u u x t u x u t u t

 
      

37.6, 0 1 , 0, ( ,0) 1 sin , (0, ) 1, (1, ) 1t xxu u x t u x x u t u t       

38.64 , 0 5 , 0, ( ,0) 0, ( ,0) 5sin , (0, ) 0, (5, ) 0tt xx tu u x t u x u x x u t u t       

39.6),(lim txu
x 

216، موجود , 0 , 0, ( ,0) 0, ( ,0) 1, (0, )xx tt tu u x t u x u x u t t      

40.6),(lim txu
x 

16، موجود , 0 , 0, ( ,0), ( ,0) 2, (0, )xx tt tu u x t u x u x u t t     

:الآتیةاوجد تحویل فوریر لكل من الدوال 41.6
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)1 (  xexf x2

)()2  (, 0
( )

, 0

x

x

e x
f x

e x





 
 
 

)3  (
21 , | | 1

( )
0, | | 1

x x
f x

x

  
 


)4  (0.25, | | 2

( )
0, | | 2

x
f x

x


  

:لآتیةااوجد تحویل فوریر للجیب وللجیب تمام لكل من الدوال 42.6

)1 (1 , 0 1
( )

0, 1

x x
f x

x

  
  

)2 (( ) , 0nxf x e x   حیثnعدد ثابت موجب

برھن على ان)  جـ-أ(في التمرین fباستخدام تحویل فوریر للدالة 43.6

)1  (
30

cos sin 3
cos

2 16

x x x x
dx

x

 
)2 (

2

60

( cos sin )

15

x x x
dx

x

 


برھن ان ) 2.5.6(في المثال fباستخدام تحویل فوریر للجیب وللجیب تمام للدالة 44.6

)1 (
0

1 cos
( )

2

x
dx

x

 
)2 (

4

20

sin

2

x
dx

x




برھن على ان ) ب-42(ي التمرین فfباستخدام تحویل فوریر للجیب تمام للدالة45.6

2 20

cos
, 0

2
nxpx

dp e x
p n

  


)()1|(|)1|(|باستخدام تحویل فوریر للجیب للدالة 46.6 xuxxf  حیثu ھي دالة الخطوة الواحدة برھن
على ان 

)1 (2

0

sin
( )

2

x
dx

x


)2 (3

0

sin 3
( )

8

x
dx

x


)3 (4

0

sin
( )

3

x
dx

x




:الآتیةحل كل من المعادلات التكاملیة 47.6

)1  (
0

1 , 0 1
( )sin

0, 1

p p
f x px dx

p

   
  

)2   (
0

1, 0 1

( )sin 2, 1 1

0, 2

p

f x px dx p

p


 

  
 



كل منھاإزاءوفقا للشروط المذكورة الآتیةجد حلا لكل من المعادلات التفاضلیة الجزئیة 
48.65 , 0 , 0, lim ( , ) 0 , lim ( , ) 0 , ( ,0) 0 , (0, ) y

y xx x
x x

u u u x y u x y u x y u x u y e 
 

       

49.6, 0 , 0, lim ( , ) 0, lim ( , ) 0y xx x
x x

u u x y u x y u x y
 

    

1, 0 1
( ,0) , (0, ) 0

0, 1 x

x
u x u y

x

 
  

50.6
2

16, 0 , 0, lim ( , ) 0, lim ( , ) 0, ( ,0) , (0, ) 0
x

y xx x
x x

u u x y u x y u x y u x x e u y


 
      

51.610 0, 0, 0, lim ( , ) 0, lim ( , ) 0, ( ,0) 0, (0, ) y
xx y x x

x x
u u u x y u x y u x y u x u y e

 
        

52.62 , 0 , 0, ( ,0) ( ,0) 0, (0, ) 1xx yyy y yu u u u x y u x u x u y       


