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Introductionمقدمة .1
الإحصاء بأنة الأسلوب العلمي الذي یختص بجمع البیانات والحقائق عن ظاھرة أو مجموعة ظواھر معینة          یعرف  

وتنظیم وتبویب ھذه البیانات والحقائق بما ی      
-:اتخاذ القرار المناسب على ضوءھا والإحصاء ینقسم إلى فرعین رئیسیین ھما

Descriptive Statisticsالإحصاء الوصفي ) 1(

.المؤشرات الإحصائیة الممكنة لھا 
Inferential Statisticsالإحصاء الاستدلالي ) 2(

Testing(واختبار الفرضیات ))Estimation(التقدیر(التخمین وھذا الفرع یختص بدراسة موضوعي
Hypotheses (

)1.1(تعریف
(Statistical Population)یعرف المجتمع الإحصائي 
. على أنھا مجموعة معینة یتم أخذھا من مفردات مجتمع الدراسة (Sample)صفات معینة و تعرف العینة 

وبشكل عام یمكن النظر إلى . لنظریة التخمین أھمیة كبیرة في تطبیقات النظریة الإحصائیة في الجوانب العملیة أن
ننظریة التخمین على إنھا جزئیی    

أنفي حین ) Point estimation(یسمى  التخمین بنقطة وھذا غالبا ما
، وسوف  ) Interval estimation(یمكن حصر قیمة المعلمة المجھولة خلالھا، وھذا غالبا ما یسمى التخمین بفترة

.یتم التطرق للجزء الأول في ھذا الفصل أما الجزء الثاني سوف یخصص لھ الفصل القادم
من خلال الحصر الشامل لكافة مفردات المجتمع الإحصائي كاملة )  أو معالم(لمعلمة ان عملیة حساب قیمة عددیة

اب تلك    .   ة حس ال ان مس إلا 
القیمة من خلال الحصر الشامل یبدو شبھ مستحیل لاعتبارات تتعلق بتكالیف الحص    

. المادیة والبشریة والزمن اللازم لذلك      
وعلى ضوء ما  . كاملة كونھ غیر محدود   

یضمن توفیرا في الوقت والجھد وا     
. المجتمعات غیر المحدودة

مجموعة معالم( ) أو 
غیر مساو لقیمة المعلمة الحقیقیة ) أو مجموعة مخمنات  (الحصول على تخمین    

 .

.       السحب من ذلك المجتمع
)2.1(تعریف

)المؤثر الإحصائي الذي تستخدم قیمتھ لتخمین  ) )حیث دالة إلى ( یسمى بالمخمن أو المقدر)Estimator  (
)إلى  ) .
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Point Estimation  التخمین بنقطة . 2
ھنالك عدة طرق لإیجاد المخمنات بنقطة  منھا طریقة العزوم ، طریقة الترجیح الأعظم ، طریقة التباین الأقل ،  

. طریقة المربعات الصغرى ، وسوف نتطرق فقط لطریقتي العزوم وطریقة الترجیح الأعظم

Methods of Momentsطریقة العزوم  
. م1894سنة ) Pearson(ق في إیجاد المخمنات وقد أوجدھا العالم بیرسون تعتبر ھذه الطریقة من أقدم الطر

: وتتلخص طریقة العزوم بالشكل الأتي 
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn1ةمن توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالی 2( ; , , , )kf x    حیث ان

1لمعلمات  ا 2, , , k   1معلومة ، نحصل على مخمنات المعلمات       رغی 2, , , k     بحل لك  لمعادلات   kوذ من ا
j jM   التي تحتوي علىk 1من المجاھیل وھي 2, , , k   حیث( )j

j E X   یمثل العزم الرائي للمجتمع

،1, 2, ,j k  وكذلك
1

1 n
j

j i
i

M X
n 

   ،

1, 2, ,j k  .
)1.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnبرنولي بالمعلمة من توزیعP . جد الخمن إلىP بطریقة العزوم

: الحل 
~إذا كان   ( )X b P فان( )E X P

1kوعلیة Pھذا التوزیع لدینا معلمة واحدة فقط وھي في  1فتكون لدینا معادلة واحدة وھي 1M  

1ولكن  ( )E X P    1وكذلك
1

1 n

i
i

M X X
n 

   وعلیھ مخمن المعلمةP  ھو معدل العینةX.

)2.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnبواسون بالمعلمة من توزیع . جد الخمن إلى العزوم بطریقة

: الحل 
~إذا كان   ( )X P  فان( )E X 

1kوعلیة في ھذا التوزیع لدینا معلمة واحدة فقط وھي   1فتكون لدینا معادلة واحدة وھي 1M  

1ولكن  ( )E X    1وكذلك
1

1 n

i
i

M X X
n 

   وعلیھ مخمن المعلمة  ھو معدل العینةX.

)3.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn الآسي بالمعلمة توزیعالمن . جد الخمن إلى بطریقة العزوم

: الحل 
~إذا كان   ( )X EX  فان( )E X 

1kوعلیة في ھذا التوزیع لدینا معلمة واحدة فقط وھي   1فتكون لدینا معادلة واحدة وھي 1M  

1ولكن  ( )E X    1وكذلك
1

1 n

i
i

M X X
n 

   وعلیھ مخمن المعلمة  ھو معدل العینةX.
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)4.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn 1من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة( ; ) , 0 1f x x x    .

بطریقة العزوم جد الخمن إلى 
:الحل 

1
1

0

1
( ) ( ) ( )E X xf x dx x x dx 









  

1kوعلیة التوزیع لدینا معلمة واحدة فقط وھي في ھذا   1فتكون لدینا معادلة واحدة وھي 1M  

1ولكن  ( )
1

E X



  


1وكذلك 

1

1 n

i
i

M X X
n 

   وعلیھ مخمن المعلمة  ھو
1

X

X
.

)5.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة( )( ; ) ,xf x e x     .

بطریقة العزوم جد الخمن إلى 
:ل الح

( )

0

( ) ( ) 1xE X xf x dx xe dx 
 

 



   
1kوعلیة في ھذا التوزیع لدینا معلمة واحدة فقط وھي   1فتكون لدینا معادلة واحدة وھي 1M  

1ولكن  ( ) 1E X     1وكذلك
1

1 n

i
i

M X X
n 

   وعلیھ مخمن المعلمة  1ھوX .

)6.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 2من التوزیع الطبیعي( , )N   .  2جد الخمن إلى كل من, 

بطریقة العزوم 
: الحل 

~2إذا كان   ( , )X N   2فان( ) , ( )E X Var X  
,2في ھذا التوزیع لدینا معلمتان ھیما   2وعلیةk  فتكون لدینا معادلتان  ھما

1 1 2 2(1) (2)M M      

1ولكن  ( )E X    1وكذلك
1

1 n

i
i

M X X
n 

   وعلیھ مخمن المعلمة  ھو معدل العینةX.

2فان  ) 2(أما المعادلة  2 2 2
2 ( ) ( ) ( ( ))E X Var X E X        2وكذلك

2
1

1 n

i
i

M X
n 

   وعلیھ
^ ^

2 2 2

1

1 n

i
i

X
n

 


  2وعلیھ المخمن إلى  2ھو 2

1

1
( )

n

i
i

X X
n 


)7.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn من توزیع كاما بالمعلمات,  . جد الخمن إلىP بطریقة العزوم

: الحل 
~إذا كان  ( , )X   2فان( ) , ( )E X Var X  
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,في ھذا التوزیع لدینا معلمتان ھیما   2وعلیةk ا فتكون لدینا معادلتان  ھم
1 1 2 2(1) (2)M M      

1ولكن  ( )E X    1وكذلك
1

1 n

i
i

M X X
n 

    وعلیھ
^ ^

(1)X   

2فان  ) 2(أما المعادلة  2 2 2 2
2 ( ) ( ) ( ( ))E X Var X E X         2وكذلك

2
1

1 n

i
i

M X
n 

   وعلیھ
^ ^ ^^

2 2 2 2

1

1
(2)

n

i
i

X
n

   


  نحصل على  المخمن إلى ) 2(، )1(حل المعادلتین وب  ھو

2 2

1

1
( )

n

i
i

X X
n 

 والمخمن إلى  ھو
2 2

1

1
( )

n

i
i

X X
n

X




Methods of Maximum Likelihood طریقة الترجیح الأعظم 
.قبل التطرق لھذه الطریقة لابد من إعطاء تعریف  دالة الترجیح الأعظم . ھم طرق التخمینتعد طریقة الترجیح إحدى أ

) 8.2(تعریف 
1لتكن 2, , , nX X Xعشوائیة حجمھامتغیراتn الاحتمال المشتركةمن توزیع لھ دالة

~ ~
( ; )f x  حیث

1 2
~

( , , , )nx x x x  1وكذلك 2
~

( , , , )k    . دالة الترجیح)Likelihood function ( لھذه المتغیرات

یرمز لھل بالرمز 
~~

( ; )L x وتعرف كالأتي  :
~ ~~ ~

( ; ) ( ; )L x f x  دالة الترجیح ھي التوزیع المشترك أن، أي
1للمتغیرات العشوائیة  2, , , nX X X

1إذا كانت المتغیرات العشوائیة ) 1( 2, , , nX X X مستقلة  وكانت
~

( , )i if x  تمثل دالة الكثافة الاحتمالیة للمتغیر

1فان iXالعشوائي  1 2 2
~~ ~ ~ ~ ~

1

( ; ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

n n i i
i

L x f x f x f x f x    


    

1یرات العشوائیةإذا كانت المتغ)  2( 2, , , nX X X حجمھا عینة عشوائیةnةمن توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالی

~
( ; )f x  فان

~~ ~ ~ ~ ~
1

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
n

i

L x f x f x f x f x    


    

) 9.2(تعریف 
1لتكن 2, , , nX X Xجمھاعشوائیة حمتغیراتn الاحتمال المشتركةمن توزیع لھ دالة

~~
( ; )f x  حیث

1 2
~

( , , , )k     القیمة العظمى لدالة الترجیح  الأعظم . متجھ من المعلمات غیر معلومة القیمة
~~

( ; )L x یسمى

إلى ) Maximum Likelihood Estimator( مخمن الترجیح الأعظم 
~
 ویرمز لھ  بالرمز. .m e.

.وھذا یعني   .m e إلى
~
   حل المعادلات

^
~~

~ ~

( ; )
( | ) 0

i

L x
 




 


,1,2لكل  ,i k 
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ظة ــملاح
التفاضل أعلاه ، فانھ غابا ما یتم التعامل مع تبھدف السھولة  في إجراء عمالیا

~~
log ( ; )L xحیث ان

~~
( ; ) 0L x 

~~فان 
( ; )

0
L x







~~مكافئة إلى 

log ( ; )
0

L x







~وھذا یعني ان  ~~ ~

~~

log ( ; ) ( ; )1
0

( ; )

L x L x

L x

 

  

 
  

 

)10.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnبرنولي بالمعلمة من توزیعP . جد. .m e إلىP .
:الحل 
~)(أنبما  pbrX 1فان( ; ) (1 ) , 0,1x xf x P P P x  

1 11

~
1 1

( ; ) ( ; ) (1 ) (1 )

n n

i i
i i i i

n n x n x
x x

i
i i

L P x f x P P P P P 




 

 
     

1 1

1

~
1 1

log ( ; ) log( (1 ) ) ( ) log ( ) log(1 )

n n

i i
i i i

x n nx

i i
i i

L P x P P x p n x p 



 

 
      

~
1 1

1 1
log ( ; ) ( ) ( ) ( 1)

1

n n

i i
i i

L P x x n x
P P P 


   

  

ولكن 
^

~
( ; )

( | ) 0
L P x

P P
P


 


1فان   1

^ ^
0

1

n n

i i
i i

x n x

P P

 


 



 
وعلیھ 

^

P X

)11.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnبواسون بالمعلمة من توزیع . جد. .m e إلى .
:الحل 

~)(أنبما  pX فان( ; ) , 0,1, 2,
!

x e
f x x

x




  

1

~
1 1

1

( ; ) ( ; )
!

!

n

i
i i

x
x nn n

i n
i i i

i
i

e e
L x f x

x
x

   
 

 




   



1

~
1 1

1

log ( ; ) log( ) ( ) log log
!

n

i
i

x
n n n

i in
i i

i
i

e
L x x n x

x

  
 

 




    



1

~
log ( ; )

n

i
i

x
L x n

 


 



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ولكن 
^

~
( ; )

( | ) 0
L x

 



 


1فان  

^
0

n

i
i

x
n



  


وعلیھ 
^

X 

)12.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnالآسي بالمعلمة من توزیع . جد. .m e إلى .
:الحل 

~أنبما  exp( )X  1فان
( ; ) , 0

x

f x e x



   

1

1

~
1 1

1
( ; ) ( ; )

n

i i
i

xn n x
n

i
i i

L x f x e e   




 

 


   

1

1

~
1

1
log ( ; ) log( ) log

n

i
i

nx
n

i
i

L x e n x  










    

2~
1

1
log ( ; )

n

i
i

n
L x x

   


  

 

ولكن 
^

~
( ; )

( | ) 0
L x

 



 


فان  

^ ^
2 1

1
0

n

i
i

n
x

  

   وعلیھ
^

X 

)13.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn1افة الاحتمالیة من توزیع لھ دالة الكث( ; ) , 0 1f x x x    

.جد  .m e إلى .
:الحل 

1 1

~
1 1 1

( ; ) ( ; )
n n n

n
i i i

i i i

L x f x x x     

  

    
1

~
11

log ( ; ) log( ) log ( 1) log
n n

n
i i

ii

L x x n x   



   

~
1

log ( ; ) log
n

i
i

n
L x x

  


 

 

ولكن 
^

~
( ; )

( | ) 0
L x

 



 


فان  

^
1

log 0
n

i
i

n
x

 

  وعلیھ
^

1

log
n

i
i

n

x




 


)14.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn 2من التوزیع الطبیعي( , )N   . جد. .m e  2إلى كل من, .

: الحل 

~2أنبما  ( , )X N   فان
2

2

( )
2 2

2

1
( ; , ) ,

2

x

f x e x

 






    
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2 2
22

1

1( ) ( )
22 2 22 2

2~
1 1

1
( , ; ) ( ; , ) (2 )

2

n

i
i

x nn n x

i
i i

L x f x e e
 

    




   

 


   

2
2

1

1
( )

22 2 2 22
2~

1

1
log ( , ; ) log((2 ) ) log(2 ) ( )

2 2

n

i
i

n nx

i
i

n
L x e x


    




 




    

2
2~

1

1
log ( , ; ) 0 ( )( 1)

2

n

i
i

L x x  
  


    

 

ولكن 
^2

~
^

2 2

( , ; )
( | ) 0

L x   
  

 





فان  
^

^
2 1

1
( )( 1) 0

2

n

i
i

x 
 

   وعلیھ
^

X 

2 2
2 2 4~

1

1
log ( , ; ) ( )

2 2

n

i
i

n
L x x  

   


   

 

ولكن 
^2

~
2 ^

2 2

( , ; )
( | ) 0

L x   
  

 





فان 
^

2
^ ^
2 4 1

1
( ) 0

2 2

n

i
i

n
x 

  

    وعلیھ

^
2 2 2

1

1 1
( )

n

i
i

n
X X S

n n





  

ملاحظات 
إذا كانت  )1(

^

 تمثل. .m e إلى وكانتg دالة إلى فان
^

( )g  تمثل. .m e إلى( )g 

.ھو Xإذا كان : مثلا  .m e إلى فان
1

X

X
.ھو  .m e إلى

1




.یساوي أنالمخمن المستخرج بطریقة العزوم لیس بالضرورة ) 2( .m eلنفس العینة والمثال الذي یوضح ذلك ھو
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 1من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة( ) , 0 1f x x x    .

المستخرج بطریقة العزوم ھو فان المخمن إلى 
1

X

X
.بینما  ) 4.2راجع المثال ( .m e إلى ھو

1

log
n

i
i

n

x





).  13.2راجع المثال (

)15.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 0)المنتظم في الفترة توزیع المن, ) . جد. .m e إلى

:الحل 
~),(إذا كان  bauX  1فان

( ) ,f x a x b
b a

  


1وعلیھ 
( ; ) , 0f x x 


   .

~
1 1

1
( ; ) ( ; )

n n
n

i i

L x f x  




 

   

~
log ( ; ) log lognL x n    
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~
log ( ; )

n
L x

 


 


ولكن 
^

~
( ; )

( | ) 0
L x

 



 


فان  

^
0

n


  نختار أنوھذا غیر ممكن وعلیھ  ممكن

^

1 2max( , , , )n nX X X Y  

)16.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة( )( ; ) ,xf x e x     

.جد  .m e إلى
:الحل 

1( )

~
1 1

( ; ) ( ; )

n

i
i i

n n x n
x

i i

L x f x e e


  

 
 

 


   

1

~
1

log ( ; ) log

n

i
i

nx n

i
i

L x e x n


 

 




   

~
log ( ; )L x n







ولكن 
^

~
( ; )

( | ) 0
L x

 



 


0nفان   نختار أنممكن وعلیھ  ممكن وھذا غیر

^

1 2 1min( , , , )nX X X Y  

)17.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnلھ دالة الكثافة الاحتمالیة توزیع من

1
( )1

( ; , ) ,
x

f x e x


  


 
    حیث,      . جد. .m e إلى كل من,  .

: الحل 

1

11 ( )( )

~
1 1

1
( , ; ) ( ; , ) ( )

n

ii
i

n n xx
n

i
i i

L x f x e e
     




  


 


   

1

1
( )

~
1

1
log ( , ; ) log(( ) ) log ( )

n

i
i

nx
n

i
i

L x e n x


    




 





    

~
log ( , ; )

n
L x 

 





ولكن 
^

~

^

( , ; )
( | ) 0

L x   
  

 


 
فان  

^
0

n


  0فانn ذا غیر ممكن وعلیھ  ممكن ان نختار وھ

^

1 2 1min( , , , )nX X X Y  
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2~
1

1
log ( , ; ) ( )

n

i
i

n
L x x  

   


   

 

ولكن 
^

~

^

( , ; )
( | ) 0

L x   
  

 


 
فان 

^

^ ^
2 1

1
( ) 0

n

i
i

n
x 

  

    وعلیھ
^

1
1

1
( )

n

i
i

X Y
n




 

Properties of Estimatorsخواص المخمنات 
من بین جملة مخمنات أخرى )Best estimator(تخمین بنقطة ھو التوصل إلى أفضل مخمن المبدأ العام لنظریة الأن

وبغیة اعتبار ھذا التخمین . المطلوب تخمینھا ھذا المخمن یكون اقرب ما یمكن لقیمة المعلمة أنممكنة بحیث 
رھا في ذلك التخمین كي یسمح لنا  ذلك  تسمیة كأفضل تخمین ممكن فان ذلك یتطلب صفات معینة یتوجب توف

^


) عدم التحیز ، الاتساق ، الكفاءة ، عدم التحیز واقل تباین، الكفایة. (ومن الصفات المطلوبة ھي .  مخمن جید 

Unbiasednessعدم التحیز 
)18.2(تعریف

1یقال عن المخمن  2( , , , )nT t X X X  إلى( )  بأنھ مخمن غیر متحیز)Unbiased ( إلى( )    إذا كان
1 2( ) ( ( , , , )) ( )nE T E t X X X    یقال عن المخمن بأنھ متحیز  وان مقدار التحیز في التخمین وبخلاف ذلك

): یمكن قیاسھ وفق الصیغة الآتیة  ( )) ( ) ( )bias E T    ویمكن ان تكون موجبة أو سالبة أو صفر.
)Mean squared error  ( لمخمن )Tل )MSE T

2( ( ))E T   2أن، أي( ) ( ( ))MSE T E T     .خطأ للمخمن ان معدل مربع الT یمكن اعتباره قیاسا للجودة
)2لان الكمیة  ( ))E T   تمثل قیاسا لانتشار قیمT حول( )  مثلما یحدث لتباین أي متغیر عشوائي عندما ینتشر

. حول وسطھ 
)19.2(مبرھنة 

1لیكن  2( , , , )nT t X X X  مخمن إلى( )  ، 2فان( ) ( ) ( ( ) ( ))MSE T Var T E T     .  وبصورة خاصة
1إذا كان  2( , , , )nT t X X X  مخمن غیر متحیز إلى( )  فان( ) ( )MSE T Var T

: البرھان 
2 2 2 2 2( ) ( ( )) ( 2 ( ) ( ( )) ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ( ))MSE T E T E T T E T E T                

2 2 2 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) 2 ( ) ( ) ( ( ))MSE T E T E T E T E T       
2 2 2( ) ( ) ( ( )) 2 ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ) ( ))MSE T Var T E T E T Var T E T           

)20.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnتوزیع برنولي بالمعلمةمنP فانXمن غیر متحیز إلى مخP

لان  
1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

n n n

i i
i i i

E X E X E X P nP P
n n n n  

      
الخ ... وبالمثل نبرھن في حالة العینة من توزیع بواسون والتوزیع الآسي 
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)21.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn2زیع الطبیعي التومن( , )N   .

X ،1برھن على كل من ) 1( 2 3

1
(3 )

2
X X X  مخمن غیر متحیز إلى .

2أنھل ) 2(

1

n
S

n 
21جد كل من ) 2)3مخمن غیر متحیز إلى 

( )
n

MSE S
n

 ،( )MSE X

: الحل 
)1 (

1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

n n n

i i
i i i

E X E X E X n
n n n n

  
  

      

1 2 3 1 2 3

1 1 1
( (3 ) ) ( (3 )) ( ) (3 )
2 2 2

E X X X E X X E X            

)2  (
2 2 2 21 1 1

( ) ( )
n n n

E S E S
n n n

   
  

21nالمخمن 
S

n

 2متحیز إلى 2وان 2 2 2 21 1 1
( )

n n n
bias

n n n
      

    .

)3 (

فان  مخمن غیر متحیز إلى Xأنبما 
2

( ) ( )MSE X Var X
n


 

أنبما 
4

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 1 1 1
( ) ( ) ( ) 2( 1) ( ) 2( 1) ~ ( 1)

1

n n n
Var S Var S n Var S n S n

n

 
  
  

        


2 2 4
2 2 4

2 2 2

1 ( 1) ( 1) 2 2( 1)
( ) ( ) ( )

1

n n n n
Var T Var S Var S

n nn n n

    
    



)2أنبما  ) ( ) ( ( ) ( ))MSE T Var T E T     21وانn
T S

n


فان

2 2 2 2 2 4 4 4
2 2 2

1 1 1 2( 1) 1 2 1
( ) ( ) ( ( ) )
n n n n n

MSE S Var S E S
n n n n n n

       
     

ملاحظة 
یبن ذلك) 1(الفرع ) 21.2(یتصف بصفة الوحدانیة  والمثال المخمن غیر المتحیز لا
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Consistencyالاتساق 
)22.2(تعریف 

)لیكن , , )P نفضاء احتمالیا ولتك, ( )nX X F حیث ،( )F  عائلة من المتغیرات العشوائیة المعرفة على
( , , )P .المتتابعة عن یقال{ }nXبأنھا متقاربة في الاحتمالیة)Converges in Probability ( أو متقاربة

إلى المتغیر ) Converges Stochastically(أو متقاربة تصادفیا ) Converges Weaklyٍ(تقارب ضعیف 
)limیؤدي إلى  0إذا كان لكل Xالعشوائي  { }) 0n

n
P X X 


   ویمكن صیاغة ھذه العلاقة بالشكل الأتي ،

,لأي عددین موجبین:   یوجد عدد صحیح موجب،k لكل : أنبحثn k یحقق{ }nP X X     . ویعبر
Pعن ھذا التقارب بالشكل 

nX X .
)23.2(تعریف

)مسحوبة مجتمع معرف بدالة كثافة احتمالیة منnعشوائیة حجمھاعلى أساس عینةمخمن للمعلمةnTلیكن ; )f x    .
}عة إذا كانت المتتابللمعلمة ) Consistence(بأنھ مخمن متسق nTیقال عن  }nT متقاربة في الاحتمال إلى. أي ان ،

P
nT  0وھذا یعني ان  لكل  یؤدي إلىlim( { }) 0n

n
P T  


   أو ان{lim } 1n

n
P T 


 

)24.2(مبرھنة 
)مسحوبة مجتمع معرف بدالة كثافة احتمالیة منnعشوائیة حجمھاعلى أساس عینةمخمن للمعلمةnTلیكن ; )f x  .

limإذا كان  ( ) 0n
n

MSE T


 فانnT یكون مخمن متسق  للمعلمة

: البرھان 
2( ) (( ) )n nMSE T E T  

نحصل علىف، باستخدام شبیشی0لیكن


 )}({
})({

XuE
XuP حیث( ) 0u X دالة للمتغیر العشوائيX.

)2نضع   ) ( )n nu T T   وعلیھ
2

2
2 2

(( ) } ( )
{ } {( ) } n n

n n

E T MSE T
P T P T


   

 


      

2

1
lim( { }) lim ( )n n
n n

P T MSE T 
 

   

)25.2(مثال 
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn بواسون بالمعلمة من توزیع . لیكنX یمثل الوسط الحسابي

.ھو مخمن متسق للمعلمة nXأنبین . لھذه العینة 
: الحل 

~)(أنبما  pX فان( ) , ( )E X Var X  

1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

n n n

i i
i i i

E X E X E X n
n n n n

  
  

      

2 2 2
1 1 1

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

n n n

i i
i i i

Var X Var X Var X n
n nn n n

  
  

      

)فان مخمن غیر متحیز إلى Xأنبما  ) ( )n nMSE X Var X
n


 



334ر
Estimation Theoryنظریة التخمین 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

13

lim ( ) lim 0n
n n

MSE X
n


 

  وعلیھnX ھو مخمن متسق للمعلمة

)26.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn2التوزیع الطبیعي من( , )N  .

2أنھل ) 2(ھو مخمن متسق للمعلمة nXأنھل ) 1(
nS 2ھو مخمن متسق للمعلمة

: الحل 

~2أنبما  ( , )X N   2فان( ) , ( )E X Var X   أنوكذلك   بما
2

~ ( , )X N
n

  فان
2

( ) , ( )E X Var X
n

  2وكذلك  بما ان 2
2

1
~ ( 1)

n
S n




  فان
4

2 2 2 2
( ) , ( )

1
E S Var S

n

 


)1(

فان مخمن غیر متحیز إلى Xأنبما 
2

( ) ( )n nMSE X Var X
n


 

2

lim ( ) lim 0n
n n

MSE X
n


 

  وعلیھnX ھو مخمن متسق للمعلمة

)2(

2أنبما 
nS 2مخمن غیر متحیز إلى فان

4
2 2 2

( ) ( )
1n nMSE S Var S

n


 


4

2 2
lim ( ) lim 0

1n
n n

MSE S
n


 

 


2وعلیھ 
nS 2ھو مخمن متسق للمعلمة

ملاحظة 
نحو عدد كبیر nعندما یزداد حجم العینة nTتعبر عن سلوك المخمن ) Limit(صفة الاتساق ھي صفة غایة 

)n  ( ھذه الصفة لیس لھا معنى في حالة كون أنوھذا یعنيnیتصف وكذلك المخمن المتسق لا. محدودة
أننبرھن على أنوكذلك نستطیع ھو مخمن متسق للمعلمة nXأن26.2بصفة الوحدانیة ، لقد بین في المثال 

n

n a
X

n d




a,حیث  b ثوابت یكون مخمن متسق للمعلمة . في الواقع

nإذا كان  n

n a
T X

n d





فان 

2
2( ) , ( ) ( )n n

n a n a
E T Var T

n b n b n

 
 

 

فان مخمن  متحیز إلى nTأنبما 
2

2 2 2 2( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )n n n

n a b a
MSE T Var T E T

n b n n b

  
    

 
2

2 2 2lim ( ) lim(( ) ( ) ) 0n
n n

n a b a
MSE X

n b n n b

 
 

 
  

 
ھو مخمن متسق للمعلمة nTوعلیھ 
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Sufficiencyالكفایة  
) 27.2(تعریف

1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn الكثافة الاحتمالیة من توزیع لھ دالة( ; )f x  . یقال عن المؤثر
1الإحصائي ولیكن  2( , , , )nT t X X X مؤثر إحصائي كافي بأنھ)Sufficient ( للمعلمة إذا كان التوزیع

1الشرطي للمتغیرات العشوائیة    2, , , nX X X عطاء عندT tیعتمد مطلقا على المعلمة لا . یمكن صیاغة
: التعریف كالأتي 

1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة( ; )f x   ولتكن( ; )g t 
1تمثل دالة الكثافة الاحتمالیة إلى  2( , , , )nT t X X X  یقال عنTمؤثر إحصائي كافي بأنھ)Sufficient (

1إذا كان التوزیع للمعلمة  2( , , , ; | )nf x x x T t یعتمد مطلقا على المعلمة لا .  بعبارة أخرىT یكون
إذا كان كافي  للمعلمة 

1 2
1 2 1 2

( , , , ; )
( , , , ; | ) ( , , , )

( ; )
n

n n

f x x x
f x x x T t h x x x

g t





  

 

1أنحیث  2( , , , )nh x x x دالة لا تعتمد على المعلمة.

)28.2(مثال 
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn برنولي  بالمعلمة من توزیعP.. أنبرھن على

1

n

i
i

T X



Pمؤثر إحصائي كافي للمعلمة 

:الحل 
~)(أنبما  pbrX 1فان( ; ) (1 )x xf x P P P   0,1لكلx 

1 11
1 2

1 1

( , , , ; ) ( ; ) (1 ) (1 ) (1 )

n n

i i
i i i i

n n x n x
x x t n t

n i
i i

f x x x P f x P P P P P P P 


 

 

 
       

~)(بما ان  pbrX فان
1

~ ( , )
n

i
i

T X b n p


 وعلیھ( ; ) (1 )t n tn
g t P p P

t
 

  
 

,0,1,2لكل  ,t n 

1 2
1 2 1 2

1

( , , , ; ) (1 ) 1
( , , , ; | ) ( , , , )

( ; )
(1 )

t n t
n

n n
t n t

n

i
i

f x x x P P P
f x x x P T t h x x x

n ng t P
p P

t
x








    

   
   

    
 


 

1أنبما 
1 2

1

( , , , ) ( )n
n

i
i

n

h x x x
x





 
    
 


لا تعتمد على المعلمةPفان ،
1

n

i
i

T X


مؤثر إحصائي كافي للمعلمةP.
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)29.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xینة عشوائیة حجمھا عnالآسي بالمعلمة من توزیع. . برھن على ان

1

n

i
i

T X


 مؤثر

. إحصائي كافي للمعلمة  
:الحل 

~أنبما  exp( )X  1فان
( ; )

x

f x e 



 0لكل x  

1

1 1

1 2
1 1

1
( , , , ; ) ( ; )

n

i i
i

xn n x t
n n

n i
i i

f x x x f x e e e    




  

 


    

~أنبما  exp( )X  فان
1

~ ( , )
n

i
i

T X n 


  وعلیھ
1

11
( ; )

( )

t
n ng t t e

n
 

 


0لكل  t  

1

1 2
1 2 1 21 1

1

( , , , ; ) ( )
( , , , ; | ) ( , , , )

( ; ) 1

( )

t
n

n
n nn

t
n n

f x x x e n
f x x x T t h x x x

g t t
t e

n





 







 


    



 

1أنبما  2
1

1

( )
( , , , )

( )
n n

n
i

i

n
h x x x

X 







لا تعتمد على المعلمةPفان ،

1

n

i
i

T X


مؤثر إحصائي كافي للمعلمة.

)30.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnفة الاحتمالیة من توزیع لھ دالة الكثا( )( ; ) ,xf x e x      .
.أنھل  .m e إلىمخمن كافي أم لا ؟

:الحل 
.نحصل على ) 16.2(من المثال  .m e إلى ھو

^

1 2 1min( , , , )nT X X X Y  

1( )
1 2

1 1

( , , , ; ) ( ; )

n

i
i i

n n n x
x

n
i i

f x x x f x e e


  


 

 


   

( ) ( )( ) ( ) 1
x x

u xF x f u du e du e 



   



    
1أنبما  2 1min( , , , )nT X X X Y  11فان

1 1 1 1( ; ) (1 ( )) ( ; ) ny nng y n F y f y ne      

1 1
1

1

1 2
1 2 1 1 1 2

1 1

( , , , ; ) 1
( , , , ; | ) ( , , , )

( ; )

n

ni
i i

i

n x
ny x

n
n nny n

f x x x e
f x x x Y y e h x x x

g y nne
















 




    
 

أنبما 
1 2

1

min{ , , , }

1 2

1
( , , , )

n

n i
i

n x x x x

nh x x x e
n








 لا تعتمد على المعلمة فان ،

1 2 1min( , , , )nT X X X Y  مؤثر إحصائي كافي للمعلمة.
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Factorization Theoremمبرھنة التحلیل )31.2(برھنةم
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة( ; )f x  فان المؤثر ،

1الإحصائي   1 1 2( , , , )nY u X X X  یكون مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة إذا وفقط أمكن تحلیل دالة الكثافة
1الاحتمالیة المشتركة   2( , , , ; )nf x x x  1إلى حاصل ضرب مركبتین ، الأولى تمثل دالة بدلالة ,Y  والثانیة

1، بعبارة أخرى  إذا كانت   دالة لا تعتمد على  2 1 1 2
~

( , , , ; ) ( , ) ( )nf x x x K y K x   1حیث انK دالة
1إلى كل من  ,Y  2وانK 1للمتغیرات العشوائیة دالة إلى 2, , , nX X Xلا تعتمد على و.

: البرھان 
1ةالعشوائیت سنبرھن في حالة المتغیرا 2, , , nX X Xتمن النوع المستمر وبالمثل نبرھن في حالة المتغیرا

1العشوائیان 2, , , nX X Xن النوع المبعثرةم.
1أننفرض :  الاتجاه الأول  2 1 1 2

~
( , , , ; ) ( , ) ( )nf x x x K y K x   1حیث انK 1دالة إلى كل من ,Y  وان

2K 1دالة إلى للمتغیرات العشوائیة 2, , , nX X Xلا تعتمد على و.
1لیكن  1 1 2 2 2 1 2 1 2( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )n n n n ny u x x x y u x x x y u x x x     

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )n n n n nx v y y y x v y y y x v y y y     
1تمثل دالة الكثافة الاحتمال المشتركة للمتغیرات العشوائیة gلتكن  2, , , nY Y Y فان

1 2 1 1 1 2 2 1 2 1 2( , , , ; ) ( ( , , , ), ( , , , ), , ( , , , ))n n n n ng y y y J f x v y y y v y y y v y y y      

1 2 1 1 2 1 2( , , , ; ) ( ; ) ( , , , )n ng y y y J K y K v v v   

1 1 1 2 2 3 1 1 2 1 2 2 3( ; ) ( , , , ; ) ( ; ) ( , , , )n n n ng y g y y y dy dy dy J K y K v v v dy dy dy  
   

   

          

1 1 1 1 2 1 2 2 3 1 1 1( ; ) ( ; ) ( , , , ) ( ; ) ( )n ng y K y J K v v v dy dy dy K y r y  
 

 

      

1 1 2 2
1 2 ~ ~

1 2 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1

( , ) ( ) ( )( , , , ; )
( , , , ; | ) ( , , , )

( ; ) ( ; ) ( ) ( )
n

n n

K y K x K xf x x x
f x x x Y y h x x x

g y K y r y r y




 


    


 

1أنحیث  2( , , , )nh x x xدالة لا تعتمد عل . 1وعلیھY مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة.
، فان مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة 1Yنفرض :الاتجاه الأخر 

1 2
1 2 1 1 1 2

1 1

( , , , ; )
( , , , ; | ) ( , , , )

( ; )
n

n n

f x x x
f x x x Y y h x x x

g y





  

 

1أنحیث  2( , , , )nh x x xدالة لا تعتمد عل 1وعلیھ 2 1 1 1 2( , , , ; ) ( ; ) ( , , , )n nf x x x g y h x x x   
1دالة الكثافة الاحتمالیة المشتركة  أنوھذا یعني  2( , , , ; )nf x x x  تساوي  حاصل ضرب مركبتین ، الأولى

1تمثل دالة بدلالة  ,Y  والثانیة دالة لا تعتمد على.
)32.2(مثال 
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn الطبیعي توزیعالمن( ,1)N  . بین فیما إذا كانX مؤثر إحصائي

أم لا ؟ كافي  للمعلمة 
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: الحل 
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1 2 1 2( , , , ; ) ( ; ) ( )nf x x x K X K X   وعلیھX مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة.
)33.2(مثال 
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn1لھ دالة الكثافة الاحتمالیة  من توزیع( ; ) , 0 1f x x x    

أنبرھن على 
1

n

i
i

T X


 مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة .

: الحل 
1 1 1 1

1 2
1 1 1 1

( , , , ; ) ( ; ) ( )
n n n n

n n n
n i i i

i i i i

f x x x f x x x x T           

   

       

1
1 2 1 2( , , , ; ) ( ) ( ; ) ( )n

nf x x x T T K T K T     
.مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة Tوعلیھ 

ملاحظة 
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة( ; )f x   فان المؤثر الإحصائي ،

1 2( , , , )nT t X X X  مؤثر إحصائي كافي  للمعلمةفان أي دالة إلى ،T لا تعتمد على المعلمة  تكون أیضا
. إحصائي كافي  للمعلمة مؤثر

)34.2(مبرھنة 
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة( ; )f x ،1 2( , , , )nT t X X X 

.ا كان إذ. مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة  .m e للمعلمة موجود ووحید فانھ یكون دالة إلىT.
: البرھان 

)لتكن  ; )g t  تمثل دالة الكثافة الاحتمالیة إلىT.
، فان مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة Tأنبما 

1 2
1 2 1 2

1

( , , , ; )
( , , , ; | ) ( , , , )

( ; )
n

n n

f x x x
f x x x T t h x x x

g t





  

 

1أنحیث  2( , , , )nh x x xدالة لا تعتمد عل

1 2 1 1 2( , , , ; ) ( ; ) ( , , , )n nf x x x g t h x x x   
ولكن 

~ ~~ ~
( ; ) ( ; )L x f x 1فان 1 2 1 2

~~
( ; ) ( ( , , , ) ; ) ( , , , )n nL x g t x x x h x x x   

1 1 2 1 2
~~

log ( ; ) log( ( ( , , , ) ; ) ( , , , ))n nL x g t x x x h x x x   

1 1 2 1 2
~~

log ( ; ) log( ( ( , , , ) ; ) log( ( , , , ))n nL x g t x x x h x x x   
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1 1 2
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log ( ; ) (log( ( ( , , , ) ; )) 0nL x g t x x x 
 
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 
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ولكن 
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L x

 



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
فان  

^

 1دالة للمؤثر الإحصائي 2( , , , )nT t X X X .

)35.2(ثالم
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn برنولي  بالمعلمة من توزیعP.

1

n

i
i

T X


 مؤثر إحصائي كافي للمعلمةP) وان ) 28.2راجع المثال
^

P X)10.2اجع المثال ر (

وعلیھ  
^

1

1 1n

i
i

P X X T
n n

   وھذا یعني مخمن الترجیح الأعظم
^

P للمعلمةP ھو دالة للمؤثر الإحصائي

.Pالكافي للمعلمة 
)36.2(ثالم

1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn بواسون بالمعلمة من توزیع . برھن على مخمن الترجیح
.یكون دالة للمؤثر الإحصائي الكافي لھاالأعظم للمعلمة 

: الحل 

~)(أنبما  pX فان( ; ) , 0,1, 2,
!

x e
f x x
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

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X ) 10.2راجع المثال(
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


وعلیھ 
1

n

i
i

T X


 مؤثر إحصائي كافي  للمعلمة .وعلیھ
^

1

1 1n

i
i

X X T
n n




   وھذا یعني مخمن

الترجیح الأعظم 
^

 للمعلمة ھو دالة للمؤثر الإحصائي الكافي للمعلمة.

Jointly Sufficientالكفایة المشتركة 
1لتكن 2, , , nX X X حجمھاعینة عشوائیةnتوزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من

~
( ; )f x  1حیث 2

~
( , , , )k    

1ولیكن  1 1 2 2 2 1 2 1 2( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )n n k k nT t X X X T t X X X T t X X X     k من المؤثرات الإحصائیة
1لھا دالة الاحتمال المشتركة  2

~
( , , , ; )kg t t t  1فان المؤثرات الإحصائیة 2, , , nT T T تكون كافیة مشتركة للمعلمات

1 2, , , k   إذا كان
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~ ~ 1 2 1 2
1 2
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1 2 1 2
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أنحیث 
~

( )h x 1دالة للمتغیرات العشوائیة 2, , , nX X X1تمد على المعلمات فقط ولا تع 2, , , k  

)37.2(مثال
1لیكن  2 nY Y Y  عینة عشوائیة حجمھاتمثل القیم المرتبة لn1منتظم في الفترة التوزیع المن 2 1( , )     .

1أنبرھن على  , nY Y1رات إحصائیة كافیة مشتركة للمعلمات مؤث 2, .
: الحل 

~),(إذا كان  bauX  1فان
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  
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1 , nY Y 1مؤثرات إحصائیة كافیة مشتركة للمعلمات 2, .
)38.2(مبرھنة 

1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnحتمالیة توزیع لھ دالة الكثافة الامن
~

( ; )f x  1حیث 2
~

( , , , )k    

1ولیكن  1 1 2 2 2 1 2 1 2( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )n n k k nT t X X X T t X X X T t X X X     k  ،من المؤثرات الإحصائیة
1فان المؤثرات الإحصائیة  2, , , nT T T 1تكون كافیة مشتركة للمعلمات 2, , , k  
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1إذا وفقط أمكن تحلیل دالة الكثافة الاحتمالیة المشتركة   2( , , , ; )nf x x x  إلى حاصل ضرب مركبتین ، الأولى تمثل
1دالة بدلالة  ,Y  والثانیة دالة لا تعتمد على   بعبارة أخرى  إذا كانت ،

1 2 1 1 2 2
~

( , , , ; ) ( , , , ; ) ( )n kf x x x K t t t K x    1أنحیثK 1دالة للمؤثرات 2, , , kT T T1والمعلمات 2, , , k  

1دالة إلى للمتغیرات العشوائیة 2Kوان  2, , , nX X X 1ولا تعتمد على المعلمات 2, , , k  .

)38.2(مبرھنة 
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Completenessالكمالیة
)39.2(تعریف

)یقال لدالة الكثافة الاحتمالیة ; )f x للمتغیر العشوائيX بأنھا تعود للعائلة  المتكاملة)Complete Family (
)كان إذا  ( )) 0E u X  یودي إلى( ) 0u X  لكل دالة مستمرةu للمتغیر العشوائيX لاتعتمد على .

1ویقال للمؤثر الإحصائي   2( , , , )nT t X X X  لعینة عشوائیة حجمھاn توزیع لھ دالة كثافة احتمالیة من
( ; )f x  إلىبأنھ كامل إذا كانت دالة كثافة احتمالیةT تعود للعائلة المتكاملة.

)40.2(مثال 
تعود للعائلة Xبرھن على دالة الكثافة للمتغیر العشوائي. Pتوزیع برنولي بالمعلمة ھمتغیر عشوائي لXلیكن 

. المتكاملة 
: الحل 

~)(بما أن  pbrX 1فان( ; ) (1 ) , 0,1x xf x P P P x  

)بحیث أن  Pلاتعتمد على Xدالة مستمرة للمتغیر العشوائي uلتكن  ( )) 0E u X .
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(0) ( (0) (1)) 0u P u u    (0)وھذه معادلة خطیة  واحد حلولھا 0, (0) (1) 0u u u   (0)وعلیھ (1) 0u u 

( ) 0u x   لكل قیمx( ; )f x P تعود للعائلة  المتكاملة.
)41.2(مثال 
,0)التوزیع المنتظم  في الفترة ھمتغیر عشوائي لXلیكن  ) .ر العشوائيبرھن على دالة الكثافة للمتغیX تعود

. للعائلة المتكاملة 
: الحل 

~بما أن  (0, )X u  1فان
( ; ) , 0f x x 


  

)بحیث أن  لاتعتمد على Xدالة مستمرة للمتغیر العشوائي uلتكن ( )) 0E u X .
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( ) 0u     لكل( ) 0 0u x    0لكلx ( ; )f x  تعود للعائلة المتكاملة.
)42.2(مثال 
)التوزیع المنتظم  في الفترة ھمتغیر عشوائي لXلیكن  , )  .ھل أن دالة الكثافة للمتغیر العشوائيX تعود

. للعائلة المتكاملة 
: الحل 

~بما أن  ( , )X u   1فان
( ; ) ,

2
f x x  


   

)لتكن )u x x لكل قیمxu  للمتغیر العشوائي غیر صفریة دالة مستمرةXلاتعتمد على و
1 1

( ( )) ( ) ( ; ) 0
2 2

E u X u x f x dx x dx xdx
  

  


   
     

( ; )f x   تعود للعائلة المتكاملةلا.
)43.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn توزیع برنولي بالمعلمة منP .  برھن على أن

1

n

i
i

T X


 مؤثر

.إحصائي كامل
:البرھان 

بما أن 
1

~ ( , ) ~ ( )
n

i
i

T X b n P X br p


   وعلیھ( ; ) (1 ) , 0,1, ,t n tn
f t P P P t n

t
 

   
 



)بحیث أن  Pلاتعتمد على Tدالة مستمرة للمتغیر العشوائي uلتكن  ( )) 0E u T .
0

0 0

( ( )) ( ) ( ; ) ( ) (1 ) 0
n

t n t

x t

n
E u T u t f t P u t P P

t


 

 
    

 
 

0 0 0

( ) ( ) 0 (1 ) ( ) ( ) 0 ( ) (1 ) 0
1 1

n n n
t n t t n t

t t t

n n np p
u t P u t u t P P

t t tp p


  

     
                  

  
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نضع 
0

( ) 0
1

n
t

t

n p
u t

t p
 



 
     

 . الطرف الأیسر من ھذه المعادلة ھو متعددة حدود منn بالمعلمة

)إذا كانت معاملاتھ كلھا تساوي صفر ، أي أن  .  وھو یساوي صفر ) 0
n

u t
t

 
 

 
,0,1لكل  ,t n  ولكن ،

0
n

t

 
 

 
,0,1لكل قیم  ,t n  فان ،( ) 0u t  0,1لكل, ,t n  وعلیھ دالة الكثافة الاحتمالیة للمتغیر ،

Tة لتعود للعائلة المتكامTالعشوائي  مؤثر إحصائي كامل.

Exponential Familyالعائلة الآسیة 
)44.2(تعریف

)یقال لدالة الكثافة الاحتمالیة   ; )f x للمتغیر العشوائيX الآسیة بأنھا تعود للعائلة)Exponential Family ( إذا
)أمكن كتابة تلك الدالة بالشكل ) ( )( ; ) ( ) ( ) c d xf x a b x e    حیث,a c  للمعلمة دوال مستمرة غیر صفریة فقط

b,وان  d  للمتغیردوال مستمرة غیر صفریةX 1وبصورة عامة یقال لدالة الكثافة الاحتمالیة. فقط 2( ; , , , )kf x   
إذا أمكن كتابة تلك الدالة بالشكلبأنھا تعود للعائلة الآسیة 

1 2
1

( , , , ) ( )

1 2( ; ) ( , , , ) ( )

n

i k i
i

c d x

kf x a b x e
  

    


 




1حیث 2 1 2( , , , ), ( , , , )k i ka c       دوال مستمرة غیر صفریة  للمعلمة فقط وان, ib d  دوال مستمرة غیر صفریة

.فقط Xللمتغیر
)45.2(مثال 
. تعود للعائلة الآسیة  Xالعشوائيبرھن على دالة الكثافة للمتغیر. متغیر عشوائي لھ توزیع الآسي  بالمعلمةXلیكن

: الحل 

~بما أن  exp( )X  1فان
( ; ) , 0

x

f x e x



   

1 1
( ) , ( ) 1, ( ) , ( )a b x c d x x 

 
    دالة الكثافة( ; )f x ة الآسیة تعود للعائل.

)46.2(مثال 
. تعود للعائلة الآسیة  Xبرھن على دالة الكثافة للمتغیر العشوائي. متغیر عشوائي لھ توزیع بواسون بالمعلمةXلیكن

: الحل 

~بما أن  ( )X P  فانln1
( ; ) ( ; ) , 0,1,2,

! !

x
x e

f x e e f x x
x x


   


    

1
( ) , ( ) , ( ) ln , ( )

!
a e b x c d x x

x
      دالة الكثافة( ; )f x  تعود للعائلة الآسیة.

)47.2(مثال 
تعود للعائلة Xبرھن على دالة الكثافة للمتغیر العشوائي. Pبالمعلمة الھندسي متغیر عشوائي لھ توزیع Xلیكن

. الآسیة  
: الحل 
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~بما أن  ( )X g p فانln(1 )( ; ) ( ; ) (1 ) , 0,1, 2,x p xf x P pe f x P P P x     
( ) , ( ) 1, ( ) ln(1 ), ( )a p p b x c p p d x x    ثافةدالة الك( ; )f x p تعود للعائلة الآسیة.

) 48.2(مثال
)2متغیر عشوائي لھ التوزیع الطبیعي  Xلیكن , )N   .برھن على دالة الكثافة للمتغیر العشوائيX تعود للعائلة

. الآسیة  
: الحل 

~2أنبما  ( , )X N   فان
2

2

1
( )

2 2

2

1
( ; , ) ,

2

x

f x e x


 


 
    

2 2
2 2 2

2

1 1 1
2 2 2

2

1
2 2 2 22

1 1 2 22 22

1
( ; , )

2

1 1
( , ) , ( ) 1, ( , ) , ( ) , ( , ) , ( )

22

x x

f x e

a e b x c d x x c d x x

 
  




 


     
 

  





      

)49.2(مبرھنة 
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من( ; )if x  ، تعود للعائلة الآسیة

)أي أن   ) ( )( ; ) ( ) ( ) ic d x
i if x a b x e     ولیكن

1

( )
n

i
i

T d X


 فان ،T مؤثر إحصائي كافي وكامل.

: البرھان 
)بما أن   ; )if x  تعود للعائلة الآسیة ، فان( ) ( )( ; ) ( ) ( ) ic d x

i if x a b x e    

1

( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 1 1

( , , , ; ) ( ; ) ( ) ( ) ( ( )) ( )

n

i
i i

n n n c d x
c d x n

n i i i
i i i

f x x x f x a b x e a b x e


    




  


      

1 2 1 2
~

1

( , , , ; ) ( , ) ( )
n

n i
i

f x x x K x K x 


  حیث

1

( ) ( )

1 2
~

1 1

( , ) ( ( )) , ( ) ( )

n

i
i

nn c d x
n

i i
i i

K x a e K x b x


  



 


  

، نحصل على )31.2(باستخدام مبرھنة التحلیل
1

( )
n

i
i

T d X


 مؤثر إحصائي كافي.

)50.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 4)كاما توزیع من, )

4 1 3
4 4

1 1
( ; ) , 0

(4) 6

i ix x

i i i if x x e x e x 
 

 
    



)وعلیھ  ) ( )( ; ) ( ) ( ) ic d x
i if x a b x e      3حیث

4

1 1
( ) , ( ) , ( ) , ( )

6 i i i ia b x x c d x x 
 

    

( ; )if x  ، وعلیھ تعود للعائلة الآسیة
1 1

( )
n n

i i
i i

T d X X
 

  إحصائي كافي وكامل مؤثر.
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Rao-Cramer Lower Boundكرامیر -الحد الأدنى لراو

The Rao-Cramer Inequalityكرامیر–متراجحة راو )51(مبرھنة 
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من( ; )f x  ولیكن

1 2( , , , )nT t X X X  إلىمخمن غیر متحیز( ) فان
2

2

( ( ))
( )

(( ln ( ; ) )
Var T

nE f x

 










)إلىكرامیر لتباین المخمن غیر المتحیز –حیث الطرف الأیمن في ھذه المتراجحة یسمى بالحد الأدنى لراو  ) .
: البرھان 

1سنبرھن في حالة المتغیرات العشوائیة  2, , , nX X Xمن النوع المستمر
)بما أن  ; )f x  1دالة كثافة احتمالیة للمتغیرات العشوائیة 2, , , nX X X فان

( ; ) 1, 1,2, , (1)i if x dx i n



   

)، نحصل على نسبة إلى بتفاضل الطرفین بال ; ) 0 ( ; ) 0i i i if x dx f x dx 
 

 

 

 
  

  
1ولكن 

( ; ) ( ln ( ; )) ( ; ) ln ( ; ) ( ; )
( ; )i i i i i

i

f x f x f x f x f x
f x

    
    
   

    
   

وعلیھ 

( ln ( ; )) ( ; ) ( ; ) 0 (2)i i i i if x f x dx f x dx  
 

 

 

 
  

   

( ln ( ; )) ( ln ( ; )) ( ; ) 0 (3)i i i iE f x f x f x dx  
 





 
  

  

)مخمن غیر متحیز إلى Tبما أن  ) ( ) ( )E T   

1 2 1 1 1( ) ( ) ( ( , , , )) ( , , ) ( , , ; ) (4)n n n nE T E t X X X t x x f x x dx dx  
 

 
         

1، نحصل على بتفاضل الطرفین بالنسبة  1 1( ) ( , , ) ( , , ; )n n nt x x f x x dx dx  


 

 

 
    

1ولكن  1
1

1
ln ( , , ; ) ( , , ; )

( , , ; )n n
n

f x x f x x
f x x

 
  
 

 
 

 


وعلیھ 

1 1 1( ) ( ln ( , , ; )) ( , , ; )n n nT f x x f x x dx dx   


 

 

 
    

1ولكن   1 1
1 1 1

ln ( , , ; ) ln ( ; ) ln ( , , ; ) ln( ( ; )) ( , , ; ) ( ; )
n nn

n i n i n i
i i i

f x x f x f x x f x f x x f x     
  

        

1 1
1

( ) ( ln ( , ) ( , , ; )
n

i n n
i

T f x f x x dx dx   


 

 


 
    

لیكن 
1

ln ( , )
n

i
i

Z f x 





1 1( ) ( ) ( ) ( , , ; )n nE TZ TZf x x dx dx    
 

 
       
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1 1

( ) ( ln ( , )) ( ln ( ; )) 0
n n

i i
i i

E Z E f x E f x 
  

 
  

  
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )Cov T Z E TZ E T E Z E TZ E TZ         

بما أن 
11

ln( ( , )) ln ( , )
n n

i i
ii

Z f x Z f x 
 

 
  
 

2 2 2 2 2 2

1

( ) ( ) ( ( )) ( ) 0 ( ) (( ln ( , )) ) (( ln ( , )) )
n

i i
i

Var Z E Z E Z E Z E Z E f x nE f x 
 

 
      

 

بما أن 
2 2

2 ( ( , )) ( ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

Cov T Z

Var T Var Z Var T Var Z

 


  لكن
2

2( ( ))
1 1

( ) ( )Var T Var Z

  


  

2 2

2

( ( )) ( ( ))
( ) ( )

( )(( ln ( ; ) )
Var T Var T

Var ZnE f x

   




 
   




.)المتقطع(وبالمثل سنبرھن في حالة المتغیرات العشوائیة من النوع المبعثر
ملاحظة

1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من( ; )f x  ولیكن
1 2( , , , )nT t X X X  مخمن غیر متحیز إلى( ) كرامیر تتحقق إذا وفقط  إذا -فان المساواة في متراجحة راو

)مثل n,وجدت دالة تعتمد على  , )k n  بحیث أنln ( ; ) ( , )( ( ))
n

i
i

f x k n T   



 

 ،

)52.2(نتیجة 
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من( ; )f x  فان ،

2
2

2
(( ln ( ; )) ) ( ln ( ; ))E f x E f x 

 
 

 
 

: البرھان 
1سنبرھن في حالة المتغیرات العشوائیة  2, , , nX X Xمن النوع المستمر

1
ln ( ; ) ( ; )

( ; )
f x f x

f x
 

  
 

 
 

2 2

2 2 2

1 1
ln ( ; ) ( ; ) ( ( ; )) ( ( ; )

( ; ) ( ( ; ))
f x f x f x f x

f x f x
   

     
   

     
   

2 2
2

2 2

1 1
ln ( ; ) ( ; ) ( ( ; ))

( ; ) ( ( ; ))
f x f x f x

f x f x
  

    
  

   
  

2 2
2

2 2

1
ln ( ; ) ( ; ) ( ln ( ; ))

( ; )
f x f x f x

f x
  

   
  

   
  

2 2

2 2
( ln ( ; )) ( ln ( ; )) ( ; )E f x f x f x dx  
 





 


 
2 2

2
2 2

1
( ln ( ; )) ( ( ; )) ( ; ) ( ln ( ; )) ( , )

( ; )
E f x f x f x dx f x f x dx

f x
    

   
 

 

  
 

   
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2 2 2
2 2

2 2 2
( ln ( ; )) ( ( ; )) ( ln ( ; )) ( , ) ( ; ) (( ln ( ; ) )E f x f x dx f x f x dx f x dx E f x     
    

  

  

    
   

      
2 2

2 2 2
2 2

( ln ( ; )) (1) (( ln ( ; ) ) 0 (( ln ( ; ) ) (( ln ( ; ) )E f x E f x E f x E f x   
    
    

    
    

وعلیھ 
2

2
2

( ln ( ; )) (( ln ( ; )) )E f x E f x 
 
 

 
 

)53.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 2)توزیع كاما من, ) . كرامیر لتباین –الأدنى لراو جد الحد

.المخمن غیر المتحیز للمعلمة 
: الحل 

~بما أن (2, )X 2 1
2 2

1 1
( ; ) , 0

(2)

x x

f x x e xe x 
 

 
    



2

1
ln ( ; ) ln( ) 2 ln ln

x
x

f x xe x 
 


     

2

2 2 3 2

2 2 2
ln ( ; ) ln ( ; ) 0

x x
f x f x 

     
 

       
 

)بما أن   ) 2 ~ (2, )E X X   
2

2 2 3 2 3 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2
( ln ( ; )) ( ) ( ) (2 )

X
E f x E E X 

       


        


2( ( )) 1 ( ) 1 ( )           
2 2

2

22

( ( )) 1
. . . ( ( ))

2 2( )( ln ( ; ))
R c L B

nnnE f x

   
 


  

   


)54.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn كوشي توزیع من( ,1)ca  . كرامیر –جد الحد الأدنى لراو

.لتباین المخمن غیر المتحیز للمعلمة 
: الحل 

~بما أن   ( ,1)X ca 
2

1
( ; ) ,

(1 ( ) )
f x x

x


 
    

 
2

2

1
ln ( ; ) ln( ) ln ln(1 ( ) )

(1 ( ) )
f x x

x
  

 
      

 
2

2
2 2 2 2

4( ) 2( ) 2( )
( ln ( ; )) ln ( ; ) 0

(1 ( ) ) 1 ( ) 1 ( )

x x x
f x f x

x x x

   
    
     

     
       

2 2 2
2

2 2 2 2 2 3

4( ) 4( ) 4 ( )
(( ln ( ; )) ) ( ) ( ; )

(1 ( ) ) (1 ( ) ) (1 ( ) )

x x x
E f x E f x dx dx

x x x

   
    

 

 

   
  

       
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2secنفرض  tandx zdz x z   
2

2 2 22 2 2
6

2 2 2

4 tan 4 1 1 cos 4 1
(( ln ( ; )) ) sec (sin cos )

sec 2 2

z z
E f x dz z z dz dz

z

  

  
     

 
   

   
2( ( )) 1 ( ) 1 ( )           

2

2

( ( )) 1 2
. . . ( ( ))

1
(( ln ( ; )) ) ( )

2

R c L B
nnE f x n

  





  





)55.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 2توزیع  لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من( ; ) ,0xf x xe x      .

1رامیر لتباین المخمن غیر المتحیز لكل من المعلمات ك–جد الحد الأدنى لراو 
,


.

: الحل 
2بما أن   2ln ( ; ) ln( ) 2 ln ln ( ; ) ,0x xf x xe x x f x xe x               

2

2 2

2 2
ln ( ; ) ln ( ; ) 0f x f x x 

   
 

      
 

2

2 2 2

2 2
( ln ( ; )) ( )E f x E
  


    


)2إذا كانت) 1( ( )) 1 ( ) 1 ( )           
2 2

2

22

( ( )) 1
. . . ( ( ))

2 2( )( ln ( ; ))
R c L B

nnnE f x

   
 


  

   


2إذا كانت) 2(
4 2

1 1 1
( ( )) ( ) ( )     

  
      

2 4

2 2

22

1
( ( )) 1

. . . ( ( ))
2 2( )( ln ( ; ))

R c L B
nnnE f x

   
 


  

   


)56.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 1توزیع  لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من( ; ) ,0 1f x x x     .

1یر لتباین المخمن غیر المتحیز لكل من المعلمات كرام–جد الحد الأدنى لراو 
,


.

: الحل 
1بما أن   1ln ( ; ) ln( ) ln ( 1) ln ( ; ) ,0 1f x x x f x x x              

2

2 2

1 1
ln ( ; ) ln ( ; ) lnf x f x x 

   
 

     
 

2

2 2 2

1 1
( ln ( ; )) ( )E f x E
  


    


)2إذا كانت) 1( ( )) 1 ( ) 1 ( )           
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2 2

2

22

( ( )) 1
. . . ( ( ))

1
( )( ln ( ; ))

R c L B
nnnE f x

   
 


  

   


2إذا كانت) 2(
4 2

1 1 1
( ( )) ( ) ( )     

  
      

2 4

2 2

22

1
( ( )) 1

. . . ( ( ))
1

( )( ln ( ; ))
R c L B

nnnE f x

   
 


  

   


Efficiencyالـكفـاءة  
)57.2(تعریف

1لیكن كل من )  1( 2,T T مخمن للمعلمة .1یقال عن المخمنT بأنھ مخمن أكثر كفاءة)More efficient (من
2إذا كان  2Tالمخمن   2

1 2(( ) ) (( ) )E T E T   

1وبصورة خاصة إذا كان كل من  2,T T مخمن غیر متحیز للمعلمة 1فانT2یكون  أكثر كفاءة منT  إذا كان
1 2( ) ( )Var T Var T

إذا لم یوجد مخمن ) Most efficient(بأنھ المخمن الأكثر كفاءة Tیقال عن المخمن. مخمن للمعلمة Tلیكن) 2(
Tمثل  أخر    2بحیث أن 2(( ) ) (( ) )E T E T    

یكون  المخمن الأكثر كفاءة  إذا لم یوجد مخمن Tفان مخمن غیر متحیز للمعلمة Tوبصورة خاصة إذا كان 
Tأخر مثل   بحیث أن( ) ( )Var T Var T 

ذا كان تباینھ ینطبق إكفوء للمعلمة بأنھ مخمن Tیقال عن المخمن. مخمن غیر متحیز للمعلمة Tلیكن) ) 3(
)كرامیر ، أي أن -مع الحد الأدنى لراو ) . . .Var T R C L B .

)یرمز لھ بالرمز Tالكفاءة إلى . مخمن غیر متحیز للمعلمة Tلیكن) ) 4( )eff T وتعرف بالصیغة
. . .

( )
( )

R C L B
eff T

Var T


)وإذا كان   ) 1eff T  وانlim ( ) 1
n

eff T


 فان الكفاءة تسمى بالكفاءة المحاذیة ،.

)58(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn بالمعلمة بواسون توزیع من . ھل أنX للمعلمة مخمن كفوء.

: الحل 

~)(بما أن  pX فان( ; ) , 0,1, 2,
!

x e
f x x

x




  

2

2 2
ln ( ; ) ln ( ; ) 1 ln ( ; ) ln( ) ln ln !

!

xx x e
f x f x f x x x

x

    
   

 
         

 
2

2 2 2 2

( ) 1
( log ( ; )) ( )

x E x
E f x E


   


       


( ) 1 ( )       
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2

2

2

( ( )) 1
. . . ( ( ))

1
( )( log ( ; ))

R C L B
nnnE f x

   
 


  

  


( ) 1 ( ) . . .eff X Var X R C L B
n


    وعلیھX مخمن كفوء للمعلمة

)59.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn 2الطبیعيالتوزیع من( , )N   . الكفاءة لكل من المخمنات غیر جد

,2المتحیزة إلى كل من  .
: الحل 

بما أن 
2

2

1
( )

2 22

2

1
( ; , ) , ~ ( , )

2

x

f x e x X N


   


 
     

2
2

1
( )

2 22
22

1 1 1
ln ( ; , ) ln( ) ln 2 ln ( )

2 22

x

f x e x


    


 
     

وان Xھو المخمن غیر المتحیز إلى ) 1(
2

( )Var X
n




2
2 2

2 2 2

1 1
ln ( ; , ) ln ( ; , ) 0 0 ( )f x f x x    

   
 

       
 

2
2

2 2 2

1 1
( ln ( ; , )) ( )E f x E 
  


    


)2أنبما  ( )) 1 ( ) 1 ( )           
2 2

2
2

22

( ( )) 1
. . . ( ( ))

1
( )( ln ( ; , ))

R c L B
nnnE f x

   
  


  

   


2

( ) 1 ( ) . . . ( ( ))eff X Var X R C L B
n

      وعلیھX مخمن كفوء للمعلمة. وبالمثل نجد

.  2المخمن الكفوء إلى 
)60.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من( ; )f x  ولیكن ،T مخمن كفوء

aTھل أن . للمعلمة  b مخمن كفوء للمعلمةa b  حیث,a bثوابت.
:الحل 

. مخمن كفوء للمعلمة Tبما أن 
2

2 2

2 2

( ( )) 1
( ) ( ) . . . ( )

( log ( ; )) ( log ( ; ))
Var T Var T R C L B

nE f x nE f x

  
 

 


    

 
 

 
Zلیكن  aT b 2( ) ( ) ( )Var z Var a b a Var T   

2ولیكن  2( ( )) ( ) ( )a a a b            
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2 2
2

2 2

2 2

( ( ))
( ( ) ( ) ( )

( log ( ; )) ( log ( ; ))

a
RCLB a Var T Var Z

nE f x nE f x

  
 

 


    

 
 

 
Z aT b لمة مخمن كفوء للمعa b .

MVUEُ(Minimum Variance Unbiased Estimator(المخمن غیر المتحیز ذو اقل تباین 
)61.2(تعریف

.بأنھ مخمن غیر متحیز ذو اقل تباین ویرمز لھ بالرمز للمعلمة Tعن المخمن یقال . .M V U E إذا كان
)1(T مخمن غیر متحیز للمعلمة أي أن ،( )E T .
)2(T یمتلك اقل تباین من بین تباینات المخمنات الأخرى غیر المتحیزة للمعلمة.

)62.2(مبرھنة 
المخمن غیر المتحیز ذو اقل تباین یكون وحید

: البرھان 
1لیكن   2,T T مخمنان غیر متحیزان وبأقل تباین للمعلمة . 1أننبرھن على أنیجب 2T T

1 2( ) ( )E T E T    1وكذلك 2( ) ( )Var T Var T

1لیكن  2

1
( )

2
T T T 1 2 1 2

1 1 1
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

2 2 2
E T E T T E T E T          

T  مخمن غیر متحیز للمعلمة

1وكذلك  2 1 2 1 2

1 1
( ) ( ) ( ( ) ( ) 2 ( , )

4 4
Var T Var T T Var T Var T Cov T T    

1ولكن 2 1 2( , ) ( ) ( )Cov T T Var T Var T  حیث 1یمثل معامل الارتباط البسیط بین 2,T T وعلیھ

1 2 1 2

1
( ) ( ( ) ( ) 2 ( ) ( )

4
Var T Var T Var T Var T Var T    1ولكن 2( ) ( )Var T Var T فان ،

1 1 1

1 1
( ) (2 ( ) 2 ( ) (1 ) ( )

4 2
Var T Var T Var T Var T    

)1أنبما  ) ( )Var T Var T 1لانT 1وعلیھ فان . المخمن غیر المتحیز ذو اقل تباین 1

1
( ) (1 ) ( )

2
Var T Var T 

1وھذا یؤدي إلى  
1 1 (1 )

2
     1ولكن 1   1وعلیھ 1وھذا یعني أن 2,T T مرتبطان بعلاقة

1خطیة تامة من الشكل  2T a bT  حیث أن,a b ثوابت حقیقیة لا تعتمد على قیاسات العینة وإنما تعتمد على قیمة
الآن. تناقضالمعلمة 

1 2 2(1) ( ) ( ) ( )a b E T E a bT a bE T       
2وكذلك  2 2

1 2 2 11 1 ( ) ( ) ( ) ( )b b Var T Var a bT b Var T b Var T       

1لكن طالما أن   1فذلك یعني أن 2,T T أنمرتبطین بعلاقة خطیة تامة موجبة ، أيb تكون مساویة أنیجب
1bللواحد    بالتعویض عن قیمة ،b 0، نحصل على ) 1(في المعادلةa  . 1وعلیھ 2T Tوھو المطلوب.

ملاحظة 
.یرمز لھ بالرمز لوحدانیة المخمن غیر المتحیز ذو اقل تباین للمعلمة  . . .U M V U E
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Rao-Black Wellاو بلاك ویل ر)  63.2(مبرھنة
X,لیكن  Y 2متغیران عشوائیان بحث أن( ) , ( ) YE Y Var Y   ولیكن( | ) ( )E Y X x m x  فان

)1 (( ( ))E m x )2  (2( ( )) YVar m x 
:البرھان

)1(
( ( )) ( ( | )) ( )E m x E E Y X x E Y    

)2(
2 2 2( ) (( ( )) ) (( ) ) (( ( )) ( ( ) )) )V ar Y E Y E Y E Y E Y m x m x        
2 2( ) (( ( )) 2 (( ( ))( ( ) )) ( ( ) ) )V ar Y E Y m x E Y m x m x E m x       
2( ) (( ( )) 2 (( ( ))( ( ) )) (( ( ))V ar Y E Y m x E Y m x m x V ar m x     

))ولكن  ( ))( ( ) )) 0E Y m x m x   .سنبرھن في حالة المتغیران العشوائیانYX من النوع المستمر وبالمثل ,
YXنبرھن في حالة المتغیران العشوائیان .من النوع المبعثرة,

( ( )) ( | ) ( | ) ( ))( | )y m x f y x dy yf y x dy m x y x dy
  

  

    

( ( )) ( | ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( ) 0y m x f y x dy E Y X x m X y x dy m x m X
 

 

       

(( ( ))( ( ) )) ( ( ))( ( ) ) ( , )E Y m x m x Y m x m x f x y dydx 
 

 

     

1(( ( ))( ( ) )) (( ( ) )( ( ( )) ( | ) ) ( )E Y m x m x m x Y m x f y x dy f x dx 
 

 

     

)ولكن  ( )) ( | ) 0Y m x f y x dy




  وعلیھ(( ( ))( ( ) )) 0E Y m x m x    وھذا یؤدي إلى
2( ) (( ( )) (( ( ))V ar Y E Y m x V ar m x   2ولكن(( ( )) 0E Y m x  2وعلیھ( ( )) YVar m x 

) 64.2(مثال
1لیكن  2 3 4 5Y Y Y Y Y    0)من التوزیع المنتظم في الفترة 5تمثل القیم المرتبة لعینة  عشوائیة حجمھا, )

.                ؟ مع البرھانن غیر متحیز للمعلمة مخم32Yھل أن ) 1(
)درجات5.      (؟ مع البرھان مؤثر إحصائي كافي كما في للمعلمة 5Yھل أن ) 2(
3قارن بین تباین كل من ) 3( 3 5 52 , (2 | )Y E Y Y y)                        .5درجات(

: الحل 
~),(إذا كان  bauX  1فان

( ) ,f x a x b
b a

  


1وعلیھ 
( ; ) , 0f x x 


  .

0

1
( ) ( ; )

x x x
F x f u du du

 

   
فان kYتمثل دالة الكثافة الاحتمالیة للمتغیرkgإذا كانت 
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1!
( ) ( ( )) (1 ( )) ( ) , 0

( 1)! ( )!
k n k

k k k k k k

n
g y F y F y f y y

k n k
    

  

3 1 5 3 2 23 3
3 3 3 3 35

5! 1 30
( ) ( ) (1 ) ( ) , 0

(3 1)! (5 3)!

y y
g Y y y y 

   
      

  

2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 35

0 0

30 1
( ) ( ) ( )

2
E y y g y dy y y y dy

 

 


     

3 3

1
(2 ) 2 ( ) 2( )

2
E Y E Y    

32Y غیر متحیز للمعلمة مخمن
4

5 1 5 5 4 5
5 5 5 5 5 5 5 55

5!
( ; ) ( ( )) (1 ( )) ( ) 5( ( )) ( ) 5 , 0

(5 1)! (5 5)!

y
g y F y F y f y F y f y y 


      

  
5

5~
1 1

1 1
( ; ) ( ; )

n

i
i i

f x f x 
  

   

5
~

5 5 1 2 54 4 4~
5 5 5 5 1 2 5

5

1
( ; ) 1 1

( ; | ) ( , , , )
( ; ) 5 5(max( , , , ))

5

f x
f x Y y h x x x

g y y y x x x

 




      


5Y  مؤثر إحصائي كافي للمعلمة.
)Lehmann-Scheffe(مبرھنة لھمن شفي )65.2(مبرھنة 

1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnدالة الكثافة الاحتمالیة لھ من توزیع( ; )f x  . ولیكن
1 2( , , , )nT t X X X  للمعلمة وكامل مؤثر إحصائي كافي  فانھ یوجد ،. . . .U M V U E للمعلمة.

: البرھان 
Tلتكن    لیس دالة إلى (مخمنT ( مخمن غیر متحیز للمعلمة.
)نفرض  ) ( | ))m t E T T t  .بلاك ویل ، نحصل-راوباستخدام مبرھنة

( ( )) , ( ( )) ( )E m t Var m t Var T  
( )m t  مخمن غیر متحیز للمعلمةولھ اقل تباین ، أي أن( )m t ھو. . .M V U E

)نفرض : لبرھان الوحدانیة  )k t مخمن أخر غیر متحیز للمعلمة وتباینھ اقل من تباینTأي أن ،
( ( )) , ( ( )) ( )E k t Var k t Var T 

( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) 0E m t k t E m t E k t       
)تعود للعائلة المتكاملة ، فان Tولكن دالة الكثافة الاحتمالیة إلى  ) ( ) ( ) ( ) 0m t k t m t k t   .

ملاحظة 
.أي لإیجاد (غیر المتحیز ذو التباین الصفیر والوحید  لإیجاد المخمن . . . .U M V U E ( ھنالك أسلوبان ھما

نجد مؤثر إحصائي كافي وكامل ومن ثم نجد دالة لھذا المؤثر بحیث تكون مخمن غیر : باستخدام مبرھنة لھمن شفي :أولا
.متحیز ویكون ھو  . . . .U M V U E

تعتمد على، أي إذا وجدت دالة  كرامیر-المساواة في متراجحة راوإذا تحققت : كرامیر–باستخدام متراجحة راو :ثانیا 
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, nمثل( , )k n بحیث أنln ( ; ) ( , )( ( ))
n

i
i

f x k n T   



 

فان ،T یكون. . . .U M V U E إلى( ) .

.والأمثلة التالیة توضح ذلك
) 66.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnبواسون بالمعلمة من توزیع . ھل یوجد. . . .U M V U E

.للمعلمة 
:الحل 

)وان ) 46.2راجع مثال (بما أن دالة الكثافة الاحتمالیة للتوزیع الآسي تعود للعائلة الآسیة  )i id X X فان ،

1 1

( )
n n

i i
i i

T d X X
 

   49.2راجع مبرھنة(مؤثر إحصائي كافي وكامل.(

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i i
i i i

E T E X E X n 
  

     

1نضع  1 1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )E m T E T E T n m T T

n n n n
      

وعلیھ باستخدام مبرھنة لھمن شفي ، نحصل على  
1

1 1
( )

n

i
i

m T T X X
n n 

    ھو. . . .U M V U E للمعلمة.

طریقة أخرى 

lnبما أن  ( ; ) ln( ) ln ln ! ( ; ) , 0,1,2, ~ ( )
! !

x xe e
f x x x f x x X P

x x

      
 

       

1 1 1 1

1 1
ln ( ; ) ( 1) ( ) ln ( ; ) 1

n n n n
i

i i
i i i i

X n x
f x X n X f x

n
  

        

 
         

    

1

1 n

i
i

X X
n 

   ھو. . . .U M V U E للمعلمة.

) 67.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnبرنولي  بالمعلمة من توزیعP .وجد ھل ی. . . .U M V U E

.Pللمعلمة 
: الحل 
~بما أن ( )X br P  1فان( ; ) (1 ) , 0,1x xf x P P P x  

ln( )
1( ; ) (1 )( ) (1 )

1

p
x

x pp
f x P P P e

p
    


)وعلیھ  ) 1 , ( ) 1, ( ) ln , ( )

1

p
a p p b x c p d x x

p
    



دالة الكثافة( ; )f x p وان تعود للعائلة الآسیة ،( )i id X X فان ،
1 1

( )
n n

i i
i i

T d X X
 

   مؤثر إحصائي

).49.2راجع مبرھنة(كافي وكامل 

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i i
i i i

E T E X E X p np
  

     
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1نضع  1 1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )E m T E T E T np p m T T

n n n n
     

وعلیھ باستخدام مبرھنة لھمن شفي ، نحصل على 
1

1 1
( )

n

i
i

m T T X X
n n 

    ھو. . . .U M V U E للملمةp.

طریقة أخرى 
~بما أن ( )X br P  1فان( ; ) (1 ) , 0,1x xf x P P P x  

11
ln ( ; ) ln ( ; ) ln (1 ) ln (1 ) ln(1 )

1
x xx x

f x p f x P P P x p x P
p p p

 
         

 

1 1 1 1

1 1 1
ln ( ; ) ( ) ( )

1 (1 ) 1 (1 )

n n n n
i i

i i
i i i i

X X n n
f x p X X p

p p p p p p p p n   


       

       

1

1 n

i
i

X X
n 

   ھو. . . .U M V U E للملمةp.

) 68.2(مثال
1لیكن  2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn من التوزیع الھندسي بالمعلمةP . ھل یوجد. . . . .U M V U E   إلى

. معدل المجتمع
:الحل 

1معدل المجتمع ھو التوقع ، أي أن 
( )

P
E X

P




)وان ) 47.2راجع مثال (بما أن دالة الكثافة الاحتمالیة للتوزیع الآسي تعود للعائلة الآسیة  )i id X X فان ،

1 1

( )
n n

i i
i i

T d X X
 

  49.2راجع مبرھنة(ئي كافي وكامل مؤثر إحصا.(

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

n n n

i i
i i i

p p
E T E X E X n

p p  

   
   

1نضع  1 1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

p p
E m T E T E T n m T T

n n n p p n
     

 

وعلیھ باستخدام مبرھنة لھمن شفي ، نحصل على  
1

1 1
( )

n

i
i

m T T X X
n n 

    ھو. . . .U M V U Eلمعدل المجتمع.

طریقة أخرى 
~بما أن ( )X g P فان( ; ) (1 ) , 0,1,2,xf x P P P x   

1
ln ( ; ) ln ( ; ) ln (1 ) ln ln(1 )

1
xx

f x p f x P P P p x P
p p p


        

 

1 1 1 1

1 1 1 1
ln ( ; ) ( ) ( )

1 1 1

n n n n
i

i i
i i i i

X n n p
f x p X X

p p p p p p n p   

 
        

      

1

1 n

i
i

X X
n 

   ھو. . . .U M V U Eلمعدل المجتمع.

)69.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاn التوزیع الآسي بالمعلمة من . جد. . . .U M V U E للمعلمة.
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: الحل 
)وان ) 45.2راجع مثال (بما أن دالة الكثافة الاحتمالیة للتوزیع الآسي تعود للعائلة الآسیة  )i id X X فان ،

1 1

( )
n n

i i
i i

T d X X
 

   49.2راجع مبرھنة(مؤثر إحصائي كافي وكامل.(

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i i
i i i

E T E X E X n 
  

     

1نضع  1 1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )E m T E T E T n m T T

n n n n
      

وعلیھ باستخدام مبرھنة لھمن شفي ، نحصل على  
1

1 1
( )

n

i
i

m T T X X
n n 

    ھو. . . .U M V U E للمعلمة.

طریقة أخرى 

1بما أن  1
ln ( ; ) ln( ) ln ( ; ) , 0 ~ exp( )

x xx
f x e f x e x X    

  
 

         

2 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1
ln ( ; ) ( ) ( ) ln ( ; )

n n n n
i

i i
i i i i

X n n x
f x X X f x

n
  

           

 
           

    

1

1 n

i
i

X X
n 

   ھو. . . .U M V U E للمعلمة.

)70.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X Xحجمھا عینة عشوائیةn 1لھ دالة الكثافة الاحتمالیة توزیع  من( ; ) ,0 1f x x x     . جد

. . . .U M V U E 1إلى


.

: الحل 
1بما أن   1ln ( ; ) ln( ) ln ( 1) ln ( ; ) ,0 1f x x x f x x x              

1 1 1 1

1 1 1 1
ln ( ; ) ( ln ) ln ( ln ) ln ( ; ) ln

n n n n

i i i
i i i i

n
f x X X n X f x x

n
 

        

 
           

    

1

1
ln

n

i
i

X
n 

  ھو. . . .U M V U E 1إلى


.

)71.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 0)التوزیع  الطبیعي من, )N . جد. . . .U M V U E إلى  تباین ھذا

.المجتمع
: الحل 

)2، أي أن 2المجتمع ھو تباین )Var X   

بما أن بما أن 
21

21
( ; ) , ~ (0, )

2

x
f x e x X N 




     

21وعلیھ  1 1
( ) , ( ) , ( ) , ( )

22
a b x c d x x 

 
    
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دالة الكثافة( ; )f x  2تعود للعائلة الآسیة ، وان( )i id X X 2، فان

1 1

( )
n n

i i
i i

T d X X
 

   مؤثر إحصائي

).49.2راجع مبرھنة(كافي وكامل 
2بما أن بما أن  2( ) ( ) ( ( )) 0 ( ) 0, ( ) ~ (0, )E X Var X E X E X Var X X N           

2 2

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i i
i i i

E T E X E X n 
  

     

1نضع  1 1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )E m T E T E T n m T T

n n n n
      

2خدام مبرھنة لھمن شفي ، نحصل على  وعلیھ باست

1

1 1
( )

n

i
i

m T T X
n n 

    ھو. . . .U M V U Eلتباین المجتمع.

)72.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn التوزیع  الطبیعي من( ,1)N . جد. . . .U M V U E 2كل من إلى, 

: الحل 

بما أن بما أن 
2 2 21 1 1

( )
2 2 2

1 1
( ; ) , ~ ( ,1)

2 2

x x x
f x e e x X N

  
 

 
    

      

وعلیھ 
2 21 1

2 2
1

( ) , ( ) , ( ) , ( )
2

x
a e b x e c d x x


  


 

   

دالة الكثافة( ; )f x  تعود للعائلة الآسیة ، وان( )i id X X فان ،
1 1

( )
n n

i i
i i

T d X X
 

   مؤثر إحصائي

).49.2راجع مبرھنة(كافي وكامل 
)بما أن بما أن  ) , ( ) 1 ~ ( ,1)E X Var X X N   

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i i
i i i

E T E X E X n 
  

     

1نضع  1 1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )E m T E T E T n m T T

n n n n
      

وعلیھ باستخدام مبرھنة لھمن شفي ، نحصل على  
1

1 1
( )

n

i
i

m T T X X
n n 

    ھو. . . .U M V U E للمعلمة.

1 1 1

( ) ( ) ( ) 1
n n n

i i
i i i

Var T Vat X Var X n
  

      2وكذلك 2 2 2( ) ( ) ( ( ))E T Var T E T n n    

نضع 
2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

1 1
( ( )) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )

T n T n
E k T E E T n n n n k T

n n n n
  

        

وعلیھ باستخدام مبرھنة لھمن شفي ، نحصل على  
2

2 1
2 2

( )
1

( ) ( )

n

i
i

X n
k T T n

n n



  


.ھو   . . .U M V U E 2للمعلمة.
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)73.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn التوزیع  الطبیعي من( , )N   جد دالة إلىتباین المخمن بحیث أن

.كرامیر –غیر المتحیز لھا ینطبق مع الحد الأدنى لراو 
: الحل 

بما أن أنبما 
21

( )
21

( ; ) , ~ ( , )
2

x
f x e x X N


  



 
     

21
( ) 221 1 1 1

ln ( ; ) ln( ) ln 2 ln ( )
2 2 22

x
f x e x


   



 
     

2 2

2 2

1 ( ) 1 1
ln ( ; ) 0

2 2 2 2 2

x x x
f x

 
     
  

       


2
2 2 2

2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1
ln ( ; ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2

n n n n
i

i i i
i i i i

X n n n
f x X X

n
  

        


         

   

)ھي  لدالة إلى ا ) (1 )     2وعلیھ

1

1 n

i
i

X
n 
 ھو. . . .U M V U E إلى( ) (1 )     .

)74.2(مثال
1لتكن 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn توزیع  لھ دالة الكثافة الاحتمالیة من

11
( ; ) ,0

( 1)

xx
f x e x

 


   


 .

.جد  . . .U M V U E إلى( 2)(2 3)
( )

1

  


 



.

: الحل 
بما أن  

1 11 1
ln ( ; ) ln( ) ln( 1) ln ln( 1) ( ; ) ,0

( 1) ( 1)

x xx x x
f x e x f x e x    

    
  

           
 

2 2
1 1

1 1 1 1
ln ( ; ) ( ) ln ( ; ) 0

1 1

n n
i

i
i i

X x
f x f x 

        

 
         

    

2 2
1 1 1

1 1 (2 1)
ln ( ; ) ( )

1 ( 1)

n n n

i i i
i i i

n n n
f x X X

n

 
       

 
    

    

1

1 n

i
i

X X
n 

 ھو. . . .U M V U E 2)إلى 1)

1

 





2 2( 2)(2 3) 2 7 6 2 6 6 (2 1) 6( 1) (2 1)
( ) 6

1 1 1 1 1

            
    

          
     

    

6Xوعلیھ   ھو. . . .U M V U E إلى( 2)(2 3)
( )

1

  


 



.
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التخمین بنقطة تمارین 
1لتكن) 1( 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn المنتظم في الفترة توزیع المن( 3 , 3 )     . جد

. .m e إلى,  .ثم جد المخمنات لھذه المعلمات بطریقة العزوم.
1لیكن ) 2( 2 3Y Y Y 0)من التوزیع المنتظم في الفترة 3شوائیة حجمھا تمثل القیم المرتبة لعینة ع, ) برھن

1المخمنات أنعلى  2 3

4
4 , 2 ,

3
Y Y Y غیر متحیزة إلىمن ھذه المخمنات لثم جد التباین لك

2مخمن غیر متحیز إلى المعلمة 2Tأنھل . متحیز إلى المعلمة مخمن غیر Tإذا كان ) 3(
1لتكن) 4( 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnبواسون بالمعلمة من توزیع

1أنھا ) ا(
1

( )

n

i
i

Xn

n

 مخمن غیر متحیز إلىe 

1أنھا ) ب( 11
( ) (1 )

1

n

i
i

n

iX
i

X
n

n n
 






1)مخمن غیر متحیز إلى  )e  

1لتكن) 5( 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnتوزیع برنولي بالمعلمةمنP . أنھل( 1)

( 1)

Y Y

n n




مخمن غیر

، علما بان  2Pمتحیز  إلى 
1

n

i
i

Y X



1لتكن) 6( 2, , , nX X Xة حجمھاعینة عشوائیnلھ دالة الكثافة الاحتمالیة  من توزیع

1
( )1

( ; , ) exp( ), , 0
xx

f x e x


  
 

 
     

أنبرھن على 

^

^

^

1

1
^ ^ ^

1
1

1

1

1
log( ),

i

i

i

xn

x in
i

xni

i

x e
e X

n
e







  










   





1لتكن) 7( 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnة الاحتمالیة  لھ دالة الكثافمن توزیع
( ) ( )( ; ) exp( ), , 0x xf x e e x           

1كرامیر لتباین المخمن غیر المتحیز لكل من المعلمات –جد الحد الأدنى لراو ) ا(
,


.

كرامیر؟ بین ذلك مع–دنى لراو ، بحیث انھ یوجد مخمن غیر متحیز تباینھ یتطابق مع الحد الأھل توجد دالة إلى ) ب(
البرھان

1لتكن) 8( 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnلھ دالة الكثافة الاحتمالیة  من توزیع

(1 )
( ; , ) , 0 , 0

(1 )
f x x

x 

       


1كل من المعلمات كرامیر لتباین المخمن غیر المتحیز ل–جد الحد الأدنى لراو 
,


.
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1لتكن) 9( 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnبیتا من توزیع( , 2)  . آنبرھان على
1

n

i
i

T X


 مؤثر

.إحصائي كافي للمعلمة 
1لتكن) 10( 2, , , nX X Xعینة عشوائیة حجمھاnلھ دالة الكثافة الاحتمالیة  من توزیع

1
( ; , ) ,

2
xf x e x       

.ھل یوجد . . .U M V U E للمعلمة ؟.
1كنلت) 11( 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاnالتوزیع الطبیعي من( , )N   . الأعظمھل یوجد مخمن الترجیح

؟ بین ذلك مع البرھانإلى
1لتكن)12( 2, , , nX X Xائیة حجمھا عینة عشوnالتوزیع الطبیعي من( ,1)N  . ھل یوجد مخمن غیر متحیز إلى

( 0)P X ؟ بین ذلك مع البرھان
)متغیر عشوائي لع التوزیع المنتظم  في الفترة Xلیكن )  13( , 1)   . بین فیما إذا كانت  دالة الكثافة للمتغیر

. تعود للعائلة المتكاملة  أم لا ؟ مع البرھانXالعشوائي
1لتكن) 14( 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 4)كاما توزیع  من, . جد. . . .U M V U Eكل من إلى معدل ،

.وتباین المجتمع
1لیكن ) 15( 2 3Y Y Y  من توزیع لھ دالة الكثافة الاحتمالیة3تمثل القیم المرتبة لعینة عشوائیة حجمھا

1

2
1 2 1 1 2

2

1
( ; , ) , , , 0

x

f x e x


    





          

1ولیكن  1 2 2 3 1 2 3, ,Z Y Z Y Z Y Y Y     . 1برھن على أن 3,Z Z1مؤثرات إحصائیة كافیة مشتركة للمعلمات 2,  .
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Interval Estimationالتخمین بفترة . 3
وإنما نرغب في إیجاد لمعلمة مجھولة مثل )  قیمة واحدة فقط (تخمین نرغب في إیجاد في بعض الأحیان قد لا

نلاحظ تلك المعلمة خلالھا بدرجة ثقة معینة ، وھذا ما نسمیھ التخمین بفترة وان تلك الفترة التي أنفترة یتوقع 
)Confidence Interval(نحصل علیھا تسمى فترة ثقة 

Random Intervalsائیة  الفترات العشو
)1.3(تعریف 

.)Random Interval(متغیرا عشوائیا  تسمى بالفترة العشوائیة) أطرافھا(الفترة التي على الأقل إحدى نھایتھا 
)2.3(مثال 

1لو فرضنا )1( 4X  1فان 4 1 4X X X       4على العدد وعلیھ الفترة العشوائیة التي تحتوي
ھي 

1 4 4 4 4 4 4 4 ( ,4 )X X X X X X X         
4وان طول الفترة العشوائیة ھو  3L X X X  واحتمال أن الفترة العشوائیة( , 4 )X X 4تحتوي على النقطة

}ھو  4 4 } {1 4}P X X P X      
0لو فرضنا )2( 1X  0فان 1 0 1X X X       ھي 1وعلیھ الفترة العشوائیة التي تحتوي على العدد

0 1 0 1 1 1 1 1 ( , 1)X X X X X X X             
1وان طول الفترة العشوائیة ھو  1L X X     واحتمال أن الفترة العشوائیة( , 1)X X  1تحتوي على النقطة

}ھو  1 1} {0 1}P X X P X       

)3.3(مثال 
~2لیكن  (16)X  . ما ھو احتمال أن الفترة العشوائیة( ,3.3 )X X ثم جد توقع طول تلك 26.3تحتوي على النقطة

الفترة 
:الحل 

26.3 3.3 ( 26.3) (26.3 3.3 ) ( 23.6) (7.97 ) 7.97 26.3X X X X X X X            
{ 26.3 3.3 } {7.97 26.3} { 26.3} { 7.97}P X X P X P X P X          

}نحصل على  16كاي  بدرجات حریة من جداول توزبع مربع 26.3} 0.95, { 7.97} 0.05P X P X   
0.95 0.05 0.9   ( ) (2.3 ) 2.3 ( ) 2.3 16 36.8 3.3 2.3E L E X E X L X X X        

)4.3(مثال 
~2لیكن  (0, )X N  . ما ھو احتمال أن الفترة العشوائیة( , 10 )X Xتحتوي على النقطة ثم جد توقع طول تلك

الفترة 
:الحل 

10 ( ) ( 10 ) ( ) ( )
10 10

X X X X X X X
                 

{ 10 } { } { } { } { } { }
10 10 10 10

P X X P X P X P X P X P X
                         

1
2 { } 1 2 { } 1 2 { 1} 2 { }

10 10

X X
P X P X P P

 
 

         
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}من جداول التوزیع الطبیعي القیاسي نحصل على   1} 0.841, { 0.1} 0.54P Y P Y   

2 0.841 2 0.54 0.602      10ة ھو  وان طول الفترة العشوائی 9L X X X  
2

2

1

2

2

1 2
( ) 9 ( ) 9 ( ) 9 9

2

x

E L E X X f x dx X e dx 


  

 

    
)5.3(تعریف 

1لیكن  2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn لھ دالة الكثافة الاحتمالیة ) توزیع(مسحوبة من مجتمع( , )f x  ولیكن
1كل من  1 1 2 2 2 1 2( , , , ), ( , , , )n nu u x x x u u x x x   یقال عن الفترة العشوائیة . مؤثرا إحصائیا

)1 (1[ , )u  بأنھا فترة ثقة بنھایة واحدة دنیا للمعلمة 1مع معامل ثقة   1إذا كان{ } 1P u     ،
0 1  1وانu یسمى حد الثقة الأدنى للمعلمة 1مع معامل ثقة  .

)2(2( , ]u بأنھا فترة ثقة بنھایة واحدة علیا للمعلمة1مل ثقة مع معا   2إذا كان{ } 1P u    ،
0 1  2وانu یسمى حد الثقة الأعلى للمعلمة 1مع معامل ثقة  .

)3(1 2[ , ]u u بأنھا فترة ثقة بنھایتین  للمعلمة 1مع معامل ثقة   1إذا كان 2{ } 1P u u     ،0 1 

1وان  2,u u یسمیان  حدي الثقة ا للمعلمة 1مع معامل ثقة  .
. وسوف نركز اھتمامنا ھنا على حساب فترات الثقة لمعالم مجتمع طبیعي وخصوصا مایتعلق الأمر بالوسط والتباین 

confidence Intervals for Meanفترات الثقة للمعدل 
1لیكن  2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 2من التوزیع الطبیعي( , )N   . ھنالك حالتین لإیجاد فترات

1باحتمالیة الثقة للمعدل   . ھما

1باحتمالیة معلوما، فان فترة الثقة للمعدل 2إذا كان التباین :أولا   ھي
1 1

2 2

( , )X Z X Z
n n

 
 

 
 

1أي أن  2
1 1

2 2

u X Z u X Z
n n

 
 

 
    وان

1
2

Z 


1القیمة المقابلة للجدولیة باحتمال 
2


 في التوزیع

.الطبیعي القیاسي 
: البرھان 

2
2( )

~ (0,1) ~ ( , ) ~ ( , ), 1, 2, , ,i

n X
Z N X N X N i n

n

   



    

a,من جداول التوزیع الطبیعي القیاسي فانھ یوجد  b بحث أن{ } 1P a Z b     بما أن التوزیع متماثل ،
a b   وعلیھ{ } 1P b Z b     

{ } 1 2 { } 1 1
2

P Z b P Z b
          . نضع

1
2

b Z 




( )n X
b Z b b b X b X b

n n

  



           

1باحتمالیة غیر معلوم، فان فترة الثقة للمعدل 2إذا كان التباین : ثانیا   ھي
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1 1
2 2

( ( 1), ( 1))
S S

X t n X t n
n n

 
 

   

1أي أن  2
1 1

2 2

( 1), ( 1)
S S

u X t n u X t n
n n

 
 

      وان
1

2

( 1)t n


 القیمة المقابلة للجدولیة باحتمال

1
2


  في توزیعt 1بدرجات حریةn .

:البرھان 
2

2( )
~ ( 1) ~ ( , ) ~ ( , ), 1, 2, , ,i

n X
T t n X N X N i n

S n

   
     

{ } 1P b T b     { } 1
2

P T b


   

( )n X S S
b T b b b X b X b

S n n

 
           

)6.3(مثال 
1لیكن  2 20, , ,X X X من التوزیع الطبیعي 20عینة عشوائیة حجمھا( ,80)N  . إذا كان الوسط الحسابي للعینة
81.2Xھو   .  فترة ثقة للمعدل % 80جد باحتمال.

: الحل 
1 0.9 0.2 1 0.8

2

         من جداول التوزیع الطبیعي القیاسي ، نحصل على

0.9
1 1

2 2

80
1.282 2.569 1.282

20
Z Z Z

n
 


 

     

1 2
1 1

2 2

81.2 2.569 78.636, 81.2 2.569 83.64u X Z u X Z
n n

 
 

 
         

بان الوسط الحسابي للمجتمع الذي سحبت منھ ھذه 0.8أي أن ھناك احتمال . (78.636,83.64)وعلیھ فترة الثقة ھي 
83.64، 78.636العینة یقع بین القیمتین 

)7.3(مثال 
1لیكن  2 10, , ,X X X 2من التوزیع الطبیعي 10عینة عشوائیة حجمھا( , )N   . 3.22إذا كان, 1.17X S  .

.الذي سحبت منھ ھذه العینة  لمعدل المجتمع %  95جد فترة ثقة  باحتمال  
:الحل 

1 0.975 0.05 1 0.95
2

         من جداول توزیعt نحصل على 9بدرجات حریة ،

0.975
1

2

( 1) (9) 2.262t n t


  
1

2

1.17 1.17
( 1) 2.262 2.262 0.837

3.16210

S
t n

n



      

1 2
1 1

2 2

( 1) 3.22 0.837 2.383, ( 1) 3.22 0.837 4.057
S S

u X t n u X t n
n n

 
 

           
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بان الوسط الحسابي للمجتمع الذي سحبت منھ ھذه 0.95أي أن ھناك احتمال . (2.383,4.057)وعلیھ فترة الثقة ھي 
4.057، 2.383ین القیمتین العینة یقع ب

ملاحظة
لا یكون Xولكن ) . Error(بدون خطا یعطى تقدیرا للمعدل Xفي منتصف الفترة معنى ذلك أن إذا وقعت

بكمیة اقل من یختلف عن Xبل یختلف لذلك فان مساویا إلى  
1

2

Z
n





وفي كثیر من الأحیان یكون اھتمامنا 

بحیث أن  nوفي ھذه الحالة فأننا نختار) e(بحجم العینة التي تعطینا كمیة معلومة من الخطأ 
1

2

e Z
n





 وعلیھ

2

1
2

( )n Z
e 



 وفي حالة غیر معلومة فإننا نعوض عنھا  بS 2، أي أن

1
2

( )
S

n Z
e 


.

)8.3(مثال 
بأقل من Xیختلف عن بان الوسط الحسابي للمجتمع % 95العینة التي نختارھا لنكون على ثقة ما ھو حجم

؟ 0.3علما بان الانحراف القیاسي للمجتمع 0.6
: الحل 

1 0.975 0.05 1 0.95
2

        صل على من جدول التوزیع الطبیعي القیاسي نح

0.975
1

2

1.96Z Z


 2 2

1
2

0.3
( ) ( 1.96) 96.04

0.06
n Z

e 



   

confidence Intervals for Varianceفترات الثقة للتباین 
1لیكن  2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 2من التوزیع الطبیعي( , )N  .حالتین لإیجاد فترات ھنالك

1باحتمالیة 2الثقة للتباین    . ھما
1باحتمالیة 2معلوما، فان فترة الثقة للتباین  المجتمع ) متوسط(إذا كان معدل :أولا   ھي

2 2

1 1
2 2

1
2 2

( ) ( )
( , )

( ) ( )

n n

i i
i i

X X

n n 

 

 
 



  

أي أن 
2 2

1 1
1 22 2

1
2 2

( ) ( )
,

( ) ( )

n n

i i
i i

X X
u u

n n 

 

 
 



 
 
 

2وان 

1
2

( )n


1القیمة المقابلة للجدولیة باحتمال 
2


 في

.nتوزیع  مربع كاي بدرجة حریة 
: البرھان 

2
2 2

2
1

( )
~ ( , ), 1, 2, , , ~ ( )

n
i

i
i

X
X N i n Y n


  




 

a,فانھ یوجد nمن جداول توزیع  مربع كاي بدرجة حریة  b بحث أن{ } 1P a Y b     وعلیھ ،
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1
2 2

,a b  


  فان
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2 2 21 1 1 1
2 2 2

1
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1
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i i i in
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i
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  
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


   
            

   


1باحتمالیة 2غیر معلوما، فان فترة الثقة للتباین  المجتمع ) متوسط(إذا كان معدل : ثانیا   ھي
2 2

2 2

1
2 2

( 1) ( 1)
( , )

( 1) ( 1)

n S n S

n n  


 
 

أي أن 
2 2

1 22 2
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( 1) ( 1)
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( 1) ( 1)
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 
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 
2وان 
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( )n


1القیمة المقابلة للجدولیة باحتمال 
2


  في توزیع

1nمربع كاي بدرجة حریة  .
: البرھان 

2 2 2
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n
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

  
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 

)9.3(مثال 
1لیكن  2 10, , ,X X X 0)2من التوزیع الطبیعي10عینة عشوائیة حجمھا, )N  . ولیكن

10
2

1

106.6i
i

X


 .  جد باحتمال

.2فترة ثقة للتباین % 95
: الحل 

1 0.975 0.025 0.05 1 0.95
2 2

           

2 2 2 2
0.975 0.025

1
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بان التباین  للمجتمع الذي سحبت منھ ھذه العینة یقع 0.95أي أن ھناك احتمال . (5.2,32.8)وعلیھ فترة الثقة ھي 
32.8، 5.2بین القیمتین 

)10.3(مثال 
1لیكن  2 9, , ,X X X 2من التوزیع الطبیعي9عینة عشوائیة حجمھا( , )N   . 2ولیكن 7.63S  .  95جد باحتمال %

.2فترة ثقة للتباین 
: الحل 

1 0.975 0.025 0.05 1 0.95
2 2

           

2 2 2 2
0.975 0.025

1
2 2

( 1) (8) 17.5, ( 1) (8) 2.18n n    


      

2 2 2 2

1 22 2 2 2
0.975 0.025

1
2 2

( 1) 8 8 7.63 61.04 ( 1) 8 8 7.63 61.04
3.488, 28

17.5 17.5 2.18 2.18( 1) (8) ( 1) (8)

n S S n S S
u u

n n    


   
         

 

,3.488)وعلیھ فترة الثقة ھي  بان التباین  للمجتمع الذي سحبت منھ ھذه العینة یقع 0.95أي أن ھناك احتمال . (28
28، 3.488بین القیمتین 

confidence Intervals for Differences Meansفترات الثقة للفرق بین المعدلین 
nXXXلیكن  ,,, 21  عینة عشوائیة حجمھاn من مجتمع لھ التوزیع الطبیعي),( 2

11 N ولیكنnYYY ,,, 21 
),(تمع لھ التوزیع الطبیعي من مجmعینة عشوائیة أخرى مستقلة عن الأولى حجمھا  2

22 N . ھنالك حالتین
1لإیجاد فترات الثقة للفرق بین المعدلین   2  1باحتمالیة  . ھما

2إذا كانت :أولا 
2

2
1 , 1معلومتان فان فترة الثقة للفرق بین المعدلین 2  1باحتمالیة  ھي

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1
2 2

(( ) , ( ) )X Y Z X Y Z
n m n m 
   

 
     

أي أن 
2 2 2 2
1 2 1 2

1 2
1 1

2 2

( ) , ( )u X Y Z u X Y Z
n m n m 
   

 
        وان

1
2

Z 


القیمة المقابلة للجدولیة 

1باحتمال 
2


ي في التوزیع الطبیعي القیاس.

: البرھان 
2

21
1 1 1~ ( , ) ~ ( , ), 1,2, , ,iX N X N i n

n


    

2
22

2 2 2~ ( , ) ~ ( , ), 1, 2, ,iY N Y N i m
m


    

2 2
2 1 2

22 2
1 2

( ) ( )
~ (0,1) ~ ( , )

X Y
Z N X Y N

n m

n m

   
 

 

  
     





334ر
Estimation Theoryنظریة التخمین 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

46

a,من جداول التوزیع الطبیعي القیاسي فانھ یوجد  b بحث أن{ } 1P a Z b     بما أن التوزیع متماثل ،

a b   وعلیھ{ } 1P b Z b     { } 1 2 { } 1 1
2

P Z b P Z b
          .

2 2 2 2
2 1 2 1 2

22 2
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نضع 
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b Z 
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 فان
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1 1

2 2

( ) ( )b Z b X Y Z X Y Z
n m n m 
   

 
 

            

2إذا كانت : ثانیا 
2

2
1 ,غیر معلومتان

22إذا كانت ) 1(
2

2
1    1فان فترة الثقة للفرق بین المعدلین 2  1باحتمالیة  ھي

1 1
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(( ) ( ) ( 2) , ( ) ( ) ( 2))P PX Y S t n m X Y S t n m

n m n m 
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SmSn
S YX

P2، وان
XSیمثل تباین العینة الأولى التي حجمھاn 2و
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أي أن .   mالتي حجمھا

1 2
1 1

2 2

1 1 1 1
( ) ( ) ( 2) , ( ) ( ) ( 2)P Pu X Y S t n m u X Y S t n m

n m n m 
 

           

وان 
1

2

( 2)t n m


  1القیمة المقابلة للجدولیة باحتمال
2


 في توزیعt2ت حریة بدرجاn m .

: البرھان 
2

2
1 1~ ( , ) ~ ( , ), 1, 2, , ,iX N X N i n

n

    

2
2

2 2~ ( , ) ~ ( , ), 1,2, ,iY N Y N i m
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    

2
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    
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2 2 2 2 2 2 2
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)2وعلیھ   ) ( )
~ ( 2) ~ ( 2)

1 1
( )

2P

X Y Z
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      


 

2nیة بدرجات حرtمن جداول توزیع   m  فانھ یوجد,a b بحث أن{ } 1P a T b    
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   

                    

2إذا كانت ) 2(
2

2
1    1فان فترة الثقة للفرق بین المعدلین 2  1باحتمالیة  ھي

2 2 2 2

1 1
2 2

(( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ))X Y X YS S S S
X Y t r X Y t r
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 
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2، وان
XSیمثل تباین العینة الأولى التي حجمھاn 2و

YS  یمثل تباین العینة الثانیة التي

أي أن     .   mاحجمھ
2 2 2 2

1 2
1 1

2 2

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )X Y X YS S S S
u X Y t r u X Y t r

n m n m 
 

       

وان 
1

2

( )t r


1القیمة المقابلة للجدولیة باحتمال 
2


 في توزیعt بدرجات حریةr .فس الأسلوب وسیكون البرھان بن

)1(في الحالة 
)11.3(مثال

)1أخذت من التوزیع الطبیعي 100عیینتان عشوائیتان مستقلتان عن بعضھما الأولى حجمھا  , 25)N 80، أعطتX 

)2أخذت من التوزیع الطبیعي 72والثانیة حجمھا  ,36)N 75، أعطتY . 1فترة ثقة إلى % 90جد باحتمال 2 .
: الحل 

1 0.95 0.05 0.1 1 0.90
2 2

            ، من جداول التوزیع الطبیعي القیاسي

0.95نحصل على  
1

2

1.645Z Z


 

2 2 2 2
1 2 1 2

1
2

25 36 1 1 3 3
0.866 1.645 1.4246 0.866

100 72 4 2 4 2
Z

n m n m
   


            

2 2
1 2

1
1

2

2 2
1 2

2
1

2

( ) (80 75) 1.4246 3.575,

( ) (80 75) 1.4246 5.425

u X Y Z
n m

u X Y Z
n m





 

 





       

       

3.575)فترة الثقة ھي وعلیھ  , 6.425) .
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)12.3(مثال
2أخذت من التوزیع الطبیعي 10عیینتان عشوائیتان مستقلتان عن بعضھما الأولى حجمھا 

1( , )N   أعطت ،
24.8, 8.64XX S  2أخذت من التوزیع الطبیعي 10والثانیة حجمھا

2( , )N  25.6، أعطت, 7.88YY S  .
1فترة ثقة إلى % 95جد باحتمال  2 .

: الحل 
1 0.975 0.025 0.05 1 0.95

2 2

            من جداول توزیعt بدرجات حریة

2 10 10 2 18n m      0.975، نحصل على
1

2

( 2) (18) 2.101t n m t


   

2 2
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2.874 8.26
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          

         

)وعلیھ فترة الثقة ھي  3.499 , 2.166) .
)13.3(مثال

2ذت من توزیعین  طبیعیین مختلفین ھما أخnعینتان عشوائیتان مستقلتان عن بعضھما حجم كلا منھما 
1( , )N   ،

2
2( , )N   لھما نفس التباین ، علما بان جد قیمة .معلومةn بصورة تقریبیة إذا علمت أن

1 2{ } 0.9
5 5

P X Y X Y
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Confidence Intervals for Ratio Between Two Variances
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فترات الثقة للنسبة في المجتمع
1qحیث qواحتمال الفشل pالنجاح نعود الآن لتجربة ذي الحین التي فیھا احتمال  p  . للحصول على عینة

الذي ھو عدد النجاحات Xشوائي أن توزیع المعاینة للمتغیر الع. من المحاولاتnفانھ یجب إعادة التجربة nحجمھا 
npیمكن أن یكون قریبا  من التوزیع الطبیعي  بوسط حسابي قدره nفي العینات ذات الحجم   وانحراف قیاسي

npq  على شرط أن لا  تكونpقریبة من الصفر أو الواحد .
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npمن توزیع ذي الحدین وسطھ الحسابي  nإذا سحبت عینة عشوائیة حجمھما   2، وتباینھ npq  فان توزیع  ،
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القیمة المقابلة للجدولیة 
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0.975نحصل على  
1

2

1.96Z Z


 

160
1 1 0.32 0.68 0.32

500

X
q p p

n

  

        

1
2

0.32 0.68 0.2175
0.0209 1.96 0.0409 0.0004 0.0209

500 500

p q p q
Z

n n

   




       

1 2
1 1

2 2

0.32 0.0409 0.2791, 0.32 0.0409 0.3609
p q p q

u p Z u p Z
n n 

   
 

 
         

0.2791)وعلیھ فترة الثقة ھي  , 0.3609).
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سبتین لمجتمعین نات الثقة للفرق بین فتر
1إذا سحبت عینتان مستقلتان حجمھما  2,n n  1من مجتمعین من توزیع ذي الحدین وسطاھما 1np  ،2 2mp  على

2التوالي وتباینھما 
1 1 1(1 )np p   ،2

2 2 2(1 )mp p   1، ولیكنx ، 2یمثل عدد النجاحات في العینة الأولىx یمثل عدد

1النجاحات في العینة الثانیة ،فان  2
1 2,

x x
p p

n m

 

   . 1فان توزیع المتغیر العشوائي  لفرق النسب 2p p
 

 یقترب من

التوزیع الطبیعي بوسط حسابي 
1 2

1 2
p p

p p  


  وانحراف قیاسي قدرة
1 2

1 1 2 2(1 ) (1 )
p p

p p p p

n m
  



 
  ولذا فان

1 2 1 2

1 1 2 2

( ) ( )
~ (0,!)

(1 ) (1 )

p p p p
Z N

p p p p

n m

 

  


 


1فترة الثقة للفرق بین النسبتین  2p p 1باحتمالیة ھي

1 2 1 21 2 1 2
1 2 1 2

1 1
2 2

( , )
p q p q p q p q

p p Z p p Z
n m n m 

       
   

 
     

1أي أن  2 1 21 2 1 2
1 1 2 2 1 2

1 1
2 2

,
p q p q p q p q

u p p Z u p p Z
n m n m 

       
   

 
       

1pحیث أن 


 ،2p


1على التوالي وان  1n ،2nھي  نسبة النجاح في العینتین ذات حجم  11q p
 

  ،2 21q p
 

 

وان 
1

2

Z 


1القیمة المقابلة للجدولیة باحتمال 
2


 في التوزیع الطبیعي القیاسي.

)16.3(مثال 
ثر من لغة وأخذت عینة منھم یتحدثون بأك2400شخصا من مدینة معینة فكان 5000أخذت عینة عشوائیة حجمھا 

% 90احسب فترة ثقة . منھم  یتحدثون بأكثر من لغة 1200شخص فكان 2000عشوائیة من مدینة أخرى حجمھا 
.للفرق بین النسبة الحقیقیة للذین یتحدثون بأكثر من لغة في المدینتین 

:    الحل 
1 0.95 0.05 0.1 1 0.90

2 2

           ، نحصل من جداول التوزیع الطبیعي القیاسي

0.95على  
1

2

1.645Z Z


 

1
1 1 1

2400
1 1 0.48 0.52 0.48

5000

x
q p p

n

  

        

2
2 2 2

12000
1 1 0.6 0.52 0.6

2000

x
q p p

m

  

        

1 2 0.48 0.6 0.12p p
 

    
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1 21 2 0.48 0.52 0.6 0.4 0.2496 0.24
0.00005 0.00012 0.00017 0.01303

5000 2000 5000 2000

p q p q

n m

   

 
        

1 21 2

1
2

0.01303 1.645 0.02145
p q p q

Z
n m 

   


   

1 21 2
1 1 2

1
2

1 21 2
2 1 2

1
2

0.12 0.02145 0.14145

0.12 0.02145 0.0986

p q p q
u p p Z

n m

p q p q
u p p Z

n m





   
 



   
 



        

        

)وعلیھ فترة الثقة ھي  0.14145 , 0.0986) .
لذین اوبما أن كلا طرفي  الفترة سالبا فإننا نستنج بان نسبة الذین یتحدثون بأكثر من لغة  في المدینة الثانیة أعلى من نسبة 

.یتحدثون بأكثر من لغة  في المدینة الأولى 

التخمین بفترة تمارین 

لاحتمالیة متغیرا عشوائیا لھ دالة الكثافة اXلیكن ) 1(
1 , 0 1

( )
0, 0.

x x
f x

w

   
 


1ما ھو احتمال أن الفترة العشوائیة  1
( , )
2X X

.ثم اوجد توقع طول تلك الفترة . تحتوي على 

1لیكن ) 2( 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn 2من التوزیع الطبیعي( , )N  0ولیكن a b  . برھن

2على أن التوقع لطول الفترة العشوائیة  2

1 1

1 1
( ( ) , ( ) )

n n

i i
i i

X X
b a

 
 

   2ھوb a
n

ab


1لیكن ) 31( 2, , , nX X X عینة عشوائیة حجمھاn من التوزیع الطبیعي( ,9)N .  جد  قیمةn بصورة تقریبیة
}بحث أن   1} 1} 0.9P X X     24.25: الجوابn 

، 178، 187،197، 182، 199، 201، 192،189، 190لاعبین في كرة السلة ھي 10إذا كانت أطوال )  4(
.علما بان توزیع الأطوال ھو التوزیع الطبیعي تقریبا فترة ثقة التي تحتوي على المعدل % 95جد احتمال 203

)من مجتمع طبیعي 36سحبت عینة عشوائیة حجمھا )  5( ,0.09)N 2.6سط الحسابي وكان الوX  . احسب فترة
.للوسط الحسابي للمجتمع سحبت منھ ھذه العینة % 95ثقة  

سم  بانحراف معیاري 160طالبا من إحدى كلیات جامعة القادسیة فكانت معدل أطوالھم 36سحبت عینة حجمھا ) 6(
.حسابي لأطوال طلبة  تلك الكلیة للوسط ال% 95اوجد فترة ثقة . سم 30قدره 

)لمتوسط مجتمع توزیعھ 0.95جد فترة ثقة بمعامل ثقة ) 7( , 25)N  100علما أن, 10n X 
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)2مسحوبة من مجتمع طبیعي 15افرض أن معطیات عینة عشوائیة حجمھا )  8( , )N   . 2كانت 9, 20S X  .
لمتوسط  ھذا المجتمع0.95جد  فترة ثقة باحتمال 

18Xإذا علمت أن ) 9(  من مجتمع طبیعي 20یمثل الوسط الحسابي لقیاسات عینة عشوائیة حجمھا( , 25)N  .جد
إلى % 99فترة ثقة باحتمال ثقة  

,10)2من التوزیع الطبیعي25إذا علمت أن تباین عینة عشوائیة حجمھا ) 10( )N  .  فترة ثقة لتباین % 95جد  باحتمال

علما بان 2المجتمع 
25

2

1

1
( 10) 9

25 i
i

X


 
21: این مجتمع طبیعي متوسطھ مجھول وفق المعطبات التالیة جد فترة ثقة لتب) 11( 0.95, 26, 16n S   

)2من التوزیع الطبیعي 17كانت معطیات عینة عشوائیة حجمھا ) 12( , )N   25.3ھي, 6.2X S جد فترة ثقة
,2إلى كل من  0.95باحتمال  .

)2من التوزیع الطبیعي 10اختیرت عینة عشوائیة حجمھا ) 13( , )N   وكانت نتائج القیاس لمفردات العینة كما یلي :
إلى كل من 0.95جد فترة ثقة باحتمال. 10.2، 10.4، 11.1، 11.5، 12.2، 9.5،11.3، 9.3، 12.6، 10.7

2, 
كمعدل Aایكر لكل صنف في ظروف متشابھة فأعطى الصنف 50في تجربة لمقارنة صنفین من الذرة ، زرع ) 14(

ایكر/ بشل 87.2أعطى كمعدل Bبینما الصنف . ایكر /یشل5.6ایكر مع انحراف قیاسي قدره / بشل 78.3
.ایكر/ بشل 6.3بانحراف قیاسي قدره 

اوجد فترة .منھم لا یفضلون مشاھدة مباریات كرة القدم %   10شخص وجد أن  400في عینة عشوائیة حجمھا ) 15(
.للنسبة   الحقیقیة للأشخاص اللذین لا یفضلون مشاھدة مباریات كرة القدم% 99ثقة 

% 98جد . بیت  تعتمد في تدفئتھا على الغاز 628بیت في مدینة معینة ، وجد أن 1000ن عینة عشوائیة م) 16(
.فترة ثقة إلى النسبة الحقیقیة  للبیوت  في  ھذه المدینة التي تعتمد تدفئتھا على الغاز

150یة حجمھا اخذ عینة أخرى عشوائ،منھم یفضلون السفـر 42شخص ، فوجد بان  200أخذت عینة مؤلفة من ) 17(
للفرق بین النسبتین الحقیقیتین  للذین % 95احسب فترة ثقة .شخصا یفضلون الریاضة 18شخص ، فوجد بان 

.یفضلون السفر والریاضة 
Bیعا من النوع الأخرھو الأكثر مبAادعت احدي شركات السكائر بان احد أنواع السكائر التي تنتجھا ولیكن ) 18(

یفضلون النوع 150مدخن من أصل 18وان Aیفضلون النوع 200مدخن من أصل 42لقد وجد أن %. 8بمقدار 
B فترة ثقة إلى الفرق بین نسبة البیع للنوعین % 94احسب,A B.
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)1(ملحق رقم 
Some Special Probability Distributionsبعض التوزیعات الاحتمالیة الخاصة

بعض التوزیعات الاحتمالیة المبعثرة
Some Special Discrete Probability Distributions

كثر استخدامھا في دراسة مسائل الإحصاء وفي الكثیر سوف نتعرض لبعض التوزیعات الاحتمالیة المبعثرة التي ی
:  من ھذه التوزیعات ھي . من تطبیقات الاحتمالیة في العلوم الأخرى

Uniform Distributionالتوزیع المنتظم
صورة الآتیةبان لھ التوزیع المنتظم إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالXیقال للمتغیر العشوائي 

1
( ) , 1, 2 , 1, 2,f x x k k

k
   

~)(ویرمز لھ بالرمز kuX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
2

1

1 1 1
( ) , ( ) , ( )

2 12

k
tx

X
x

k k
E X Var X M t e

k 

 
   

The Binomial Distributionتوزیع ذي الحدین
ا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیة بان لھ توزیع  ذي الحدین  إذXیقال للمتغیر العشوائي 

( ) { } (1 ) , 0,1, 2, , , 0 1n x n x
xf x P X x C p P x n P      

~),(ویرمز لھ بالرمز  nbX، . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
( ) , ( ) (1 ), ( ) (1 )t n

XE X nP Var X nP P M t p pe     

Bernoulli Distributionتوزیع برنولي 
بان لھ توزیع برنولي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

1( ) (1 ) , 0,1 0 1x xf x p p x p    
~)(ویرمز لھ بالرمز pbrX .وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع

( ) , ( ) (1 ), ( ) (1 )t
XE X p Var X p p M t p pe     

ملاحظة
. 1nتوزیع برنولي ھو حالة خاصة من توزیع ذي الحدین عندما 

Negative Binomial Distributionتوزیع ذي الحدین السالب
بان لھ توزیع ذي الحدین السالب إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

1
( ) (1 ) , 0,1, 2, 0 1, 0r xr x

f x p p x p r
x

  
      
 



~),(ویرمز لھ بالرمز prnbX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع

2

(1 ) (1 )
( ) , ( ) , ( ) ( )

1 (1 )
r

X t

r p r p p
E X Var X M t

p p p e

 
  

 
Geometric Distributionالتوزیع الھندسي

بان لھ التوزیع الھندسي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 
( ) (1 ) , 0,1,2, 0 1xf x p p x p    
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~)(ویرمز لھ بالرمز pgX .ویسمى أیضا بتوزیع باسكال(Pascal) وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع

2

(1 ) (1 )
( ) , ( ) , ( )

1 (1 )X t

p p p
E X Var X M t

p p p e

 
  

 

ملاحظة
.1rالتوزیع الھندسي ھو حالة خاصة من توزیع ذي الحدین السالب عندما 

Hypergeometric Distributionتوزیع الھندسي الزائدي ال
بان لھ لتوزیع الھندسي الزائدي  إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

( ) , 0,1,2, , 0,1,2, , , 0,1,2, , , 1, 2,

k m k

x n x
f x x k n m k m m

m

n

  
        

 
 
 

   

~),,(ویرمز لھ بالرمز knmhgX . خصائص ھذا التوزیع وفیما یلي بعض

2

( )( )
( ) , ( )

( 1)

nk nk m k m n
E X Var X

m m m

 
 


Poisson Distributionتوزیع بواسون

بان لھ توزیع بواسون إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

( ) , 0,1,2, 0
!

x e
f x x

x

 


  

~)(ویرمز لھ بالرمز pX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
( 1)( ) , ( ) , ( )

te
XE X Var X M t e     

ملاحظة 
~),(إذا كان: العلاقة بین توزیع ذي الحدین وتوزیع بواسون  pnbXفان)(~ nppXعندماnكبیرة وpصغیرة.

Truncated Poisson Distributionتوزیع بواسون المقطوع 
بان لھ توزیع بواسون المقطوع  إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

( ) , 1, 2, 0
!(1 )

x e
f x x

x e





 


  




~)(ویرمز لھ بالرمز tpX .
Beta-Binomial Distributionبیتا -توزیع ذي الحدین

بیتا  إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیة–بان لھ توزیع ذي الحدین Xیقال للمتغیر العشوائي 
( ) ( ) ( )

( ) , 0,1, 2, 0, 0, 1, 2,
( ) ( ) ( )

n n x x
f x x n n

x n

     
   

        
            

  ویرمز

~),,,(لھ بالرمز nbbX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع

2

( )
( ) , ( )

( ) ( 1)

n n n
E X Var X

   
     

 
 

   
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Logarithmicالتوزیع اللوغارتمي  Distribution
بان لھ التوزیع اللوغارتمي  إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیة  Xیقال للمتغیر العشوائي 

( ) , 1, 2, 0 1
ln (1 )

x

f x x
x

 


    




~)(ویرمز لھ بالرمز X .لي بعض خصائص ھذا التوزیع على افتراض  وفیما ی
)1ln(

1







2

(1 ) ln(1 )
( ) , ( ) , ( )

1 ln(1 )(1 )

t

X

e
E X Var X M t

   
 

 
  

 

بعض التوزیعات الاحتمالیة المستمرة
Some Special Continuous Probability Distributions

ء وفي الكثیر سوف نتعرض لبعض التوزیعات الاحتمالیة المستمرة التي یكثر استخدامھا في دراسة مسائل الإحصا
:  من ھذه التوزیعات ھي . من تطبیقات الاحتمالیة في العلوم الأخرى

Uniform Distributionالتوزیع المنتظم 
بان لھ التوزیع المنتظم  إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

1
( ) ,f x a x b a b

b a
       


~),(ویرمز لھ بالرمز bauX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع

2

0,

( )
( ) , , ( ) , ( ) , ( )

2 12 ( )
1,

bt at

X

x a

x a a b b a e e
F x a x b E X Var X M t

b a b a t
x b


           


Uniform Distributionالتوزیع الطبیعي  

لآتیةبان لھ توزیع الطبیعي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة اXیقال للمتغیر العشوائي 
2

2

( )

2

2

1
( ) , , 0

2

x

f x e x

  






         

~),(ویرمز لھ بالرمز 2NX . ویسمى أیضا توزیع كاوس (Gassian) 20، وفي حالة, 1   فیقال
ویرمز لھ ) Standard Normal Distribution(بان لھ توزیع الطبیعي القیاسي Xعن المتغیر العشوائي 

~)1,0(مزبالر NX   . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
2 21

2 2( ) , ( ) , ( )
t t

XE X Var X M t e
 

 


  

ملاحظات
1,0التوزیع الطبیعي القیاسي ھو حالة خاصة من التوزیع الطبیعي عندما ) 1( 2  .

~),(إذا كان ) 2( 2NX  1,0(فان(~ N
X

Y



.

~)1,0(ذا كان إ) 3( NX  فان),(~ 2 NXY .
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~),(إذا كان : العلاقة بین توزیع ذي الحدین والتوزیع الطبیعي pnbX1,0(فان(~
)1(

N
pnp

npX
Y






.صغیرة.قریبتین من النصف أو بعیدتین نوعا من الصفرp1أو pكبیرة وقیمة nعندما 
Lognormal Distributionتوزیع اللوغاریتم الطبیعي 

بان لھ توزیع اللوغاریتم الطبیعي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 
2

2

1
(ln )

21
( ) , 0 , 0

( 2 )

x

f x e x
x


  

 

 
        

~),(لھ بالرمزویرمز 2LNX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
2

2 2
1

2 2 22( ) , ( )E X e Var X e e
         

ملاحظة
~),(إذا كان  NX فان),(~ LNeY X.

Inverse Gassian Distributionتوزیع كاوس العكسي 
بان لھ توزیع كاوس العكسي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

2

2

( )

2
3

( ) ,0 0, 0
2

x

xf x e x
x

 
  






     

~),(ویرمز لھ بالرمز IGX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
213 (1 )

( ) , ( ) , ( )
t

XE X Var X M t e
 
 






  

Cauchy Distributionتوزیع كوشي
بان لھ توزیع كوشي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXائي یقال للمتغیر العشو

2 2
( ) , , 0

( ( ) )
f x x

x

  
  

         
 

~ویرمز لھ بالرمز ( , )X ca   . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
)غیر موجودة  :   عزوم التوقع   غیر موجود  ، التباین   غیر موجود  ،الدالة المولدة لل ) it t

X t e   .
ملاحظة 

1توزیع كوشي القیاسي ھو حالة خاصة من توزیع كوشي عندما   

Laplace Distribution) الثنائي الآسي(توزیع لابلاس
ا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةبان لھ توزیع لابلاس إذXیقال للمتغیر العشوائي 

( ) , 1, 2, , 0
!(1 )

x e
f x x

x e





  


      




~),(ویرمز لھ بالرمز LX . ویسمى أیضا بالتوزیع الثنائي الآسي(Double Exponential) وفیما یلي
بعض خصائص ھذا التوزیع 
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2
2 2

( ) , ( ) 2 , ( )
1

t

X

e
E X Var X M t

t



 


  


Logistic Distributionالتوزیع المنطقي 
بان لھ التوزیع المنطقي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

2

( ) , , 0

(1 )

x

x

e
f x x

e







 









         



~),(ویرمز لھ بالرمز LSX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
2 21

( ) (1 tanh ), ( ) , ( ) , ( ) csc( )
2 2 3

t
X

x
F x E X Var X M t te t    




    

Pareto Distributionتوزیع باریتو 
بان لھ توزیع باریتو إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

1
( ) , 0f x x

x





      

~)(ویرمز لھ بالرمز PAX . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
2

2
( ) 1 ( ) , ( ) 1, ( ) , 2

1 ( 1) ( 2)
F x E X Var X

x
   

  
     

  

Power Function Distributionتوزیع دالة القوى 
بان لھ توزیع دالة القوى إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

1

( ) , 0 0, 0
x

f x x




   




    

~ویرمز لھ بالرمز ( , )X Pf   .یلي بعض خصائص ھذا التوزیع وفیما
2

2
( ) , ( ) , ( )

1 ( 1) ( 2)
F x E X Var X


  
   

 
       

Gamma Distributionتوزیع كاما 
بان لھ توزیع كاما إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

11
( ) , 0 0, 0

( )

x

f x x e x 
  

 


     


~ویرمز لھ بالرمز ( , )X   . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع

2( ) , ( ) , ( ) (1 )XE X Var X M t t       

Exponential Distributionالتوزیع الآسي 
بان لھ التوزیع الآسي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

1
( ) , 0 0

x

f x e x 



    
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~بالرمزویرمز لھ exp( )X  . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
2 1

( ) 1 , , ( ) , ( ) , ( )
(1 )

x

XF x e E X Var X M t
t

  



    



ملاحظات 
ھو حالة خاصة من التوزیع الآسي ) Standard Exponential Distribution(التوزیع الآسي القیاسي ) 1(

.1عندما 
,1لة خاصة من توزیع كاما عندما التوزیع الآسي ھو حا) 2(  .

~أذا كان ) 3( exp( )X  فان
1

~ (0,1)
X

Y e u




Truncated Exponential Distributionالتوزیع الآسي المقطوع  
نت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةبان لھ التوزیع الآسي المقطوع إذا كاXیقال للمتغیر العشوائي 

1
( ) , 0, 0

x

f x e x

   






     

~ویرمز لھ بالرمز exp( , )X t   . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
2 1

( ) , ( ) , ( ) ,
(1 )

t

X

e
E X Var X M t t

t



  
 

    


Chi-Square Distributionتوزیع مربع كاي 
لھ بالصورة الآتیةfن لھ توزیع مربع كاي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیةباXیقال للمتغیر العشوائي 

12 1
2 2

2
( ) , 0 , 1,2,

( )
2

r
r

x
f x x e x r

r


 

    




~2ویرمز لھ بالرمز ( )X r . وتسمىr بدرجات الحریة)Degrees of Freedom( وفیما یلي بعض خصائص
یعھذا التوز

2( ) , ( ) 2 , ( ) (1 2 )
r

XE X r Var X r M t t


   

ملاحظات 
,توزیع مربع كاي ھو حالة خاصة من توزیع كاما عندما ) 1( 2

2

r  

~إذا كان ) 2( ( , )X   22فان
~ (2 )

X
Y  




~إذا كان ) 3( (0,1)X N 2فان 2~ (1)Y X   2وعلیھ إذا كان~ ( , )X N   فان
2

2
2

( )
~ (1)

X
Y

 





Maxwell Distributionتوزیع ماكسویل
تیةلھ بالصورة الآfبان لھ توزیع ماكسویل إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیةXیقال للمتغیر العشوائي 

23
22 2

2
( ) , 0 , 0

x

f x x e x


 



    
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~ویرمز لھ بالرمز ( )X ma  . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع
2 3 8

( ) 2 , ( )E X Var X


 


 

ملاحظة 
أذا كان )  1(

2

2
~ ( )X ma


فان

2 2
~ ( , )

3

X
Y 


 .

1أذا كان )  2(
~ ( )

2
X ma 3(فان(~

2
2

2

X
Y  .

Weibull Distributionتوزیع ویبل
لھ بالصورة الآتیةfبان لھ توزیع ویبل إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیةXیقال للمتغیر العشوائي 

1( ) , 0 0, 0
x

f x x e x



   


     

~ویرمز لھ بالرمز ( , )X w   . یلي بعض خصائص ھذا التوزیع وفیما
1 2

21 2 1
( ) 1 ( ) (1 ), ( ) ( (1 ) ( (1 )) )

x

F x e E X Var X



   
  


          

ملاحظات 
1التوزیع الآسي ھو حالة خاصة من توزیع ویبل عندما ) 1(
~أذا كان ) 2( ( , )X w   فان~ exp( )Y X  .

Rayleigh Distributionتوزیع رالي
بان لھ توزیع رالي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیة لھ بالصورة الآتیةXیقال للمتغیر العشوائي 

2

22
2

1
( ) , 0

x

f x xe x





   

22عندما   نحصل على
2

2
( ) , 0 0

x

f x xe x 



    

~ویرمز لھ بالرمز ( )X r  .ا یلي بعض خصائص ھذا التوزیع وفیم
2

( ) 1 , 0
x

F x e x


    
1 1

22 2
1 1 1

( ) (1 ) , ( ) (4 ) (4 )
2 2 2 4 2

E X Var X
               

ملاحظة 
.2توزیع رالي ھو حالة خاصة من توزیع ویبل عندما 

Extreme Value Distribution توزیع القیمة المتطرفة
لھ بالصورة الآتیةfبان لھ توزیع القیمة المتطرفة  إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیةXیر العشوائي یقال للمتغ
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1
( ) , , , 0

x
x

e

f x e x




  





 
         

~ویرمز لھ بالرمز ( , )X ev   . ویسمى أیضا بتوزیع كامبل(Gumbol)ھذا التوزیع وفیما یلي بعض خصائص






x

eexF )(
2 2 1

( ) , 0.577216, ( ) , ( ) (1 ) ,
6

t
XE X Var X M t t e t    


       

ملاحظات 
~),(أذا كان ) 1( EVX فان),(~ EVXY  (1)(بحیث أن( yFyG 

~),(أذا كان ) 2( WX 1,0(فان(~)ln( EV
x

Y




.

Beta Distributionتوزیع بیتا  
لھ بالصورة الآتیةfبان لھ توزیع بیتا  إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالیةXیقال للمتغیر العشوائي 

1 11
( ) (1 ) , 0 1 0, 0

( , )
a bf x x x x a b

a b
      

~),(ویرمز لھ بالرمز baX  . وفیما یلي بعض خصائص ھذا التوزیع

2
( ) , ( )

( 1)( )

a ab
E X Var X

a b a b a b
 

   

ملاحظة 
~)1,1(أذا كان  X 1,0(فان(~ UX

rr-Distributionتوزیع 
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)2(ملحق رقم 
Statistical Tablesالجداول الإحصائیة 

)1(جدول رقم 

 The Poisson Distribution توزیع بواسون

)(
!

}{)(
0

XE
u

e
xXPxF

x

u

u

 




 

10 9 8 7 6 5 4 3 2 5.1 1 5.0 x

0.000 0.000 0.000 0.001 0.002 0.007 0.018 0.050 0.135 0.223 0.368 0.607 0
0.000 0.001 0.003 0.007 0.017 0.040 0.092 0.199 0.406 0.558 0.736 0.910 01
0.003 0.006 0.014 0.030 0.062 0.125 0.238 0.423 0.677 0.809 0.920 0.986 02
0.010 0.021 0.042 0.082 0.151 0.265 0.433 0.647 0.857 0.934 0.981 0.998 03
0.029 0.055 0.100 0.173 0.285 0.440 0.629 0.815 0.947 0.981 0.996 1.000 04
0.067 0.116 0.191 0.301 0.446 0.616 0.785 0.916 0.983 0.996 0.999 05
0.130 0.207 0.313 0.450 0.606 0.762 0.889 0.966 0.995 0.999 1.000 06
0.220 0.324 0.453 0.599 0.744 0.867 0.949 0.988 0.999 1.000 07
0.333 0.456 0.593 0.729 0.847 0.932 0.979 0.996 1.000 08
0.458 0.587 0.717 0.830 0.916 0.986 0.992 1.000 09
0.583 0.706 0.816 0.901 0.957 0.995 0.997 10
0.697 0.803 0.888 0.947 0.980 0.998 0.999 11
0.792 0.876 0.936 0.973 0.991 0.999 1.000 12
0.864 0.926 0.966 0.987 0.996 1.000 13
0.917 0.959 0.983 0.994 0.999 14
0.951 0.978 0.992 0.998 0.999 15
0.973 0.989 0.996 0.999 1.000 16
0.986 0.995 0.998 1.000 17
0.993 0.998 0.999 18
0.997 0.999 1.000 19
0.998 1.000 20
0.999 21
1.000 22
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)2(جدول رقم 

 The Standard Normal Distribution التوزیع الطبیعي القیاسي

 

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x u

duexXPxF
2

2

1

2

1
}{)(



)(xF x )(xF x )(xF x

0.980 2.05 0.853 1.05 0.500 0.00
0.982 2.10 0.864 1.10 0.525 0.05
0.984 2.15 0.875 1.15 0.540 0.10
0.986 2.20 0.885 1.20 0.560 0.15
0.988 2.25 0.894 1.25 0.579 0.20
0.989 2.30 0.900 1.282 0.599 0.25
0.990 2.326 0.903 1.30 0.618 0.30
0.99 2.35 0.911 1.35 0.637 0.35
0.992 2.40 0.919 1.40 0.655 0.40
0.993 2.45 0.926 1.45 0.674 0.45
0.994 2.50 0.933 1.50 0.691 0.50
0.995 2.55 0.939 1.55 0.709 0.55
0.995 2.576 0.945 1.60 0.726 0.60
0.995 2.60 0.950 1.645 0.742 0.65
0.996 2.65 0.951 1.65 0.758 0.70
0.997 2.70 0.955 1.70 0.773 0.75
0.977 2.75 0.960 1.75 0.788 0.80
0.977 2.80 0.964 1.80 0.802 0.85
0.988 2.85 0.968 1.85 0.816 0.90
0.998 2.90 0.971 1.90 0.829 0.95
0.998 2.95 0.974 1.95 0.841 1.00
0.999 3.00 0.975 1.960

0.977 2.00 1.00
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)3(جدول رقم 

 The Chi-Square Distribution توزیع مربع كاي





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n

n
dueu

n
xXPxF
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0.99 0.975 0.95 0.050 0.025 0.01 n

6.63 5.02 3.84 0.004 0.001 0.000 01
9.21 7.38 5.99 0.103 0.051 0.020 02
11.3 9.35 7.81 0.352 0.216 0.115 03
13.3 11.1 9.49 0.711 0.484 0.297 04
15.1 12.8 11.1 1.15 0.831 0.554 05
16.8 14.4 12.6 1.64 1.24 0.872 06
18.5 16.0 14.1 2.17 1.69 1.24 07
20.1 17.5 15.5 2.73 2.18 1.65 08
21.7 19.0 16.9 3.33 2.70 2.09 09
23.2 20.5 18.3 3.94 3.25 2.56 10
24.7 21.9 19.7 4.57 3.82 3.05 11
26.2 23.3 21.0 5.23 4.40 3.57 12
27.7 24.7 22.4 5.89 5.01 4.11 13
29.1 26.1 23.7 6.57 5.63 4.66 14
30.6 27.5 25.0 7.26 6.26 5.23 15
32.0 28.8 26.3 7.96 6.91 5.81 16
33.4 30.2 27.6 8.67 7.56 6.41 17
34.8 31.5 28.9 9.39 8.23 7.01 18
36.2 32.9 30.1 10.1 8.91 7.63 19
37.6 34.2 31.4 10.9 9.59 8.26 20
38.9 35.5 32.7 11.6 10.3 8.90 21
40.3 36.8 33.9 12.3 11.0 9.54 22
41.6 38.1 35.2 13.1 11.7 10.2 23
43.0 39.4 36.4 13.8 12.4 10.9 24
44.3 40.6 37.7 14.6 13.1 11.5 25
45.6 41.9 38.9 15.4 13.8 12.2 26
47.0 43.2 40.1 16.2 14.6 12.9 27
48.3 44.5 41.3 16.9 15.3 13.6 28
49.6 45.7 42.6 17.7 16.0 14.3 29
50.9 47.0 43.8 18.5 16.8 15.0 30
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)4(جدول رقم 
The t Distribution  t توزیع
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0.995 0.99 0.975 0.95 0.90 n

63.657 31.821 12.706 6.314 3.078 01
9.925 6.965 4.303 2.920 1.886 02
5.841 4.541 3.182 2.353 1.638 03
4.604 3.747 2.776 2.132 1.533 04
4.032 3.365 2.571 2.015 1.476 05
3.707 3.143 2.447 1.943 1.440 06
3.499 2.998 2.365 1.895 1.415 07
3.355 2.896 2.306 1.860 1.397 08
3.250 2.821 2.262 1.833 1.383 09
3.169 2.764 2.228 1.812 1.372 10
3.106 2.718 2.201 1.796 1.362 11
3.055 2.681 2.179 1.782 1.356 12
3.012 2.650 2.160 1.771 1.350 13
2.977 2.624 2.145 1.761 1.345 14
2.947 2.602 2.131 1.753 1.341 15
2.921 2.583 2.120 1.746 1.337 16
2.898 2.567 2.110 1.740 1.333 17
2.878 2.552 2.101 1.734 1.330 18
2.861 2.539 2.093 1.729 1.328 19
2.845 2.528 2.086 1.725 1.325 20
2.831 2.518 2.080 1.721 1.323 21
2.819 2.508 2.074 1.717 1.321 22
2.807 2.500 2.069 1.714 1.319 23
2.797 2.492 2.064 1.711 1.318 24
2.787 2.485 2.060 1.708 1.316 25
2.779 2.479 2.056 1.707 1.315 26
2.771 2.473 2.052 1.703 1.314 27
2.763 2.467 2.048 1.701 1.313 28
2.756 2.462 2.045 1.699 1.311 29
2.750 2.457 2.042 1.697 1.310 30
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)5(جدول رقم 

The F Distribution  Fتوزیع  
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)(95.0إذا كانت : أولا xF

15 12 10 09 08 07 06 05 04 03 02 01
n
m

246 244 242 241 239 237 234 230 225 216 200 161 01
19.4 19.4 19.4 19.4 19.4 19.4 19.3 19.3 19.2 19.2 19.0 18.5 02
8.70 8.74 8.79 8.81 8.85 8.89 8.94 9.01 9.12 9.28 9.55 10.1 03
5.86 5.91 5.96 6.00 6.04 6.09 6.16 6.26 6.39 6.59 6.94 7.71 04
4.62 4.68 4.74 4.77 4.82 4.88 4.95 5.05 5.19 5.41 5.79 6.61 05
3.94 4.00 4.06 4.10 4.15 4.21 4.28 4.39 4.53 4.76 5.14 5.99 06
3.51 3.57 3.64 3.68 3.73 3.79 3.87 3.97 4.12 4.35 4.74 5.59 07
3.22 3.28 3.35 3.39 3.44 3.50 3.58 3.69 3.84 4.07 4.46 5.32 08
3.01 3.07 3.14 3.18 3.23 3.29 3.37 3.48 3.63 3.86 4.26 5.12 09
2.85 2.91 2.98 3.02 3.07 3.14 3.22 3.33 3.48 3.71 4.10 4.96 10
2.62 2.69 2.75 2.80 2.85 2.91 3.00 3.11 3.26 3.49 3.89 4.75 12
2.40 2.48 2.54 2.59 2.64 2.71 2.79 2.90 3.06 3.29 3.68 4.54 15
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)(975.0إذا كانت : ثانیاً  xF

15 12 10 09 08 07 06 05 04 03 02 01
n
m

985 977 969 963 957 948 937 922 900 864 800 648 01
39.4 39.4 39.4 39.4 39.4 39.4 39.3 39.3 39.2 39.2 39.0 38.5 02
14.3 14.3 14.4 14.5 14.5 14.6 14.7 14.9 15.1 15.4 16.0 17.4 03
8.66 8.75 8.84 8.90 8.98 9.07 9.20 9.36 9,60 9.98 10.6 12..2 04
6.43 6.52 6.62 6.68 6.76 6.85 6.98 7.15 7.39 7.76 8.43 10.0 05
5.27 5.37 5.46 5.52 5.60 5.70 5.82 5.99 6.23 6.60 7.26 8.81 06
4.57 4.67 4.76 4.82 4.90 4.99 5.12 5.29 5.52 5.89 6.54 8.07 07
4.10 4.20 4.30 4.36 4.43 4.53 4.65 4.82 5.05 5.42 6.06 7.57 08
3.77 3.87 3.96 4.03 4.10 4.20 4.32 4.48 4.72 5.08 5.71 7.21 09
3.52 3.62 3.72 3.78 3.85 3.95 4.07 4.24 4.47 4.83 5.46 6.94 10
3.18 3.28 3.37 3.44 3.51 3.61 3.73 3.89 4.12 4.47 5.10 6.55 12
2.86 2.96 3.06 3.12 3.20 3.29 3.41 3.58 3.80 4.15 4.77 6.20 15

)(99.0إذا كانت : ثالثاً xF

15 12 10 09 08 07 06 05 04 03 02 01
n
m

6157 6106 6056 6023 5982 5928 5859 5764 5625 5403 4999 4052 01
99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.3 99.3 99.2 99.2 99.0 98.5 02
26.9 27.1 27.2 27.3 27.5 27.7 27.9 28.2 28.7 29.5 30.8 34.1 03
14.2 14.4 14.5 14.7 14.8 15.0 15.2 15.5 16.0 16.7 18.0 21.2 04
9.72 9.89 10.1 10.2 10.3 10.5 10.7 11.0 11.4 12.1 13.3 16.3 05
7.56 7.72 7.87 7.98 8.10 8.26 8.47 8.75 9.15 9.78 10.9 13.7 06
6.31 6.47 6.62 6.72 6.84 6.99 7.19 7.46 7.85 8.45 9.55 12.2 07
5.52 5.67 5.81 5.91 6.03 6.18 6.37 6.63 7.01 7.59 8.65 11.3 08
4.96 5.11 5.26 5.35 5.47 5.61 5.80 6.06 6.42 6.99 8.02 10.6 09
4.56 4.71 4.85 4.94 5.06 5.20 5.39 5.64 5.99 6.55 7.56 10.0 10
4.01 4.16 4.30 4.39 4.50 4.64 4.82 5.06 5.41 5.95 6.93 9.33 12
3.52 3.67 3.80 3.89 4.00 4.14 4.32 4.56 4.89 5.42 6.36 8.68 15


