
457ر
Measure Theoryنظریة القیاس 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

1

Measure Theoryنظریة القیاس 

Setsلمجموعات    ا. 1
. مفھوم المجموعة، المجموعات العدیة ، المجموعات الجزئیة ، العملیات على المجموعات

Family of Sets عائلة المجموعات . 2
الفضاءات القابلة للقیاسمقدمة، المجموعات الأحادیة، شبھ الحلقة، الحلقة المتكاملة، شبھ الحقل،  الحقل المتكامل، 

Sequences of setsمتتابعات المجموعات. 3
مقدمة، الغایات العلیا والسفلى لمتتابعات المجموعات، بعض المبرھنات المھمة ، التقارب ، المتتابعات الرتیبة ، 

.العائلة الرتیبة
Measurable functionsالدوال القابلة للقیاس. 4

.ابلة للقیاس مع أمثلة، بعض المبرھنات المكافئة، فضاء الدوال القابلة للقیاستعریف  الدالة  الق
Set functionsدوال المجموعة.5

تعریف دالة المجموعة مع أمثلة، أنواع دالة المجموعة، القیاس مع أمثلة، المبرھنات الأساسیة في القیاس
Lebesgue measureقیاس لبیك. 6

ستیلتجس، دالة –الخارجي والداخلي لمجموعة، المجموعات القابلة للقیاس،  قیاس لبیك توسیع القیاسات، القیاس
.التوزیع، قیاس لبیك مع أمثلة

Convergenceالتقارب. 7
متتابعات الدوال القابلة للقیاس، التقارب دائما تقریبا، التقارب في القیاس، التقارب المنتظم تقریبا، العلاقة بین أنواع 

.التقارب
Integrationالتكامل. 8

خواص التكامل، الدوال البسیطة، تعریف التكامل مع أمثلة
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Setsلمجموعات    ا. 1
یعتبر مفھوم المجموعة من المفاھیم الاساسیھ في الریاضیات ویمكن إدراكھ بسھولھ من خلال  الكثیر من المواقف التي 

حزمھ ، سرب من الطائرات ، رتل من السیارات،فعند الحدیث مثلا عن فرقة جنود . یصادفھا كل منا في حیاتھ الیومیة 
كل موقف من ھذه المواقف إننا أمام  شئ مكون من عدة أشیاء وقد اصطلح علمیا على ندرك في. الخ…من الأقلام 

…مجموعة أقلام ، مجموعة طائرات ، مجموعة سیارات ، فنقول مجموعة جنود ).  Set(تسمیة ھذا الشئ بالمجموعة 
لا الحرف ض ھو عنصر فمث) Element( وكذلك اصطلح على تسمیة كل من الأشیاء المكونة للمجموعة بالعنصر . الخ

,,....,سوف نرمز للمجموعات بحروف كبیره مثل.  في مجموعة حروف كلمة ریاضیات  CBA ولعناصر المجموعة
,,...,بحروف صغیره  cba إذا كانx ینتمي)Belong (إلىA وتكتب بالشكل التاليAx وإذا كانx لیس احد

تمثل مجموعة الأعداد الحقیقیة  التي Aمثلا إذا كانت Axویكتب Aلا ینتمي إلىxیقال أنAعناصر المجموعة
.A21ولكن A30فان  5بل القسمة على تق

:یمكن التعبیر عن المجموعة بطریقتین ھما
إذا كنا  ( وھي ابسط الطرق لكتابة المجموعة حیث تكتب جمیع عناصر المجموعة       : الطریقة الجد ولیھ    :أولا بع  لط با

ثم بحصرھا ض  ) نستطیع معرفة جمیع عناصرھا    
بفاصلھ 
:مثلا 

,1,7المجموعة التي عناصرھا الأعداد ) 1( 4, 2 ھي{ 2,1, 4,7})2 ( مجموعة حروف كلمةyear ھي{ , , , }a e r y

حیث نرمز لعنصر ، في ھذه الطریقة نثبت فقط الصفة الممیزة التي تتمتع بھا عناصر المجموعة : القاعدة طریقة:ثانیا 
التي xp)(ونعبر عن المجموعة بذكر الخاصیة (Variable)الذي نسمیھ متغیر xما من عناصر المجموعة برمز مثل

ر، یتمتع بھا المتغی )(: xpx  .یكون بالإمكان سرد كل تستخدم ھذه الطریقة عادة للتعبیر عن المجموعات عندما لا
. أما لكثرتھا آو لعدم حصرھا ، عناصرھا 

}2)  1(:مثلا  : 5 6 0} {2,3}A x x x    )2  (} {4,5,6,7, }x     عدد الطبیعي{ : 3,A x x 

المجوعات العددیة 
أن أكثر المجموعات تداولا في الریاضیات ھي المجموعات العددیة وسنذكر الآن بعضا منھا 

,1,2,3}، أي أن ویرمز لھا بالرمز (Natural Numbers)مجموعة الأعداد الطبیعیة ) 1( } 
}، أي أنویرمز لھا بالرمز(Integer Numbers)مجموعة الأعداد الصحیحة) 2( , 3, 2, 1,0,1,2,3, }     

}، أي أن ویرمز لھا بالرمز(Rational Numbers)مجموعة الأعداد النسبیة )3( : , , 0}
a

a b b
b

   

)مجموعة الأعداد الحقیقیة)4( Real Numbers {،أي أن ا بالرمزویرمز لھ( ( , )  عدد حقیقي{ :x
Complex Numbers)مجموعة الأعداد العقدیة) 5( ، أي أنویرمز لھا بالرمز(

 : , , 1x iy x y i     

)مجموعة الأعداد الصحیحة الموجبة ) 6( Positive Integer Numbers ، أي انویرمز لھا الرمز(
 1,2,3,  

)مجموعة الأعداد الصحیحة السالبة )7( Negative Integer Numbers) ویرمز لھا بالرمز أي أن ،
 , 3, 2, 1     

Even Integer Numbers الصحیحة الزوجیة مجموعة الأعداد) 8( ، أي أن eبالرمز  ویرمز لھا (
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 , 6, 4, 2,0,2,4,6,e      
nmبحیث أن nیسمى عددا زوجیا إذا وجد عدد صحیح mالعدد الصحیح  2

oویرمز لھا بالرمز (Odd Integer Numbers)الأعداد الصحیحة الفردیة مجموعة )9(
{ , 5, 3, 1,1,3,5, }o      

12بحیث أنnیسمى عددا فردیا إذا وجد عدد صحیح mالعدد الصحیح  nm
Prime Numbers)داد الاولیھ مجموعة الأع) 10( Pویرمز لھا بالرمز(

{2,3,5,7,11, }P  
العدد الأولي ھو العدد الصحیح الذي لا یساوي العدد واحد ولھ أربعة قواسم فقط ھي

)العدد الواحد،سالب العدد الواحد،العدد نفسھ،سالب العدد نفسھ (
a,لیكن ) 11( b  بحیثba 
المجموعة ) ا( :x a x b   تسمى بالفترة المفتوحة(Open interval)ویرمز لھا بالرمز),( baأي أن ،

 ( , ) :a b x a x b   
المجموعة ) ب( :x a x b   تسمى بالفترة المغلقة(Closed Interval) ویرمز لھا بالرمز],[ ba

   , :a b x a x b   
المجموعة) ج( :x a x b  ترة نصف المفتوحة من الیسار تسمى بالف(Half Open Interval From The

Left)أو نصف المغلقة من الیمینHalf Closed Interval From The Right) (ویرمز لھا بالرمز],( ba
( , ] { : }a b x a x b   

جموعة  الم)د( :x a x b   تسمى بالفترة نصف مفتوحة من الیمین(Half Open Interval From
The Right) أو نصف مغلقھ من الیسار(Half Closed Interval From The Left) ویرمز لھا بالرمز

),[ ba
[ , ) { : }a b x a x b   

)1.1(تعریف
ویرمز لھا بالرمز (Empty Set)التي لا تحتوي على أي عنصر تسمى بالمجموعة الخالیةالمجموعة

}:مثلا : 3 4}x x       ولكن{ : 3 4} {3}x x   
ملاحـظـة 

مثلا  . نعرف فیما إذا كانت مجموعة خالیة أم لاتوجد مجموعات لا
}n  تحقق المعادلةn n nx y z   حیث{ : 2, , ,A n n x y z     

.المجموعة  خالیة أم لا ھذه یعرف في الوقت الحاضر فیما إذا كانت لا
)2.1(تعریف 

BAوتكتب ( Bمن(Subset)بأنھا مجموعھ جزئیھ Aیقال عن . مجموعھ,BAلتكن كل من    ( إذا كان
تحتوي Bأو أنBفيمحتوى Aویقال في بعض الأحیان أن. Bیكون أیضا عنصرا في Aفي xكل عنصر

BAویلاحظ أن . Aعلى تعني أنAلیست مجموعھ جزئیھ منB.
إذا كان ) BAتكتب ( Bمن(Proper Subset)بأنھا مجموعھ جزئیھ فعلیھAیقال عن

)1 (A مجموعھ جزئیھB، أي أنBA )2 (یوجد على الأقل عنصر واحد فيBعنصر موجود فيA

BAیكتب ( بأنھما متساویتین ,BAویقال عن المجموعتین  ( إذا كانتBA وAB .



457ر
Measure Theoryنظریة القیاس 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

5

)3.1(مثال
)1 (       
}إذا كانت )  2( : 2 4}A x x     فانA   ولكنA  
تمثل طلبة قسم الریاضیات Aتمثل طلبة كلیة علوم الحاسوب والریاضیات جامعة القادسیة وكانتUإذا كانت ) 3(

Aتمثل طلبة قسم الكیمیاء فان Bوكانت UولكنB U
}إذا كانت ) 4( , , }X a b c فان جمیع المجموعات الجزئیة منX ھي

1 2 3 4 5 6 7 8, { }, { }, { }, { , }, { , }, { , },A A a A b A c A a b A a c A b c A X       

ملاحظات 
AAكل مجموعھ ھي جزئیھ من نفسھا أي أن ) 2(ه   ألمجموعھ الخالیة وحید) 1( 
A،أي أن Aھي مجموعھ جزئیھ من أیة مجموعھالمجموعة الخالیة )  3(  لأي مجموعھA

CBوكانت BAإذا كانت )  4(  فانCA 

) 4.1( تعریف 
(Universal set)

: بعبارة أخرى   
Uالمجموعة بالمجموعة الشاملة أو الكلیة  ویرمز لھا بالرمز 

,{1,2,6,8}: مثلا  {3,6,9},A B  
.مجموعة شاملةفیمكن اعتبار المجموعة 

)5.1(تعریف 
مجموعة ,BAلتكن كل من

(Union)تسمى اتحاد BأوAالمجموعة التي تتكون من العناصر التي تنتمي على الأقل إلى إحدى المجموعتین ) 1(
Aیرمز لھا بالرمز و,BAالمجموعتین B أي أن ، :A B x x A or x B   

xإذا كان  A B  فانAx أوBx أما إذا كان ، أو كلاھماx A B  فانAx،Bx
(Intersection)تسمى تقاطع ,BAالمجموعة التي تتكون من العناصر التي تنتمي إلى كل من المجموعتین) 2(

، أي أن BAویرمز لھا ,BAالمجموعتین  :A B x x A and x B   

BAxإذا كان   فانAx وBx أما إذا كانBAx  فانAxأوBxیقال أن .  أو كلیھما
Aإذا كان (Disjoint Sets) متنافیتین,BAالمجموعتین B  

,{1,3,8}إذا كانت :  مثلا  {1, 2,5,7}A B  1}فان, 2,3,5,7,8}, {1}A B A B   

)6.1(مبرھنة 
CBAلتكن كل من Uمجموعھ جزئیھ من المجموعة الشاملة ,,

)1   (BAA   وكذلكA B A 
)2  (A B B  إذا وفقط إذا كانتBA    وكذلكABA   إذا وفقط إذا كانتBA 
)3 (A A A   ،A A  ،A U U    وكذلكAAA  ،A    ،AUA 
)4 (A B B A    وكذلكABBA 
)5  (( ) ( )A B C A B C      وكذلك( ) ( )A B C A B C    
)6(( ) ( ) ( )A B C A B A C     ،( ) ( ) ( )A B C A B A C     
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)7.1(تعریف 
تسمى Bولا تنتمي إلى المجموعة Aالمجموعة التي عناصرھا تنتمي إلى المجموعة . مجموعھ ,BAلتكن كل من 

)الفرق  Difference BAویرمز لھ بالرمز,BAبین المجموعتین( Aأو | B

 | :A B x x A and x B  

BAیقال أن  ABإذا كانت AفيComplement(Bمتممھ ( مكملة |  . وان مكملة  المجموعةA بالنسبة
AUھي Uللمجموعة الشاملة  cAویرمز لھا بالرمز |

| { : }cA U A x x U and x A   
وللسھولة تكتب   :cA x x A   . الفرق التناظري(Symmetric Difference)بین المجموعتینBA, یرمز

Aلھ بالرمز  B  ویعرف بالشكل( | ) ( | )A B A B B A  

)8.1(مبرھنة 
CBAلتكن كل من  .Uمجموعة جزئیھ من المجموعة الشاملة ,,

)1 (cBABA |)2  ( إذا كانتBA  فانcc AB )3  (AA cc )(
)4 (c U   ،cU )5 (cA A    ،cA A U 
)6 (( )c c cA B A B  ،( )c c cA B A B  )7  (A B B A  
)8 (( ) ( )A B C A B C    )9  (A A )10 (A A  

Family of Setsعائلة المجموعات.2
)1.2(تعریف 

تسمى مجموعة الأجزاء أو مجموعة المجموعة التي عناصرھا كافة المجموعات الجزئیة في. جموعة ما ملتكن 
)القوى  Power Set ) للمجموعة ویرمز لھا بالرمز)(P أن، أي  AAP :)(

)2.2(مبرھنة 
مجموعة ,تكن كل من ل
من العناصر n2تحتو على  P)(من العناصر فان nتحتوي على إذا كانت) 1(
)2  ( إذا وفقط إذا كان)()(  PP)3  ( إذا كانت  فان  )()( PP

)4  ()()()(   PPP)5  ()()()(  PPP

)                                                                                3.2(تعریف 
وعندئذ أذا على ھو دالة من بالمجموعة Indexing((تدوین . مجموعة أخرى مجموعة ،لتكن
عائلة من المجموعات المرتبطة بمجموعة وتسمىAبفعل ھذه الدالة یرمز إلیھا بالرمز فأن صورة كان

}یكون Aوباستخدام الرمز. التدوین  : }A   . كما یرمز إلى مجموعة النقاط المدونة بالمجموعة بالرمز
}{A أو}{ A في حالة عدم وجود ضرورة لذكر المجموعة . لكل ( وإذا استخدمنا مستقبلا العبارة ( فأننا نقصد

.لا ضرورة لذكرھا ) أو مجموعة دلیلیھ ( في مجموعة تدوین بذلك لكل 

)أسرة مجموعات أو جملة مجموعات   Family Of Sets )
لیست عائلة من المجموعات{{2,5},3,{2},{2,3}})2(عائلة من المجموعات }}3,2,{}2,{}6,5{{{جموعة  الم) 1(
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ملاحظة 

( Infinite Family)ر منتھیة عدا ذلك تكون غی( Finite Family)من المجموعات
)4.2(تعریف

لتكن   Aعائلة مجموعات من المجموعات الجزئیة من المجموعة . اتحاد عائلة المجموعات یرمز لھ بالرمز




A  أو  :A ویعرف بالشكل  : : ,A x x A for some 





   والتقاطع یرمز لھ

بالرمز  


A أو }:{ Aویعرف بالشكل  :{ : }A x x A 





   
ملاحظة 

إذا كانت      فانA





   وكذلك




A

)5.2(المث
}لتكن  : 0 1} [0,1]x x      ،   ولتكن}

1
,,

3

1
,

2

1
,1{

 A فان ،

},
1

1
,

1
,,

3

1
,

2

1
,1{  


 

A 1{و{




A

)6.2(مبرھنة
Aولتكن عائلة مجموعات من المجموعات الجزئیة من المجموعة }{Aلتكن 

)1 ( 


 AAAA  


)()        .2 ()()( 


 AAAA  




)3( 











cc AA )()            .4 (









cc AA )(

) 7.2(تعریف 
لتكن A 

ة من المجموعة عائلة مجموعات من المجموعات الجزئی . یقال أن تجزئة إلى إذا كان
)1  (A لكل)2 (A A   لكل )3    (






A

وفي ھذه المحاضرة سوف . سبق وان عرفنا عائلة المجموعات بأنھا مجموعة كل عنصر فیھا ھو بحد ذاتھ مجموعة
الحلقة، الحلقة المتكاملة ، شبھ الحقل، الحقل و الحقول ، نتطرق إلى أنواع خاصة من عائلات المجموعات مثل شبھ الحلقة 

.المتكاملة 
) 8.2(تعریف

إذا  في )  .A)Unitلتكن
BBAكان لكلB .

أعظم في  في Aیة تكون وحیدة، وعلیة المجموعة الأحادیةمن السھولة نبین إن المجوعة الأحاد      نصر  أي ع
ABإن  لكلB .

) 9.2(تعریف
إذا على ) )Semi-Ringیقال عن . عةعائلة من المجموعات الجزئیة من المجمو     لتكن

:تحققت البدیھیات الآتیة
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(1)       .)2 ( إذا كانت,A B  فانA B .

A,إذا كانت ) 3( B  فان
n

i
iABA

1

|


 حیثiA مجموعات متنافیة في.

iAیوجد (   ،1.2, ,i n ،0n بحیث إنi jA A   لكلji  ،
n

i
iABA

1

|


(

0إذا كانتn فھذا یعني أن
1

n

i
i

A 


 ، وفي ھذه الحالةBA .

)10.2(مثال
),(التي عناصرھا كل الفترات المفتوحة المجموعة  baالفترات المغلقة ،],[ ba و الفترات نصف  المفتوحة

],(),,[ baba الفترة الخالیة " ، یتضمن( . )a a  والمجموعة أحادیة العنصر}{],[ aaa  " تكون شبھ حلقة على.
ملاحظـــــة 

لة من شبھ الحلقات على مجموعة معینة لیس بالضرورة أن یكون شبھ حلقة على تلك المجموعة  والمثال    تقاطع عائ 
. التالي یوضح ذلك

)11.2(مثال
1لتكن 1{ , , }, { ,{ },{ },{ }, }, { ,{ },{ , }, }a b c a b c a b c        1فان كل من 2وشبھ حلقة على

1ولكن  2 { ,{ }, }a   لیس شبھ حلقة على.
) 12.2(تعریف
تحققت  على  )  .)Ringلتكن إذا 

:دیھیات الآتیة الب
)1 ( )    .2 ( إذا كان,A B  فانA B )  .3 ( إذا كان,A B   فان|A B .

)13.2(مبرھنة
.حلقة على المجموعةلتكن 

A,إذا كان ) 1( B  فانA B  ،A B 

1إذا كان ) 2( 2, ,..., nA A A  فان
1

n

k
k

A


  و
1

n

k
k

A


  .

: البرھان
)1(

|Aحلقة على المجموعة بما أن )  ا( B  وعلیھ| ( | )A A B  ولكن| ( | )A B A A B  
|حلقة على المجموعة بما أن بما أن ) ب( , |A B B A  وعلیھ( | ) ( | )A B B A 

)ولكن  | ) ( | )A B A B B A   

1فان 2nإذا كانت .الاستقراء الریاضيسنبرھن بطریقة   ) 2( 2
1

n

k
k

A A A


   

mnنفرض العلاقة صحیحة عندما   نفرض إن ،
1

m

k
k

A


 

1لاقة عندما سنبرھن على صحة الع mn
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وبالمثل نبرھن على أن .  من الأعداد الصحیحة الموجبة nالعبارة صحیحة لجمیع قیم 
1

n

k
k

A


 

) 14.2(مثال
إذا كانت ) 1( ,  فان حلقة على.
.تكون حلقة علىفان عائلة جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة إذا كانت ) 2(
.تكون حلقة علىفان عات الجزئیة المنتھیة من المجموعة عائلة جمیع المجموإذا كانت ) 3(
.تكون حلقة علىفان عائلة جمیع المجموعات الجزئیة المقیدة من المجموعة إذا كانت ) 4(

)15.2(مبرھنة 
.تكون شبھ حلقة علیھا ولكن العكس غیر صحیح دائما كل حلقة على مجموعة 

:البرھان
حلقة على مجموعة لیكن   وإذا كانت,A B  قانA B 

FBAإذا كانت: الآن  , قانFBA | لانF حلقة

1و  1nنأخذ  1
1

| |
n

i
i

A B A A A A B


     

 لقة على مجموعة حشبھ.
.لیست حلقة على مجموعة ولكن شبھ حلقة على مجموعة یبین أن ) 10.2(والمثال 

ملاحظـــــة 
. كون حلقة على تلك المجموعة تینة تقاطع عائلة من الحلقات على مجموعة مع

)16.2(تعریف 
إذا على ) )-Ringیقال عن. عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن
:ت البدیھیات الآتیة تحقق

)1 ()       .2 ( إذا كانت}{An متتابعة من المجموعات في فان
1

n
n

A




 .

A,إذا كان )  3( B  فان|A B .
)17.2(مبرھنة 

nAإذا كانت . على المجموعة حلقة متكاملةلیكن) 1(  لكل,2,1n  فان
1

n
n

A




 

.كل حلقة متكاملة تكون حلقة ولكن العكس غیر صحیح دائما) 2(
:البرھان

)2(
حلقة متكاملة على مجموعة تكن ل  وإذا كانت,A B  قان|A B 

A,إذا كانت: الآن  B 
AABAAkنضع   12 ,, 3لكلk}{An متتابعة من المجموعات في
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حلقة متكاملة  بما أن 
1

n
n

A




    ولكن
1

n
n

A A A A B




    .

) 18.2(تعریف
إذا على ) Semi-Field(قل یقال عن. المجموعات الجزئیة من المجموعة   عائلة من   لتكن

:تحققت البدیھیات الآتیة
(1),        .)2 ( إذا كانت,A B  فانA B .

Aإذا كانت ) 3(  فان
n

i
i

c AA
1

 حیثiA مجموعات متنافیة في.

)19.2(مـثال 
إذا كانت ) 1( ,  فان شبھ حقل على.
إذا كانت ) 2( ( , ] :a b a b      فان شبھ حقل على.
إذا كانت) 3( nibabababaF iinn ,,2,1,:],(],(],( 2211  فان شبھ حقل علىn.

ملاحظـــــة 
. من شبھ الحقول على مجموعة معینة لیس بالضرورة أن یكون شبھ حقل على تلك المجموعة تقاطع عائلة 

)20.2(تعریف
إذا تحققت على) Field(بأنھا حقل یقال عن. عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعةلتكن

:البدیھیات الآتیة 

)1 ()2 ( 1إذا كانت 2, , , nA A A   فان
1

n

i
i

A


 )3  ( إذا كانA فانcA .

)21.2(مثال
}إذا كانت ) 1( , } فان حقل على.
.تكون حقل علىفان عائلة جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة إذا كانت ) 2(
إذا وفقط إذا تكون حقل علىفان عائلة جمیع المجموعات الجزئیة المنتھیة من المجموعة إذا كانت ) 3(

.مجموعة منتھیة كانت 
) 22.2(مبرھنة

فان  حقل على المجموعة لتكن ) 1(
)  ا( )إذا كان ) ب,A B  فانA B  وكذلكA B .

1إذا كان  ) ج( 2, , , nA A A  فان
1

n

i
i

A


 

، كل حقل یكون حلقة ولكن العكس غیر صحیح دائما) 2(
. تكون حقل علىوالتي تحتوي علىالحلقة على المجموعة) 3(

:البرھان
)1(

cبما أن )  ا(     ولكنc    .
2نضع ) ب( 1, ,kA A B A A   لكلnk ,,4,3 1 2, ,..., nA A A  
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حقل  بما أن 
1

n

k
k
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    ولكن
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    .

,بما أن  ,c c c cA B A B A B       ) حسب الفرع ب(
))ولكن  ) ) ( ) ( )c c c c c cA B A B A B A B A B           

)ج(
kAبما أن   لكل قیمnk ,,2,1 c

kA   لكل قیمnk ,,2,1 

1

n
c
k

k

A


    ولكن
1 1 1 1 1

(( ) ) ( ) ( )
n n n n n

c c c c c
k k k k k

k k k k k

A A A A A
    

          

)2(
حقل على المجموعة لیكن   وإذا كانتوكذلك,A B  قانA B 

A,إذا كانت: الآن  B  قانcB  وكذلكcA B  لانولكن حقل| cA B A B  
والمثال التالي یوضح  أن العكس غیر صحیح   

  إذا كانت  فان
).مجموعة غیر مقیدةبسبب لان .(لیست حقل على

)3 (

1إذا كانتبحیث أنحلقة على المجموعة لیكن 2, , , nA A A   فان
1

n

k
k

A


 

Aإذا كانت: الآن  بما أن قان| A  لانولكن ةحلق|cA A  

ملاحظـــــة 
. تقاطع عائلة من الحقول على مجموعة معینة یكون حقل على تلك المجموعة 

) 23.2(تعریف
-أو جبر متكامل ()Field(حقل متكاملیقال إن. عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن

algebra( على إذا تحققت البدیھیات الآتیة:

)1 () .2 ( إذا كانت{ }nA متتابعة من المجموعات في فان
1

n
n

A




 .

Aإذا كان )  3(   فانcA .
) 24.2(مبرھنة

,إذا كان  . حقل على المجموعة لتكن ) 1( 1, 2,nA n  فان
1

n
n

A




 

.یكون حقل ولكن العكس غیر صحیح دائمامتكامل كل حقل )  2(
.یكون حلقة متكاملة ولكن العكس غیر صحیح دائمامتكامل كل حقل ) 3(
.ل متكامل علىتكون حقوالتي تحتوي علىالحلقة المتكاملة على المجموعة) 3(

:البرھان 
)1(

nAبما أن   لكل قیمnc
nA   لكل قیمn
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      ولكن
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)2(
حقل متكامل على المجموعة لیكن   وإذا كانتوكذلكA   فانFAc 

1إذا كانت: الآن  2, , , nA A A   . نضعkA  لكل,2,1  nnk
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k
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حقل متكامل  بما أن 
1

k
k

A




   وعلیھ
1

n

k
k

A


 

والمثال التالي یوضح  أن العكس غیر صحیح   
لتكن   ولتكن{ : 0,1,2, }nA n  بحیث أنnA تمثل مجموعة جمیع الأعداد الصحیحة في الفترة

],[المغلقة  nn فانحقلا ولكن لیس حقل متكامل .
)25.2(تعریف

)الفضاء القابل للقیاس Measurable Space)ھو الثنائي( , )  حیثمجموعة غیر خالیة، و حقل متكامل
Aإذا  كانت ) وبسھولة یقال قابلة للقیاس(قابلة للقیاس بالنسبة إلى Aیقال إن Aلتكن . على    ،

.)Measurable Sets(تسمى مجموعات قابلة للقیاس أي إن عناصر 
) 26.2(مبرھنة

}لتكن }i i I عائلة من الحقول المتكاملة على المجموعة بحیثI فانi
i I
على یكون أیضا حقل متكامل

) 27.2(تعریف
یسمى بالحقل المتكامل أصغر حقل متكامل یحتوي على .عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعةلتكن 

)ویرمز لھ بالرمز المتولد بواسطة  ) .
) 28.2(مبرھنة

. عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعةلتكن 
 (1)( ) اوي تقاطع جمیع الحقول المتكاملة على المجموعة یس والتي تحتــوي على.
 (2)( )   إذا وفقط إذا كانت حقل متكامل على المجموعة.

)29.2(تعریف
),(لیكن   الحقل المتكامل المتولد بواسطة . فضاء  تبولوجیاليییسمى الحقل المتكامل البور)-filedBorel (

)()(أي إن )(ویرمز لھ بالرمز    .وعناصر)( تسمى مجموعات بوریل)Borel sets( في.
) 30.2(تعریف

ى علTrace ((أو اثر ) Restriction(قصر.Aولتكنعائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعةلتكن
Aھو عائلة جمیع المجموعات بالصیغةBAحیثB  ، ویرمز لھ بالرمزAأوA  ،وعلیھ

{ : }A A A B B      

AA .( )A A

( )A A  ،             اسطة بو لد  المتو امل  تك لم لحقل ا ان سمى با )Aأي  )A  . أي ان
( ) ( )A A A   
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) 31.2(مبرھنة
. Aولتكن عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعةلتكن
 (1)( )A   حقل متكامل على المجموعةA.
 (2)( ) ( )A A   .

Aمغلقة تحت التقاطع المنتھي وكانت إذا كانت ) 3(  ،فان{ : }A B B A   .
.Aبكون حقل متكامل على المجموعةAفان، حقل متكامل على المجموعةإذا كانت) 4(

Sequences of Setsمتتابعات المجموعات .3
تسمى Xومستقرھا المجموعة الدالة التي منطلقھا مجموعة الأعـداد الطبیعیة. مجموعة غیر خالیةXلتكن

f:أي أن،Xمتتابعة فيfإذا كانت.Xفي(Sequence)متتابعة  Xومن تعریف الدالة نحصل على ، دالة
nأن لكل  یوجد عنصر واحد فقطXxn ثبحی  nxnf  .لاحظ أن العناصرnxتحدد الدالةf بصورة كاملة

بالرمزfولذلك سنرمز للدالة nxویسمىnxرتبةبالحد العام للمتتابعة أو الحد النوني أو الحد ذي الn للمتتابعة.
المدى للمتتابعة nxھي المجموعة :nx n ولذا یجب التمییز بین المتتابعة nxویقال عن . وبین المدى لھا

}{المتتابعة nxبأنھا متتابعة حقیقیة إذا كانتX   . ًإذا كانت: مثلا nxمتتابعة معرفة فيحیث ، nnx 1

nلكل    فأن      ,1,1,1,11  n
nx إما المدى یمثل المجموعة   : 1,1nx n   

)1.3(تعریف 
}{لتكن nxیقال عن. متتابعة حقیقیة}{ nx بأنھا

1Mxnبحیث إن 1Mإذا وجد عدد حقیقي) bounded above( مقیده من الأعلى ) 1(  لكل قیمn .
nxMبحیث إن2Mمقیده من الأسفل إذا وجد عدد حقیقي ) 2( 2 لكل قیمn.
Mxnبحیث أن Mإذا وجد عدد حقیقي موجب)Bounded(مقیده ) 3( || لكل قیمn.

)2.3(تعریف 
}{لتكن nxیقال عن. متتابعة حقیقیة}{ nxمتزایدة بأنھا(Increasing) 1أذا كان nn xx لكل قیمn . ویقال عن

المتتابعة  nx بأنھا متناقصة)Decreasing ( أذا كانnn xx 1 لكل قیمn وتسمى المتتابعة رتبیھ(Monotone) أذا
.كانت متزایدة آو متناقصة 

)3.3(تعریف 
}{لتكن nxیقال عن. متتابعة حقیقیة}{ nx بأنھا متقاربة (Convergent)في إذا  وجدx  0بحیث أن، لكل

: بحیث Zkیوجد  xxn لكلkn  ویقال أن النقطةx ھي نقطة تقارب للمتتابعة nxوتكتب بالشكل
xxn

n



lim   أوxxn    عندماn 0: وھذا یعني أنn nx x x x    عندماn

إذا كانت  nx غیر متقاربة تسمى متباعدة)Divergent.( ویقال عن المتتابعة}{ nxبأنھا متتابعة كوشي)Cauchy

sequence()0إذا  كان لكل ) أو تسمى متتابعة أساسیة یوجدZk بحیث أن || mn xx لكلkmn ,

}{وعلیھ  المتتابعة الحقیقیة  nx  0متتابعة كوشي إذا وفقط إذا كان||  mn xx     عندماmn,

ملاحظات 
.نقطة التقارب للمتتابعة تكون وحیدة) 1(
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كل متتابعة متقاربة  تكون مقیدة)2(
.كل متتابعة حقیقیة مقیده ورتیبة تكون متقاربة)3(
.الحقیقیة تكون مقیدهكل متتابعة كوشي )4(
),(متتابعة متقاربة في الفضاء المتري كل) 5( dXتكون متتابعة كوشي

)4.3(مبرھنة
}{لتكن  nx نعرف . متتابعة من الأعداد الحقیقیة

}1:}:inf{sup{suplim 


nnmxx mn
n

sup{inf{inflim:{:1{وكذلك  


nnmxx mn
n

}{فان الغایة للمتتابعة  nxإذا كانت ة موجودn
n

n
n

xx


 inflimsuplim ویكتب ،n
n

x


lim .

)5.3(تعریف
}لتكن }nAمتتابعة من المجموعات الجزئیة من . الغایة العلیا(Upper limit)للمتتابعة{ }nAیرمز لھا بالرمزAnnn

suplim


وتعرف كالآتيAأو 

 













 
1

limsuplim
n nk nk

k
n

knnn
AAAA

وعلیھ  Ax إذا وفقط إذا كان لكلn   فان ،kAx  لبعضnk  .(Lower limit) بعة لمتتا An}{ل

nnیرمز لھا بالرمز
n

Ainflim


وتعرف بالشكل الآتي Aأو

                ِ 











 

1

liminflim
n nk nk

k
n

knn
n

AAAA

وعلیھ  Ax إذا وفقط إذا كان لبعضn  فان ،kAx لكلnk .
)6.3(مثال

AAnإذا كانت ) 1(  عندماn زوجي وانBAn  عندماnدي فان فر
BAAnnn




suplim   وكذلكBAAnn
n




inflim

إذا كانت ) 2(   وكانت]
1

,1(
n

An  عندماn 1[زوجي وان,
1

(
n

An  عندماnفردي فان

]1,1(suplim 


Annn
inflim}0{وكذلك     


Ann

n

:الحل

)1( 









nk nk
kk BAABAA ,

 









nk nk
kk BAABAA ,

  

















11
)(,)(

n nk
k

n nk
k BAABAA

BAABAA nn
n

nn
n




inflim,suplim
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)7.3(مبرھنة
nAإذا كانت  ، حلقة متكاملة على مجموعة لتكن ) 1(  لكل,2,1n فان

lim supn n
n

A


    وكذلكlim infn n
n

A




nA، إذا كانت  حقل متكامل على مجموعة لتكن  )  2(  لكل,2,1n فان
lim supn n
n

A


    وكذلكlim infn n
n

A




:البرھان
)1(

nAبما أن  ) ا(  لكل,2,1n وان حلقة متكاملة على مجموعة فانk
k n

A




  لكل

,2,1n   وعلیھ
1

lim sup n knn
n k n

A A
 


 

  

nAبما أن  ) ب(  لكل,2,1n وان حلقة متكاملة على مجموعة فانk
k n

A




  لكل

,2,1n  وعلیھ
1

lim inf kn n
n

n k n

A A
 


 

  

) 2(وبالمثل نبرھن 
)8.3(مبرھنة
متتابعة من المجموعات الجزئیة منAn}{لتكن

)1  (c
nn

nn

c
nn

n
AA inflim)suplim(


)   .2  (c

nn
n

c
nn

n
AA suplim)inflim(


  .3)nn

n
nn

n
AA supliminflim




:البرھان 
)1(

بما أن   









1
suplim

n nk
knnn

AA فان

  


 














11
inflim)())(()suplim(

n

c
nn

nnk

c
k

n nk
k

c

nn
c

n
AAAA

)3(

بما أن  









nk

k
nk

k AA  لكل,2,1n فان











nk

k
n

nk
k

n
AA limlim وعلیھnn

n
nn

n
AA supliminflim




)9.3(تعریف
}لتكن }nAمتتابعة من المجموعات الجزئیة من المجموعة .یقال أن المتتابعة{ }nA متقاربة)Convergent ( إذا كان

AAA) فرضاً( nn
n

nn
n




inflimsuplim وتسمى المجموعةA بالغایة للمتتابعة{ }nA   ویكتبn
n

AA lim
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) 10.3(تعریف
}لتكن }nA .{ }nA(Increasing)
AAإذا كان  nn 1    لكل قیمn  ویقال إنھا متناقصة ،(Decreasing)إذا كانAA nn 1 لكل قیمn .

(Monotone)إذا كانت متزایدة أو متناقصة.
) 11.3(مبرھنة

.تكون متقاربة ولكن العكس غیر صحیح دائماات الجزئیة من المجموعةكل متتابعة رتیبة من المجموع
:البرھان 

}لتكن  }nA  متتابعة رتیبة من المجموعات الجزئیة من مجموعة.
}إذا كانت المتتابعة }nA فان متزایدةAA nn 1 لكل,2,1n وعلیھ











1n

n
nk

k AA وكذلك





nk
nk AA لكل,2,1n

   






















1 1 11

)()(suplim
n nk n n

n
n

nknnn
AAAA    وكذلك  















1 1

)(inflim
n nk n

nknn
n

AAA

وعلیھ 






1

inflimsuplim
n

nnn
n

nnn
AAA . وبذلك  المتتابعة{ }nAمتقاربة.

}أما أذا كانت المتتابعة }nA متناقصة  فانAA nn 1 لكل,2,1nوعلیھ

n
nk

k AA 



    وكذلك 










nk n

nk AA
1

,2,1nلكل    

   






















1 1 11

)()(suplim
n nk n n

n
n

nknnn
AAAA    وكذلك  















1 1

)(inflim
n nk n

nknn
n

AAA

وعلیھ 






1

inflimsuplim
n

nnn
n

nnn
AAA وذلك المتتابعة}{Anوالمثال التالي یوضح العكس غیر صحیح . متقاربة .

 إذا كانت   1(وكانت,
1

[
n

An ا عندمn زوجي وان]
1

1,0(
n

An  عندماn فردي فان المتتابعة{ }nA

. متقاربة ولكنھا لیست رتیبة
)12.3(تعریف

}لتكن }nAمتتابعة من المجموعات الجزئیة من المجموعة .یقال إن المتتابعة{ }nA متقاربة متزایدة إلىA إذا

}المتتابعة   }nA متزایدة وان
1

n
n

A A




 ویكتبnA Aوبالمثل یقال إن المتتابعة{ }nAمتناقصة إلىمتقاربةA إذا

}كانت المتتابعة  }nA متناقصة وان
1

n
n

A A




ویكتبnA A

)13.3(مبرھنة
nAإذا كان (1) A فانc c

nA A(2) إذا كانAAn  فانAA cc
n 

:البرھان 
)1(
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AAAAبما أن   nn n  1  لكل,2,1n  وكذلك





1n
n AA


c
n

c
n AA وكذلك  ,2,1nلكل1










11
)(

n

cc
n

n

c
n AAA وعلیھAA cc

n 

)14.3(تعریف 
إذا ) )Monotone Familyمن المجموعات الجزئیة من مجموعة العائلة غبر الخالیة 

}متتابعة رتیبة كانت لكل  }nA في نحصل على ،lim n
n

A


.
من السھولة إثبات 

تكون عائلة رتیبةعائلة المجموعات الجزئیة من مجموعة )1(
تقاطع أیة عائلة من العوائل الرتیبة  تكون عائلة رتیبة) 2(
أیة حقل متكامل یكون عائلة رتیبة) 3(

)15.3(تعریف 
تسمى العائلة الرتیبة تحتوي على اصغر عائلة رتیبة. من المجموعات الجزئیة من مجموعة عائلة لتكن

)، ویرمز لھ بالرمزالمتولدة بواسطة  )M .
)16.3(مبرھنة

كل حلقة متكاملة تكون عائلة رتیبة  ) 1(
حلقة وعائلة رتیبة فانھ حلقة متكاملة إذا كانت ) 2(

:البرھان 
حلقة  متكاملة لتكن )     1(

}إذا كانت  }nAبة من المجموعات في متتابعة رتی



 

1

lim
n

nn
n

AA  أو






1

lim
n

nn
n

AA

nAحلقة متكاملة وكذلك بما أن   1لكلn   .
1

n
n

A




   وكذلك
1

n
n

A




 

lim n
n

A


    وعلیھعائلة رتیبة.

nAنفرض .  حلقة وعائلة رتیبة أنبما )  2(  لكل,2,1n.

، فان حلقةبما أن  
1

m

i
i

A


   لكل ،,2,1m

}{بما أن 
1

m

i
iA



عائلة رتیبة  فان وكذلك متتابعة تزایدیة  في 
1

lim
m

m
m

i

A




  وعلیھ
1

n
n

A




 

حلقة  متكاملة.
)17.3(مبرھنة 
)حلقة ، العائلة الرتیبةإذا كانت   )M المتولدة بواسطةھي نفس الحلقة المتكاملة( )  المتولدة بواسطة ،

)أي أن  ) ( )M  .
:البرھان 

)بما أن الحلقة المتكاملة ھي عائلة رتیبة وكذلك  )  فان ،( ) ( )M   أننبرھن على أنوعلیھ یكفي
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( )M إثبات أنإذا كنا نستطیعھذایتبعسوفوحلقة متكاملة( )M  حلقة
)مجموعة ما ، ولتكن Dلتكن )D عائلة من المجموعاتAوالتيDA |,AD |,BAجمیعھا تنتمي إلى( )M 

}{ابعة رتیبة لكل متت nA من المجموعات في)(D فان ،)()|(lim|)lim( DADDA n
n

n
n




وكذلك ، 

)()lim|(lim)lim(| DADAD n
nn

n
n




 ،)()(lim)lim( DADAD n
n

n
n




Dإذا كان   وكانA ، فانھ باستخدام تعریف الحلقة ،( )A D لذلك ،( )D  لكلD .
)أنبما  )M  اصغر عائلة رتیبة تحتوي،فان( ) ( )M  

)وعلیھ إذا كان  )A M  وكانD  ، فان( )A D وعلیھ( )D A
Dھذا صحیح لكل أنوبما   وعلیھ ،( ) ( )M A 
)لكلھذه العلاقةصحة )A M  ، أنما یعادل( )M 

)18.3(نتیجة
)تحتوي على الحلقة المتكاملة والتي تحتوي على الحلقة كل عائلة رتیبة  )  المتولدة بواسطة.

: البرھان 
)بما أن  )M  

)أن ) 17.3(ولكن حسب المبرھنة  ) ( )M   فان ،( )  

Measurable Functionsالدوال القابلة للقیاس .4
)1.4(تعریف 

)لیكن كل من , ), ( ', ')  یقال عن الدالة. فضاءًً قابلاً للقیاس:f بأنھا قابلة للقیاس( measurable
function)بالنسبة إلىو 1إذا كان( )Af  لكلA .

:الترمیز  ( , ) ( , )f      یعني الدالة:f بالنسبة إلىقابلة للقیاسو.اصة إذا وبصورة خ
nكانت   و( )n   یقال عن الدالة ،: nf    ًقابلة للقیاس بوریلیا(Borel measurable

function)على( , ) إذا كانتfقابلة للقیاس بالنسبة إلىو( ) ویكتب ،f .
)2.4(مثال

)لیكن كل من , ), ( ', ')  ولتكن. فضاءًً قابلاً للقیاس:fدالة.
}إذا كانت ) 1( , '}   فان كل دالة ،:fة للقیاس تكون قابل

تكون قابلة للقیاس:f، فان كل دالة تمثل عائلة جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة إذا كانت)  2(
ثابتة فإنھا قابلة للقیاس:fإذا كانت الدالة ) 3(

:الحل
Aلیكن )    1( A    أوA

)1بما أن  )f    وكذلك )(1f ولكن حقل متكامل على المجموعة,   
1( )Af    وعلیھ الدالة:fقابلة للقیاس.

)1لیكن )   2( )f A A A        
1( )Af   

:fقابلة للقیاس.
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بحیث أن bیوجد ثابتة fبما أن الدالة ) 3(  bxf  لكلx

Aنفرض  

 









Ab

Ab
Af

,

,1 

,تكامل على المجموعة حقل مولكن   1( )Af    وعلیھ الدالة:fقابلة للقیاس.
)3.4(مبرھنة

)لیكن كل من , ), ( ', ')   فضاءًً قابلاً للقیاس، ولتكنSولتكنSf :ن دالة بحیث أ')(  Sf .
Sأي أن(Sعلىاثرلتكن  (فان الدالة: ( , ) ( , )f      تكون قابلة للقیاس إذا وفقط إذا تكون الدالة

: ( , ) ( , )f S  ة للقیاس أیضاتكون قابل.
: البرھان

{ : }S S B B      ،  بما أن: ( , ) ( , )f       1إذا وفقط إذا( )f A  لكلA 

)()(وكذلك   11 ASfAf   لكلA  : ( , ) ( , )f     ة للقیاس إذا وفقط إذا  قابل
1( )f B  لكلB : ( , ) ( , )f      قابلة للقیاس إذا وفقط إذا: ( , ) ( , )f S  قابلة للقیاس
ملاحظة

Rتوسیع الأعداد الحقیقیة . تمثل مجموعة الأعداد الحقیقیة     لتكن  

أي إن ، *ویرمز لھ بالرمز ,الرموز    * [ , ]        . الرموز ،

( ) ({ }, ( ),{ }) { , { }, { }, { , } : ( )}A A A A A                 
* فضاء مرصوصا)Compact Space(وكل منsup،inf موجود في*. والعلاقات الجبریة التالیة بینھم وأعداد

: xحقیقیة 

)1( xx )()()()()2 (













0,

0,0

0,

)()(

x

x

x

xx



)3  ( ))(()4  ( ))(( )5  (0

x   ،  غیر معرف ، لا

0

أَو 0



)4.4(مبرھنة 
)إذا كان , ) فضاء قابلاً للقیاس وكانت:f  فان العبارات الآتیة متكافئة. دالة

:الدالة) 1( ( , ) ( , ( ))f     تكون قابلة للقیاس
:الدالة) 2( ( , ) ( , ( ))f    تكون قابلة للقیاس
:الدالة)3( ( , ) ( , ( ))f     تكون قابلة للقیاس

:البرھان
)بما أن  ) ( )      وكذلك( )f     نحصل على  الدالة ) 3.4(، باستخدام المبرھنة

: ( , ) ( , ( ))f     قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كانت الدالة: ( , ) ( , ( ))f    قابلة للقیاس.
)وكذلك  بما أن   ) ( )     لك وكذ( )f     نحصل على ) 3.4(، باستخدام المبرھنة

:الدالة  ( , ) ( , ( ))f     قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كانت الدالة: ( , ) ( , ( ))f     قابلة للقیاس.
)5.4(مبرھنة
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)لیكن كل من  , )  ،( ', ')  ،( , )  32فضاء قابل للقیاس ولتكن كل من: g،: ( , ) ( , )g       

:دالة قابلة للقیاس فان الدالة  ( , ) ( , )g f      تكون قابلة للقیاس.
:البرھان 

Aلتكن  
g 1قابلة( )g A    الدالة لك بما أن  f1وكذ 1( ( ))f g A   

1ولكن   1 1 1( ) ( )) ( )g f A f g g f        وعلیھfg قابلة للقیاس.
)6.4(مبرھنة

)لیكن كل من , ) ،( ', ')  فضاءًً قابلاً للقیاس، ولتكن عائلة من المجموعات الجزئیة من  بحیث أن
( )   فان الدالة: ( , ) ( , )f      1تكون قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كان( )f A  لكلA .
:البرھان 

:لتكن الدالة  ( , ) ( , )f      1قابلة للقیاس( )f A   لكلA 
)1بما أن  ) ( )f A         لكلA
)1نفرض  : الاتجاه الأخر  )f A  لكلA

}1نضع  : ( ) }A f A       حقل متكامل على  وكذلك 
)بما أن  )  اصغر حقل متكامل على تحتوي على  نحصل على ،( )  .

)على أیة حال  )   . وعلیھ   1وكذلك بصورة خاصة( )f A  لكلA  . وعلیھ  الدالة
: ( , ) ( , )f     تكون قابلة للقیاس.

)7.4(مبرھنة
),(لیكن كل من   ،)','( ًإذا كانت الدالة. فضاءً تبولوجیا),(),(:  f مستمرة فان الدالة

))(,())(,(:  fتكون قابلة للقیاس.
:البرھان 

)(لتكن  A بما أن ،)()()(  A

:),(),(بما أن الدالة    f مستمرة فان )(1 Af

1)()()(وبصورة خاصة ، لكل    Af نحصل على الدالة  )6.4.1(، باستخدام المبرھنة ،
))(,())(,(:  fتكون قابلة للقیاس.

) 8.4(نتیجة
)لیكن , ) فضاءًً قابلاً للقیاس ،:f  ًولتكن .دالة قابلة للقیاس:g   دالة مستمرة ، فان الدالة

:g f    قابلة للقیاسً فأن تكون .
ملاحـظة

a,إذا كانت : أولا bبحیث أنba  فان ،

)1 (  
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)3  (
1

1
( , ] ( , )

n

a b a b
n





 

)4  ( 













1 11

)
1

,
1

(],
1

()
1

,[],[
n nn n

b
n

ab
n

a
n

baba

a,لتكن :ثانیا  b ولتكن ،:f  دالة
)1 (}{})(:{]),([1 bfbxfxbf )2  (}{})(:{)),([1 bfbxfxbf 

)3 (}{})(:{]),([1 afaxfxaf )4 (}{})(:{]),((1 afaxfxaf 

)5 (}{}{ bfbf c )6 (}{}{ bfbf c 

)7 (





1

}
1

{}{
n n

afaf)8 (





1

}
1

{}{
n n

afaf)9 (





1

}
1

{}{
n n

afaf

)10  (





1

}
1

{}{
n n

afaf)11 (}{}{}{ afafaf )12  (}{}{}{ bfafbfa 

)13 (





1

}{}{
n

nff)14  (





1

}{}{
n

nff

f:، ولتكن كل من  aلتكن :ثالثا   ،:g  دالة
)1  ()}(),(min{)()())(( xgxfxgxfxgf )2   ()}(),(max{)()())(( xgxfxgxfxgf 

)3 (}{}{}{ gfgfgf )4  ( 









1 1

}){}{(}{
n m n

m
g

n

m
fgf

)5(}{}{}},{min{ agafagf )6  (}{}{}},{min{ agafagf 
)7(}{}{}},{max{ agafagf )8  (}{}{}},{max{ agafagf 

nf:، ولتكن aلتكن :رابعا 
 لكل قیم دالةn

)1  (





1

}{}{sup
n

nn afaf)2(





1

}{}{sup
n

nn afaf)3(





1

}{}{sup
n

nn afaf

)4   (





1

}{}{inf
n

nn afaf)5(





1

}{}{inf
n

nn afaf

:بالشكل الأتي الموسعةنعرف  بعض عوائل المجموعات الجزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیة: الآن
)1  (1 {[ , ] : }b b  )2  (2 {[ , ) : }b b  

)3   (3 {[ , ] : }a b  )4   (4 {( , ] : }a b  

)بسھولة أن  نبرھن  ) ( )i    4,3,2,1لكلi .
)9.4(مبرھنة 

)لیكن , ) للقیاس وكانت فضاء قابل:f متكافئة فان العبارات التالیة دالة:
قابلة للقیاسfالدالة (1)
}{فان المجموعةaلكل (2) af لكل (3).   تكون قابلة للقیاسaفان المجموعة}{ af تكون قابلة للقیاس.
}{فان المجموعةaلكل (4) af لكل (5). تكون قابلة للقیاسaفان المجموعة}{ af تكون قابلة للقیاس.

: البرھان
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)1()2(  لیكنa
],[قابلة للقیاس وان المجموعة fبما إن الدالة  a قابلة للقیاس في 1]),([، فان af  مجموعة قابلة للقیاس

}{]),([ولكن في  1 afaf   فان المجموعة}{ af قابلة للقیاس.

)2()3(  لیكنa ولیكنn عدد صحیح موجب فانR
n

a 
1

{نحصل على  ) 2(من الشرط 
1

{
n

af المجموعة ة قابلة للقیاس وعلیھ مجموع





1

}
1

{
n n

af  قابلة للقیاس

ولكن 





1

}
1

{}{}{
n n

afafaf مجموعة قابلة للقیاس.

)3()4(  لیكنa
}{بما أن المجموعة   af  قابلة للقیاس. المجموعةcaf }{  قابلة للقیاس ولكنcafaf }{}{ 

المجموعة}{ af قابلة للقیاس.

)4()5(  لیكنa ولیكنn1جب فان عدد صحیح مو
a

n
 

{نحصل على  ) 4(من الشرط 
1

{
n

af  المجموعة مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ





1

}
1

{
n n

afقابلة للقیاس

ولكن 





1

}
1

{}{}{
n n

afafaf مجموعة قابلة للقیاس.

)5(`)1( 
)4بما أن  ) ( )    الدالة نحصل على ) 6.4(المبرھنة ، باستخدامfقابلة للقیاس.

)10.4(نتیجة
)لیكن , )  كل من لتكن وفضاء قابل للقیاس:f ،:g  ًفان.دالة قابلة للقیاس
}{تكون المجموعة aلكل (1) af  قابلة للقیاس.
}{تكون المجموعة aلكل (2) bfa  قابلة للقیاس.
ffكل من (3) , قابلة للقیاس دالة.

gfgfالدوال ) 4(  .قابلة للقیاس,fgإذا وفقط إذا كانت الدوال قابلة للقیاس ,
)11.4(مثال 

f:لتكن    دالة معرفة بالصیغة














xx

x

xx

xf

0,

01,2

1,5

)(
2

قابلة للقیاس لأنھfفان الدالة 
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ka

aaa

aaa
oa

aa

af

4],,(

42],,1[]5,(

20],,0[]5,(
},0{]5,(

0),5,(

}{

),5,(بما أن كل من المجموعات  a ،}0{]5,(  ،],,0[]5,( aa  ،],1[]5,( aa  ،
],,( a مجموعة قابلة للقیاس ،فان المجموعة})({ axf  تكون قابلة للقیاس ، وعلیھ الدالةfقابلة للقیاس.

)12.4(مثال
],[تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المغلقة Aلتكن )  1( ba ولتكن: [ , ]f a b   دالة معرفة بالصیغة









Ax

Ax
xf

,3

,2
)(

قابلة للقیاسfفان الدالة 
:ولتكن ]1,0[تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المغلقة Aلتكن ) 2( [0,1]f   دالة معرفة بالصیغة









Axx

Ax
xf

,

,0
)(

قابلة للقیاسfفان الدالة 
f:كل دالة رتیبة ) 3(    قابلة للقیاسً تكون .

) 13.4(مبرھنة
f:كل من لتكن و.مجموعة مالیكن  ،:g   ًدالة قابلة للقیاس .

)1  ({ } ({ } { }) { }
r r

f g f r r g f r g
 

       
 
 

},{},{},{},{}{المجموعات) 2( gfgfgfgfgf قابلة للقیاس
)3 ({ } ({ } { })

r

f g a f r g a r


      



:البرھان
)()(}{لیكن (1) gfxxgxf  یوجد عدد نسبي ،r   بحیث أن)()( xgrxf ،

}{}{وعلیھ  grrfx  وبذلك
Qr

grrfgf


 .وبالمثل نبرھن الجزء الأخر }{}){}({

gfال بما الدو) 2( }{]),((قابلة  فان المجموعات  , 1 rfrf   ،]),((}{ 1   rggr قابلة
للقیاس 

rلكل   وان ) 1(، باستخدام مجموعة قابلة للعد نحصل على}{ gf نبرھن على أن قابلة للعد ، وبالمثل
}{ fg  .  وأكثر من ذلك  نحصل على كل منcfggf }{}{   ،cgffg }{}{  مجموعة قابلة

للقیاس
}{}{}{وأخیرا نحصل على  fggfgf مجموعة قابلة للقیاس.
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)14.4(مبرھنة
f:كل منلتكن و.امجموعة ملیكن  ،:g   ًولیكن. دالة قابلة للقیاسR فان كل

f ،f ،gfمن ،2f،fg ،
f

)(حیث  ( 1
1 
f

)(0عندما  f (تكون دالة قابلة للقیاس.

:   البرھان
}{}{فان aلتكن ) 1(   afaf

}{قابلة للقیاس ، فان المجموعة  fبما أن الدالة   afقابلة للقیاس
}{}{ولكن    afafفان المجموعة}{ af وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون.

فان aلتكن )  2(














0},{

0},{
}{






a

f

a
f

af

}{قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعاتfبما أن الدالة 

a

f  ،}{

a

f  فان  المجموعة قابلة للقیاستكون مجموعة

}{ af وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون
فان   aلتكن )   3(

Qr

ragrfagf


 }){}({}{

gfبما أن الدوال   }{قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات  , rf  ،}{ rag  وعلیھ  قابلة للقیاسمجموعة
المجموعة 

Qr

ragrfagf


 gfتكون قابلة للقیاس وبذلك الدالة}{}){}({  قابلة للقیاستكون.

فان aلتكن )  4(















0},{

0},0{

0,

}{ 2

aafa

af

a

af



} ،}0قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات fبما أن الدالة  f ،}{ afa قابلة للقیاسموعة تكون مج
}{فان المجموعة 2 af 2وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون.

))((بما أن  )   5(
2

1 222 gfgffg  فان الدالةfg قابلة للقیاس

فان aلتكن )  6(



















0],
1

{}0{

0},0{

0},0
1

{

}
1

{

a
a

ff

af

af
a

a
f

قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات fبما أن الدالة 

}0
1

{  f
a

 ،}0{  f ،]
1

{}0{
a

ff 
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{فان المجموعةقابلة للقیاستكون مجموعة 
1

{ a
f
لك الدالةوبذقابلة للقیاس

f

.قابلة للقیاستكون 1

)15.4(تعریف
f:مجموعة ما ولتكن لتكن   نعرف الجزء الموجب . دالةf  والجزء السالبf  للدالةfل الأتيبالشك:

}0,max{}0,min{ fff    ،}0,max{ ff 

وبعبارة أخرى










0)(,0

0)(,)(
)(

wf

wfwf
wf  ،










0)(,0

0)(,)(
)(

wf

wfwf
wf

ومن التعریف نستنتج إن 
(1)ffffff   )(، وعلیھ ,

2

1
fff ،)(

2

1
fff .

fكل من (2)  ،f  (3).     غیر سالبةf قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كان كل منf  ،f  قابلة للقیاس.

characteristic functionالدالة الممیزة 
)16.4(تعریف

A:الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة Aلتكن     المعرفة بالشكل









Ax

Ax
xA

,0

,1
)(

.Aللمجموعة (indicator function)المؤشرأو دالة(characteristic function)ة الممیزة تسمى الدال
یمكن إثبات الخواص الآتیة 

(1)BA  إذا وفقط إذا كانBA  .)2   (BABA  )3 (BABABA  
 (4)AAc  1)5 (BABA  .

)17.4(مبرھنة
قابلة Aت المجموعة تكون قابلة للقیاسً  إذا وفقط إذا كانAالدالة فان . مجموعة جزئیة من مجموعة Aلتكن 

.للقیاس في 
:البرھان 

.قابلة للقیاسً  Aنفرض الدالة  
AAلكن  ، ومجموعة قابلة للقیاس في 1A})1({قابلة للقیاس  فان }1{المجموعة بما إن  A   })1({1

مجموعة قابلة للقیاس في 
، قابلة للقیاس في Aالمجموعة نفرض. الاتجاه الآخر















1,

10,

0,

}{

aR

aA

a

a c
A



}{فان المجموعة ،مجموعة  قابلة للقیاس في  ،cA ،بما كل من المجموعات  aA  قابلة للقیاس تكون
.تكون قابلة للقیاس Aوعلیھ الدالة 



457ر
Measure Theoryنظریة القیاس 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

26

Set Functionsدوال المجموعة .  5
)1.5(تعریف 

).Set Function(الدالة التي منطلقھا عائلة من المجموعات الجزئیة من مجموعة معینة تسمى دالة المجموعة
:*ولتكن عائلة غیر خالیة من المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن   فان لكلA العنصر،
وكذلك . تحتوي على المجموعة الخالیة سوف نفترض دائما إن . یكون إما عدد حقیقي أو A)(الوحید 

) .غیر معرفة ، لان كل من (لا ینتمي كلاھما في مدى ,نفترض دائما 
) 2.5(تعریف 

:*ولتكن عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن  یقال عن . دالة مجموعة بأنھا
إذا كان ) Finite(منتھیة ) 1( )(A لكلA.
)بحیث Aإذا كان لكل ) Semi-finite(شبھ منتھیة ) 2( )A  توجد ،B بحثB A 0وان ( )B  

إذا كان ) Bounded(مقیدة ) 3( sup ( ) :A A   .
}{توجد متتابعة، Aإذا كان لكل ) finite-(منتھیة متكاملة ) 4( nA من المجموعات في بحیث إن







1n

nAAو)( nAلكل قیمn .

)3.5(تعریف 
:*ولتكنعائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن    یقال عن. دالة مجموعة بأنھا جمعیة

)Additive ( إذا تحققت البدیھیات الآتیة:
)1 (( ) 0    ،)2 ( إذا كان,A B بحیث أنA B  ، BA فان)()()( BABA  

ملاحـظة 
Aلتكن : البدیھیة الأولى في التعریف أعلاه زائدة ویمكن استنتاجھا من البدیھیة الثانیة وكالاتي   بحیث)(A

)منتھیة  ) ( )A A A A         .( ) ( ) ( )A A     ( ) 0   .
)4.5(ریف تع

:*ولتكن عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن  یقال عن. دالة مجموعة بأنھا

1إذا كان :  إذا تحققت البدیھیة الآتیة ) Finite Additive(جمعیة منتھیة  2, , , nA A A   بحیث إن
1

n

i
i

A


  و

i jA A   لكلji   فان



n

i
i

n

i
i AA

11

)()(  
لاحـظة ـم

:*المنطلق الطبیعي لدالة المجموعة الجمعیة المنتھیة   ھو إن تكون كل دالة مجموعة جمعیة منتھیة تكون . حلقة
.جمعیة ولكن العكس غیر صحیح دائما 

)5.5(مبرھنة 
:*لتكن، حلقة على المجموعة لتكن دالة مجموعة جمعیة منتھیة ولتكن,A B        .

)1 ()|()()( BABAA  )2 ()|()|()()( ABBABABA  
)3 ()()()()( BABABA  )4 ()|()|()( ABBABA  
BAإذا كانت ) 5( فان
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)()()|() أ( ABAB        ،)(إذا ) ب(Aمنتھیة فان)()()|( ABAB  ،
)|(0منتھیة  وكانت A)(إذا ) ج( AB فان)()( BA  

BAإذا كانت ) 6(  وكانت)(A غیر منتھیة فان)()( AB  
.A)(فان B)(إذا كانت ) 7(

:البرھان
A,لتكن )   1( B  فان ،A B  وكذلك|A B 

)()|(بما أن  BABAA  وكذلكBA ،BA مجموعات متنافیة |
 )|()())|()(()( BABABABAA 

A,لتكن )  2( B  فان ،A B  ،|A B  وكذلك|B A 
BA ،BAبما أن   ABو | مجموعات متنافیة|

BAABBABA  )|()|()(
)|()|()()|()|()()( ABBABAABBABABA  

A,لتكن )   3( B 
)|()()( BABAA  ,)|()()( ABBAB  

)|()()|()()()( ABBABABABA  
)()|()|()(( BAABBABA  )()( BABA  

A,لتكن )   4( B  فان ،|A B  وكذلك|B A 
BAبما أن   |،AB )|()|(مجموعات متنافیة  وذلك | ABBABA فان ،

)|()|())|()|(()( ABBAABBABA  
A,لتكن )   5( B   ،)|()( ABBAB 

BAABAABABABABبما أن    )|())|(()( 
,بما أن  |A B A  وكذلكABA مجموعات متنافیة فان       ,|

)|()())|(()|()()( ABAABAABAB  
)6(

)()()|(، فان A)(ا كانت  إذ ABAB  
A)(وعلیھ B)(، یؤدي إلى  A)(إذا كانت 

A)(إذا كانت )   7(
 )|()()( BABAA  ، )|()()( ABBAB 

)(إذا كانت  BA منتھیة ، ولكن ھذا یؤدي إلى)}( BA ،)|( AB وكذلك بما أن ،A B  ،
)()|()|()(وعلیھ   BAABBA وھذا غیر ممكن.

) 6.5(تعریف 
:*ولتكن عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن   یقال عن . دالة مجموعة بأنھا جمعیة

,Countably additiveأحیانا تسمى ( ،)additive-(متكاملة  Completely additive ( إذا تحققت البدیھیة الآتیة:

nAإذا كانت  لكل,3,2,1n بحیث إن
1

n
n

A




  وn mA A   لكلmn  فان
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11

)()(
n

n
n

n AA  
لاحـظة ـم

:*الجمعیة المتكاملة المنطلق الطبیعي لدالة المجموعة  ھو إن تكون كل دالة مجموعة جمعیة . حلقة متكاملة
.متكاملة تكون جمعیة منتھیة ولكن العكس غیر صحیح دائما 

)7.5(مثال 
),[لفترات النصف مفتوحة عائلة من اولتكن )1,0[لتكن  ba 10حیث  ba . نعرف*:  بالصیغة









0,

0,
],(

a

aab
ba

جمعیة منتھیة سھولة یمكن إثبات أن 

[لتكن : لیست جمعیة متكاملة الآن نبین أن 
1

,
1

1
(

nn
An 

 ،,3,2,1n . فان المجموعة}{ nA متتابعة من

)  ،]1,0المجموعات في 
1






n

nA فان ،




]1,0()(
1

 
n

nA .

1)
1

11
(]

1
,

1

1
()(

1 11







 










 nnnn
A

n nn
n 
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)()(
n

n
n

n AA   ،لیست جمعیة متكاملة

)8.5(تعریف 
:*ولتكن عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعةلتكن  یقال عن . دالة مجموعة بأنھا قیاس

)Measure ( إذا تحققت البدیھیات الآتیة:
)1 (0)( A لكلA .)2 ( جمعیة متكاملة.

)ھو الثلاثي(Measure Space)الفضاءً القیاسي  , , ) حیث( , ) فضاء قابلاً للقیاس وقیاساً على یقال للقیاس
 بأنھ قیاس احتمالي)Probability Measure ( على 1إذا كان)(  ویسمى الثلاثي ،( , , ) فضاء احتمالیا.

)9.5(مثال
}لتكن) 1( , }  ولتكن الدالة*:  معرفة بالصیغة( ) 0   وان )( حیث أن 0فان

. یكون  قیاس على 
:*ولتكن الدالة عائلة  جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن) 2(  0معرفة بالصیغة)( A

Aلكل  فان یكون قیاس على .لقیاس الصفري ویسمى با)Null Measure.(
:*ولتكن الدالة عائلة  جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة لتكن)  3(  معرفة بالصیغة













A

A
A

,

,0
)(

Aلكل  فان یكون قیاس على .
:*ولتكن الدالة عائلة  جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة  غیر القابلة للعد لتكن) 4(  معرفة

)(0بالصیغة  A إذا كانت المجموعةA قابلة العد  و)(A إذا كانت المجموعةAلكل .غیر قابلة العد
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A فان یكون قیاس على .
:*ولتكن الدالة عائلة  جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة  غیر القابلة للعد لتكن) 5(   معرفة

)(0بالصیغة A إذا كانت المجموعةA قابلة العد  و )(A إذا كانت المجموعةA غیر قابلة العد ،حیث أن
 0 لكلA فان یكون قیاس على .

تمثل عدد عناصر المجموعة ولتكن An)(، جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة  القابلة للعد عائلة لتكن) 6(
:*الدالة  معرفة بالصیغة)()( AnA إذا كانت المجموعةA  و منتھیة)(A إذا كانت المجموعة

A لكل . غیر منتھیةA فان یكون قیاس على .  ویسمى بالقیاس ألعدي)Counting Measure.(
:*ولتكن الدالة  ،0xعائلة  جمیع المجموعات الجزئیة من المجموعة  لتكن) 7( معرفة بالصیغة









Ax

Ax
A

0

0

,0

,
)(




حیث أن  0) 1عادة .( لكلA فان یكون قیاس على . ویسمى بقیاس دیراك)Dirac Measure.(
)لیكن ) 8( , , )  فضاء قیاسیا ولتكن حقل جزئي متكامل من .نعرف الدالة*:     بالصیغة

)()( AAG   لكلA فان یكون قیاس على .
)لیكن ) 9( , , )  فضاء قیاسیا ولتكنA . نعرف الدالة*:    بالصیغة)()( BABA   لكل

A فانA یكون قیاس على . ویسمى اثر)Trace ( علىA.
)10.5(تعریف 

)لتكن , , ) ً(متحقق دائما تقریباً ) أو الخاصیة(یقال عن الشرط . فضاءً قیاساalmost everywhere ( بالنسبة إلى
Aإذا وجدت المجموعة   0أي أن (قیاسھا صفر)( A ( بحیث أن الشرط متحقق خارجA أي متحقق على

AAc | ویرمز لھ بالرمز][.. eaأو للاختصار..eaفي حالة عدم وجود التباس.
:مثلاً

, :f g   دوال .gf ا وجدت.د ذ )(B ،0ت  إ B)()( xgxf 
Bx) أي لكلBx c . (0وھذا یعني)}()(:{  xgxfx.

بحیث أن k، یوجد 0بأنھا منتھیة دائما تقریبا ، إذا كان لكل fوكذلك یقال للدالة   })(:{ kxfx.
) 11.5(مبرھنة

f:كل من لتكن و.مجموعة مالیكن  ،:g   بحیث أن دالة. .f g a e فان الدالةf قابلة تكون
قابلة للقیاسً gإذا وفقط إذا كانت الدالة للقیاس

:البرھان 
}{}{}{فان aلكل  gfagaf  وعلیھ  المجموعة}{ af  تكون قابلة للقیاس وعلیھ المجموعة}{ af 

}{تكون قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كانت المجموعة  ag قابلة للقیاس.
)12.5(مبرھنة 
)لیكن  , , ) فضاء قیاسیا،,A B  ولتكن}{An متتابعة من المجموعات في.

BAإذا كانت  ) 1(  فان)()( BA  

إذا كانت )  2(





1n

nAA فان ،





1

)()(
n

nAA 
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)3 (
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)()(
n

n
n

n AA   .

:البرھان
A,لتكن )      1( B  بحیثBA 

)|(بما أن  ABAB  وان )|( ABA فان)()|()())|(()( AABAABAB  

بما أن ) 2(  







 

1 1
11 )(

n n
n

c
n

c
n AAAAفان . حیث الطرف الأیمن تمثل اتحاد لمجموعات متنافیة
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11

1 1
11 )()())(()(
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n AAAAAAAA   

11نضع )     3( AB وكذلك)(|
1
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n
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knn AAB 2لكلn

 nn AB لكل قیمn،BB mn   لكلmn   وكذلك
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1111

)()()()(  
)13.5(مبرھنة 

)ن لیك , , )  فضاء قیاسیا،A  ولتكن}{An متتابعة من المجموعات في.
AAnإذا كانت  ) 1(  فان)()( AAn  

AAnإذا كانت )  2( وكانت)( nA لبعض قیمn فان)()( AAn  

:البرھان 
)1(

11نضع  AB  وكذلك)(|
1

1






n

k
knn AAB 2لكلn

 BB mn   لكلmn  ،n

n

k
k

n

k
k AAB 
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AABوكذلك  
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n
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111 )|()()()(|
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c
n
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c
n

c

n
n

c AAAAAAAAAAAA

AAnبما أن   فانAAAA n || 11   وعلیھ)|()|( 11 AAAA n   )()()()( 11 AAAA n 
)()(وعلیھ  AAn  .

nAإذا كانت : بصورة خاصة   وكانت)( nA لبعض قیمn 0فان)( An . ھذه الخاصیة تسمى الاستمراریة
)(وتفشل عندما . عند المجموعة الخالیة  nA لكل قیمn.
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)14.5(مثال 
}3,2,1,{لیكن    ولیكن2,1,{إذا كانت . قیاسا عدیا,{  nnnAn  فانnA  ولكن)( nA

(، وعلیھ nلكل قیم  0( nA  .
)15.5(تعریف 

:*ولتكنحلقة على المجموعة لتكن  دالة مجموعة جمعیة منتھیة بحیث إن)(A لكلA .
بأنھایقال عن 

Aعند المجموعة ) Continuous from below(مستمرة من الأسفل ) 1(  إذا كان)()( AAn   لكل متتابعة
 nA في بحیث إنAAn .

Aعند المجموعة ) Continuous from above(مستمرة من الأعلى ) 2(   إذا كان)()( AAn   لكل متتابعة
 nA في بحیث إنAAn و)(Aقیم بعضلn.

Aعند المجموعة ) Continuous(مستمرة ) 3(  إذا كانت مستمرة من الأسفل ومن الأعلى عند النقطةA  .
)16.5(مبرھنة 

:*ولتكن ،حلقة على المجموعة لتكن  دالة مجموعة جمعیة منتھیة بحیث إن)(A لكلA  .
AلكلAمستمرة عند المجموعةجمعیة متكاملة فانإذا كانت)1( .
AلكلAمستمرة من الأسفل عند المجموعةإذا كانت)2( فانجمعیة متكاملة.
یة متكاملةجمعلكل فانمنتھیة ومستمرة من الأعلى عند المجموعةإذا كانت)3(

:البرھان
)(إذا كانت ) 1( nAلكلn  وكذلك}{ nA متتابعة في بحیث أنAAn 

}{ nA متتابعة متزایدة وكذلكAA
n

n 





1

))(((فان 
1

11 n
n

n AAAA 



 وكذلك

)(lim)|(lim)()|()()(
1

11
1

11 n
k

n
nn

k
n

nn AAAAAAAA 










  

Aمستمرة من الأسفل عند  المجموعة ، فان جمعیة منتھیة على بما أن 

}{نفرض الآن nA متتابعة متناقصة وان





1n

n AA

nknنضع   AAB | لكلkn { }nB  متتابعة متزایدة إلىAAk ، نحصل على nوعلیھ عندما |
)()()|()( AAAAB kkn  

)()()(ولكن  nkn AAB   فان ،)()( AAn   عندماn  لان ،)( nA و كذلك مستمرة
.Aعند المجموعة الأعلىمن 

A ،nAلتكن ) 2(  ،,2,1n أنبحیث





1n

nAA والمجموعاتnAمتنافیة.

نضع 
1

n

n i
i

B A


   ،,2,1n ،{ }nB  متتابعة رتیبة من المجموعات في إلىوالتي تقتربA.
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.Aعند النقطة الأسفلمستمرة من كانت إذا





n

i
ni ABA

1

)()()(  عندماn

أخرىوعلیھ مرة 





1

)()(
i

iAA  ،جمعیة متكاملة.

nنضع ) 3( nG A B   ،,2,1n حیث
1

n

n i
i

B A


   فأن{ }n متتابعة متناقصة متقاربة الى

,2,1n ،وكذلك لكل 



n

i
ni GAA

1

)()()( .

)یكون أنویجب عند النقطة الأعلىمنتھیة ومستمرة من كانت إذا ) 0n  عندماn وعلیھ مرة

أخرى 





1

)()(
i

iAA 

ملاحظات
limیكون آنفي تعریفنا للاستمراریة من الأعلى نطلب فقط ) 1( ( ) ( )n

n
A A 


 لتلك المتتابعة{ }nA المتناقصة

)والتي Aإلى )nA منتھي لبعض قیمn.
لمعرفة أننا لایمكن الاستغناء عن شرط المنتھیة ونتأمل المثال التالي 

)17.5(مثال 
:، عرف عائلة كل المجموعات الجزئیة منفضاء تبولوجي، ولتكنلتكن  R  بالصیغة( ) 0A 

second(من الفصیل الثانيAكانتإذاA)(، وان في ) first category(من الفصیل الأول Aكانت إذا
category ( في . فان قیاس وعلیھ جمعیة معدودة

(و )1,0(فرضنا كانت وبصورة خاصة لو
1

,0(
n

An  لكل,2,1n فان المتتابعة{ }nA إلىمتناقصة

)(أنبحیث  nA لكلn لانnA من الفصیل الثاني في.
.منتھیة في حالة) 16.5(في المبرھنة ) 3(لیس بالضرورة أن یتحقق الجزء )2(

Lebesgue measureقیاس لبیك. 6

Extension of  Measuresتوسیع القیاسات 

)1.6(تعریف 
:یقال عن الدالة . عائلة من المجموعات الجزئیة من مجموعةلتكن   بأنھا رتیبة)monotone ( إذا كان

)1 (( ) 0  )2 (  إذا كانBA فان)()( BA  
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)2.6(مثال
:لتكن    برھن على أن . دالة مجموعة

رتیبة فإنھا غیر سالبة إذا كانت ) 1(
تكون رتیبةجمعیة غیر سالبة فانحلقة وكانت إذا كانت ) 2(

:الحل 
Aلیكن )     1( 

Aبما أن    وان رتیبة فان( ) ( )A   ولكن( ) 0   لان 0)(رتیبة  وعلیھ A لكلA  أي ،
.غیر سالبةأن 

A,لیكن )    2( B  بحیث أنBA 
BAABABبما أن   )|(

B|حلقة فان بما أن  A   وكذلك( | )A B A 
,)|(بما أن  ABA مجموعات متنافیة وكذلك  جمعیة  فان

BAABAABAB  )|()())|(()( 
)|(0غیر سالبة فانبما أن   AB وعلیھ)()( BA   أي أن ، رتیبة.

)3.6(تعریف 
,كل من لتكن   عائلة  من المجوعات الجزئیة من مجموعة . یقال عن دالة المجوعة:  بأنھا

:لدالة المجموعة ) Extension(توسیع     إذ كانت)()( AA    لكلA  . تحت نفس الشرط
.على لدالة المجموعة (Restriction)بأنھا قصر یقال عن دالة المجموعة 

ملاحظة
)لیكن  , , )  لكل . فضاء قیاسیاA نعرف الدالة:A A   بالصیغة)()( BBA   لكلAB

}حیث   : }A B B A    .  فانA قصر دالة المجموعة  علىA  وعلیھ ،( , , )A AA فضاء قیاسیا.
)4.6(تعریف 

:یقال عن الدالة . عائلة من المجموعات الجزئیة من مجموعة لتكن    بأنھا قیاس خارجي)Outer
measure( على المجموعةإذا تحققت البدیھیات الآتیة

)1 (0)(  A لكلA
)2 (0)(  
BAإذا كانت  ) 3(  فان)()( BA   

}{إذا كانت ) 4( nA متتابعة من المجموعات الجزئیة من المجموعة فان)(
11

n
n

n
n

AA 









 





  

)()()(من الواضح أن BABA    لكل,A B بوضع)4(وذلك باستخدام البدیھیة ،AA 1 ،BA 2

.3kلكل kAوكذلك 

ملاحظة 
،ولكن العكس غیر یكون قیاس خارجي على ع المجموعات الجزئیة من المجموعة كل قیاس على عائلة جمی

.صحیح دائما 
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)5.6(مثال
. الجزئیة من المجموعة ع المجموعاتعائلة جمیتمثل تحتوي على  أكثر من عنصر ، ولتكنلتكن المجموعة

:نعرف الدالة    بالصیغة
0,

( )
1,

A
A

A





 

  
Aلكل   فان ، قیاس خارجي على المجموعةولكنة لبس قیاس ،.
)6.6(مثال

*فان  مجموعة جزئیة ثابتة من0Aولتكن قیاس خارجي على  مجموعة لتكن ) 1(
0 المعرف بالصیغة

)()( 0
**

0 AAA   لكلA یكون قیاس خارجي على.
*لیكن كل من )  2(

1،*
2 قیاسا خارجیا على المجموعة فأن* المعرف بالصیغة)}(),(max{)( *

2
*
1

* AAA  
.یكون أیضا قیاسیا خارجیا على Aلكل 
)7.6(مبرھنة 

، نعرفAلكل . قیاس على ولتكن حلقة على المجموعة لتكن 

1
1

( ) inf ( ) : , 1, 2,n n n
n

n

A A A n A A 
 






 
     

 
 

)()(وكذلك قیاس خارجي على فان  AA   لكلA .
:البرھان 
)1(البدیھیة 

)(0البة ، نحصل على اكبر قید أسفل لمجموعة عناصرھا أعداد غیر سA)(بما أن   A  لكلA .
)2(البدیھیة 

حلقة  بما أن  
nAنضع   لكل,2,1n  فانnA  لكل,2,1n

1

( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0n n
n

A A     






     
)لكن  ) 0 ( ) 0       

) 3(البدیھیة 

لتكن  BA ولتكن}{ nB متتابعة في مع









11 n

n
n

n BBBA  وعلیھ








1

)()(
n

nBA 

اكبر قید أسفل لھذا المجموع  B)(، ولكن (*) للمجموع في سفل قید أA)(وعلیھ   )()( BA 
)4(البدیھیة 
}{لتكن  nA متتابعة من المجموعات الجزئیة من مجموعة . إذا كانت )( nA 1لبعضn.

فان 









 
11

)()(
n

n
n

n AA   . إذا كانت )( nA 1لكلn  : 0لیكن
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بما أن  )( nAn
nn AA   2)()( n

nA   2)( 




1

)(
m

mB للمتتابعة}{ mB  .

 یوجد
knA  بحیث أن

k
nn k

AA   وكذلكn
n

k
n kk

AA 




  2)()(
1



من المُھمِ الافتراض )( nA،ما عدا ذلك المتراجحةn
nn AA   2)()( قَدْ لا یَكُون متراجحة حدیة.

 
 

 
kn

n
n

n
n k

n
kn

n
n

n kkk
AAAAA

,1 1,

)()()( 

 










1 1

)()2)(()(
n n

n
n

n
n

n AAA    0عندما  نحصل على




 
1

)()(
n

n
n

n AA  
یجب أن نبرھن : الآن   على.

Aإذا كانت   فان ،)()( AA   باستخدام تعریف وإذا كانت ،





1n

nAA ،nA  فان





1

)()(
n

AA 

)()(خذ اكبر قید أسفل لكل أغطیة المجموعة ، نحصل على  بأ AA   وعلیھ .
)8.6(تعریف 

أو قابلة  (بأنھا قابلة للقیاس بالنسبة  إلىAیقال عن المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 
)()()(إذا كانت ) في حالة عدم وجودللقیاس cATATT    لكلT.

ملاحظة 
)()(بما أن cATATT  لكلTA,.من تعریف القیاس الخارجي، نحصل على ) 4(باستخدام  البدیھیة

)()())()(()( cc ATATATATT   
)()()(تكون قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كان  Aوعلیھ  cATATT    لكلT.

)9.6(مبرھنة
)(0إذا كان  . قیاس خارجي على المجموعة لیكن   A فانAللقیاس ، وعلیھ تكون قابلة تكون قابلة
.للقیاس

:البرھان 
Tلیكن 

AATAATبما أن     0)()(  وكذلكTATTAT cc   )()( 
  )()()( cATATTA بما أن . قابلة للقیاس( ) 0   فانقابلة للقیاس.

)10.6(مبرھنة
تكون أیضا قابلة للقیاس ، cAقابلة للقیاس فان  Aإذا كانت  المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 
.تكون قابلة للقیاسوعلیھ 

:البرھان 
Tلیكن 

قابلة للقیاسAالمجموعة بما أن
  ))(()()()()()()( ccccc ATATATATATATT 
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cAبما أن ، قابلة للقیاس قابلة للقیاس  وc  فانتكون قابلة للقیاس.
)11.6(مبرھنة

ا قابلةتكون أیضBAقابلتین للقیاس فان A،Bإذا كانت  المجموعتین . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 
للقیاس

:البرھان
لیكن  TAT  . بما أن  المجموعةB قابلة للقیاس ، فان

)1()()()( cBATBATAT   
ABAبما أن    نحصل على ،cccc BAABATAT )()(  وعلیھ

)2()()())(( ccccc ABATATBATAT 
ccccبما إن  BAABAABA  ، نحصل على )()(

)3()( cc BATABAT 
بما أن   cBAT قابلة للقیاسAوالمجموعة )(

))(()))(())(( cccc ABATABATBAT   
)4()()())(( ccc ATBATBAT   

)()(

)())()())(())((
c

ccc

ATAT

ATBATBATBATBAT












)()()(بما أن  cATATT    نحصل على ،))(()()( cBATBATT   
 BAقابلة للقیاس.

)12.6(نتیجة
BA ،BAقابلتین للقیاس فان كل من  A،Bإذا كانت  المجموعتین . قیاس خارجي على المجموعة لیكن  |

للقیاستكون أیضا قابلة
:البرھان

)1(
ة للقیاس مجموعة قابلcA ،cBكل من مجموعة قابلة للقیاسA،Bبما أن كل من  cc BA مجموعة

قابلة للقیاس   ccc BABA مجموعة قابلة للقیاس )(
)2 (

cBABAبما أن   | فانBA للقیاس تكون أیضا قابلة|
)13.6(مبرھنة

مجموعة ما جزئیة Bقابلة للقیاس  وكانت Aإذا كانت  المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 
بحیث أن من BA  فان)()())(( BTATBAT    لكلT.

:البرھان
بما أن  )( BAT والمجموعةA قابلة للقیاس فان

)))((()))((())(( cABATABATBAT   
cBبما أن A A B     نحصل على ،)()())(( BTATBAT   
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)14.6(مبرھنة
والقابلة للقیاس بالنسبة عائلة جمیع المجموعات الجزئیة من ، ولتكنعلى المجموعة قیاس خارجيلیكن 

. قیاس على كذلك وتكون حقل متكامل على فأن .إلى
:البرھان

)1(البدیھیة 
قابلة للقیاس بالنسبة إلىبما أن المجموعة  

)2(البدیھیة 
nAلیكن    لكل,2,1n

11نعرف   AB   وكذلك)(|
1

11 
n

k
knn AAB


   لكل,2,1n

}{ nB متتابعة من المجموعات المتنافیة مثنى مثنى  في  مع









11 n

n
n

n AB

نأخذ
1

m

m m n
n

B


     لكل قیمm

1

( ) ( ) (1)
m

m n
n

T T B  



   

نضع 
1

c c
m m n

n

T B T B B B




       

( ) ( ) (2)c c
mT B T     

، نحصل على  ) 2(،)1(من 
1

( ) ( ) ( ) ( )
m

c c
n m m

n

T B T B T T      



        

)بما أن   ) ( ) ( )c
m m mT T T             



  )()()(
1

TBTBT
m

n
n

c 

، نحصل على mعندما 
1

( ) ( ) ( )c
n

n

T B T B T  


  



   
بما أن 

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (3)c c
n

n

T T B T B T B T B T     


     



         

)()()( BTBTT c     لكلT

1 1
n n

n n

A B B
 

 

        

)3(البدیھیة 
Aلتكن  A لة للقیاس بالنسبة إلىمجموعة قاب وعلیھ ،cA تكون أیضا مجموعة قابلة للقیاس بالنسبة

cAإلى  .
حقل متكامل
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على قیاسیجب أن نبرھن : الآن 

}{لتكن   nB متتابعة من المجموعات المتنافیة مثنى مثنى  فيF  وكذلك





1n

nBB

، نحصل على )3(من المعادلة 




 
1

)()()(
n

n
c BTBTT   لكلT

BTنأخذ   نحصل على ،









 
11

)()()()()(
n

n
n

n
c BBBBBB 

)بما أن   ) 0   فان ،




 
1

)()(
n

nBB  وعلیھ جمعیة متكاملة.

قیاس خارجي على المجموعة بما أن  0)(A لكلA  وعلیھ ، قیاس على.
)15.6(تعریف 

) Inner measure(القیاس الداخلي . قیاسا خارجیا على  ،*قیاس على  ،حلقة على مجموعة لتكن 
ویعرف بالصیغة xیرمز لھ بالرمز على 

*( ) sup{ ( ) ( | ) : , ( | ) }x A A B A B B A       

)16.6(مبرھنة 
فان . قیاس داخلي  على  .xقیاسا خارجي على مجموعة *لیكن 

)1 ()()( * AAx   لكلA.(2) إذا كانتA فان)()( * AAx  .
)()(فانBAكانت إذا (3) BA xx  .

)17.6(مبرھنة 
فان العبارات آلاتیة متكافئةمجموعة مقیدة في Aلتكن 

قابلة للقیاسAالمجموعة ) 1(
)بحیث أن في Gعة مقیدة مفتوحة توجد مجمو0لكل ) 2( )M G A   
بحیث أنAوتحتوي على في Gتوجد مجموعة مقیدة مفتوحة 0لكل ) 3(  )( cAG

)4()()( AA 
  

GAHبحیث أن Hومجموعة مغلقة G، توجد مجموعة مفتوحة 0لكل )  5(  و  )( cHG

Lebesgue Measureقیاس لبیك 

)18.6(تعریف
f:ولتكن مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D  دالة ، یقال عن العددL  بأنة

 غایة للدالةf عند النقطةDa 0إذا كان لكل  0، یوجد بحیث أن لكلDx یتحقق الشرط الأتي :
 ax    یؤدي  إلى Lxf Lxfوتكتب )(

ax



)(lim
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غایة من جھة الیمین)Right-Hand Limit  ( للدالةfعند النقطةDa 0إذا كان لكل  0، یوجد
: یتحقق الشرط الأتي Dxبحیث أن لكل 

 axa    یؤدي  إلى Lxf )(

Lxfوتكتب  
ax




)(lim .

Lhafxfبعبارة أخرى  
hax


 

)(lim)(lim
0

)(ویرمز لھ أحیانا بالرمز 0hحیث   afأي أن ،

0,)(lim)(lim)(
0







hLhafxfaf
hax

الیسارغایة من جھة)Left-Hand Limit ( للدالةfعند النقطةDa 0إذا كان لكل  0، یوجد بحیث
: یتحقق الشرط الأتي Dxأن لكل 

axa      یؤدي  إلى Lxf )(

Lxfوتكتب 
ax




)(lim . بعبارة أخرى),(lim)(lim
0

hafxf
hax


 

)(ویرمز لھ أحیانا بالرمز0hحیث  af ،
أي أن

0,)(lim)(lim)(
0







hLhafxfaf
hax

Lxf
ax




)(limان إذا وفقط إذا كLxf
ax




)(lim  وكذلكLxf
ax




)(lim

 :RRf :)(),(  afaf

RRfوتحت نفس الشروط  للدالة . Raتكون موجودة لكل  : فان كل من)(),(  ff موجودة وان
)(lim)(),(lim)( xffxff

xx 


)19.6(تعریف 
یقال عن الدالة  بأنھا . Rمجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن 

 مستمرة)Continuous (عند النقطةDa إذا كان)()(lim afxf
ax




إذا وفقط إذا كانت fالدالة تكون مستمرة . 
.Dمستمرة عند كل  من نقط من نقاط 

 مستمرة من الیمین)Right Continuous (عند النقطةDaإذا كان)()( afaf 

 مستمرة من الیسار)Left Continuous(عند النقطةDa  إذا كان)()( afaf 

.إذا  وفقط إذا كانت مستمرة من الیمین و مستمرة من الیسارDaمستمرة عند النقطةتكونfلدالةا
)20.6(تعریف

Lebesgue(ستیلتجس–قیاس لبیك  -Stieltjes  ( على ھو القیاس على( )  بحیث أن)(
.لكل فترة مقیدة 

) 21.6(تعریف 
F:یقال عن الدالة    بأنھا دالة توزیع)Distribution Function ( على إذا كانت

baإذا كان  : تزایدیة ، أي أن fالدالة ) 1(  فان)()( bFaF 
)(lim)()(مستمرة من الیمین، أي أن fالدالة ) 2( aFxFaF

ax




 لكلa
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),[)()(أن الصیغة نبین وسوف aFbFba  ستیلتجس على –قیاس لبیك بین) واحد لواحد(1-1تتطابق
احتمالتتوافق مع، واتخاذ تدابیربطبیعة الحال.تحدیدھایتمثابتبواسطةالتوزیعات التي تختلففیھا اثنانوالتوزیعات

.التوزیعاتعلى

)22.6(مبرھنة 
F:لة  نعرف الدا. ستیلتجس على –قیاس لبیك لیكن   بالصیغة

]),(()()( baaFbF 
. تكون دالة التوزیع على Fفان الدالة 

البرھان
a,لیكن ) 1( b بحیث أنba 

 0]),(()()(0)()()()( baaFbFaFbFbFaF تزایدیة
}{لتكن ) 2( nx متتابعة من النقاط بحیث أنxxx  21فان

0]),(()()(  nn xxxFxF 
. توزیع على دالة الFمستمرة من جھة الیمین وعلیھ الدالة Fوھذا یؤدي إلى الدالة 

)23.6(نتیجة
)()(])

1
()((lim]),

1
((lim})({ 


 aFaF

n
aFaFa

n
aa

nn


})({0إذا وفقط إذا كان aتكون مستمرة عند النقطة Fوعلیھ الدالة aلكل  a

ملاحظة 
)1()()()),(( aFbFba  )2  ()()()),([   aFbFba
)3()()(]),([  aFbFba)4   ()()()(  FFR

)24.6(مبرھنة 
)على ، فانھ یوجد قیاس وحید دالة التوزیع على Fلتكن  )   بحیث أن)()(],( aFbFba 
:البرھان 
)},[:{لتكن   babaA

)(lim)(نضع   xFF
x 

 وكذلك)(lim)( xFF
x 

)الكمیات موجودة لانF تزایدیة(
),[)()(نعرف  aFbFba  لكل ba حیث)(F وكذلك)(F

لیكن 
n

i
ii baba

1

),(],(


 حیث),( ii ba  11فترات متنافیة مثنى مثنى،  نفترض أن ,,  iin babbba . فان

)()(]),(( iiii aFbFba    وكذلك]),(()()())()((]),((
11

baaFbFaFbFba
n

i
ii

n

i
ii  



الآن برھن الشرط الثاني: الشرط الأول  تحقق 

لتكن  ba  ولتكن





1

),(],(
i

ii baba حیث),( ii ba فترات متنافیة مثنى مثنى.
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بحیث  0، یوجد  0مستمرة من الیمین فانھ لكل Fبما أن  الدالة   )()( aFaF  أو یكافئ
  )()( aFaF . 0وبالمثل، یوجدi  بحیث أنi

iii bFbF  2)()(  لكلi

)},{(:  الآن  iii ba  تشكل غطاء مفتوح للفترة],[ ba  . باستخدام تعریف التراص، یوجد غطاء جزئي منتھي

وعلیھ  
N

i
iii baba

1

),(],[


   وكذلك
N

i
iii baba

1

),(],(


 






















1111

11

))()(())()((2))()()()((

))()((]),((]),(()()(

i
ii

i
ii

N

i

i
N

i
iiiii

N

i
iii

N

i

aFbFaFbFaFbFbFbF

aFbFbabaaFbF





وعلیھ 









11

]),((2))()((2)()(]),((
i

ii
i

ii baaFbFaFbFba 

تحقق الشرط الثاني ba.

إذا كانت  





1

),(],(
i

ii baba حیثa ،b  أعداد حقیقیة اختیاریة  وكذلك],(],( badc  لكل dc نحصل

على  







1

))()(()()(
i

ii aFbFcFdF

.على النتیجة بأخذ الغایة نحصل 
)25.6(مثال 

معرفة بالصیغة Fلتكن دالة التوزیع 



















2,9

20,2

01,1

1,0

)( 2

x

xx

xx

x

xF

احسب كل من . Fمع دالة التوزیع 1-1یتطابق ستیلتجس على –قیاس لبیك ولیكن 

)1(}2{A)2(}3,
2

1
{A)3 ()2,1(]0,1( A)4 (}12:{ 2  xxxA

ملاحظة 
xxFعندما ستیلتجس على –ھو حالة خاصة من  قیاس لبیك على قیاس لبیك  )(.

 إذا كانت














1,1

10,

0,0

)(

x

xx

x

xF

)(1وعلیھ . )1,0[القیاس الذي نحصل علیھ ھو قیاس لبیك على  
 إذا كانتلي فان قیاس احتما]),(()( xxF   1وكذلك)(lim 


xF

x
 ،0)(lim 


xF

x
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)26.6(مبرھنة 
قیاس لبیك  على لیكن 

)(0ان فمجموعة أحادیة  في  Aإذا كانت  ) 1( A،
)(0فان مجموعة قابلة للعد في Aوبصورة عامة  إذا كانت   A

),,(),,[],,(],,[إذا كانت ) 2( 4321 baAbaAbaAbaA  فانabAi )( 4,3,2,1لكلi

),,(],,(),,(),,[ا كانت  إذ) 3( 4321 bAbAaAaA  فان)( iA 4,3,2,1لكلi

)4  ( ),()(  R

: البرھان 
قیاس لبیك  على بما أن  xxF مستمرةFالدالة )(

)1(
aA}{نفرض   لانA  مجموعة أحادیة  في

})({0مستمرة فان Fبما أن  الدالة  a

},,,{لتكن  321 aaaA  0(0فان(})({)}{()(
111

 










 nn
n

n
n aaA  

)2(
)(),[)()(مباشرة نحصل على ) 7(من المبرھنة  2 aFbFbaA  
)()()(مستمرة وعلیة Fوكذلك بما أن  الدالة  afafaf  لكلRa

)()()()()),(()( 1 aFbFaFbFbaA  
)()()()()),([)( 3 aFbFaFbFbaA  

)()()()(]),([)( 4 aFbFaFbFbaA  

ملاحـظة
،مثنى مثنىمتنافیةتساوي اتحاد عائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة الA، فان مجموعة مفتوحة في Aإذا كانت

إلى عائلة وحیدة قابلة للعد Aكن تجزئة مبعبارة أخرى ی. ة یكون فریداًبالإضافة إلى ھذا فان تجزئة ھذه إلى فترات مفتوح
}{من الفترات المفتوحة المقیدة  n بحیث أن

)1 (





1n

nA)2 (n m      لكلmn .

وعلیھ  









11

)()()(
n

n
n

nA    وإذا كانت),( nnn ba لكل قیمn فانnnn ab  )( لكل قیمn ،

وعلیھ فان  





1

)()(
n

nn abA.
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Sequences of measurable functionsمتتابعات الدوال القابلة للقیاس   . 7

Sequences of Functionsمتتابعات الدوال    
، أي أن المعرفة على ألمجموعھ ) ذات القیم الحقیقیة(مجموعة جمیع الدوال الحقیقیة F)(لتكن

}f     دالة( ) { : ,F f    
ولتكن nfمتتابعة  في)(F .    لكلx تحصل على متتابعة عددیھ )(xf n . لو فرضنا المتتابعة

العددیة )(xf n متقاربة لجمیع نقاط . فیمكننا تعریف دالھ:f     لكل: بالصیغة الآتیةXxفأن)(xf

نقطة تقارب للمتتابعة العددیة )(xf n  أي إن)(lim)( xfxf n
n 

   أو)()( xfxf n   . من تعریف التقارب

بحیث إن  kیوجد عدد صحیح موجب 0نحصل على لكل للمتتابعات العددیة  )()( xfxf n لكلkn 

:مما تقدم یمكن أن یصاغ  في التعریف الأتي .   ,xبصوره عامھ ، تعتمد على كل منkلاحظ  إن. 
)1.7(تعریف 

لتكن nf متتابعة من الدوال ذات القیم الحقیقیة المعرفة على ألمجموعھولتكنf دالھ ذات قیم حقیقیة معرفھ
یقال عن المتتابعة. على nfبأنھا

إذا كانت المتتابعةfإلى الدالة(Converge pointwise)متقاربة نقطیا ) 1( )(xf nتقترب إلى العدد)(xfلكل
x .بعبارة أخرى إذا كان لكلx 0ولكلیوجد عدد صحیح موجبk  بحیث إن )()( xfxfn

knلكل     ویكتب  ،ff n .
Converge uniformly)تقترب بانتظام ) 2( kیوجد عدد صحیح موجب0إذا كان لكلfإلى الدالة(

بحیث إن   )  xلا یعتمد على ( )()( xfxf n لكلkn  ولكلXx  . ویكتبff u
n .

ffویكتب  u
n    . أذا كانتff u

n  فأنff n والعكس غیر صحیح دائما.
point wise Cauchy sequence)متتابعة كوشي النقطیة ) 3( ح یوجد عدد صحی0ولكلxإذا كان لكل(

بحیث إن   kموجب )()( xfxf mn        لكلkmn ,

Uniformly Cauchy sequence)متتابعة كوشي المنتظم ) 4( یوجد عدد صحیح 0إذا كان لكل(
kموجب

بحیث إن   )()( xfxf mn    لكلkmn ,  ولكلx.
)2.7(مثـال

nf:لتكن الدالة     
n

x
xf n )(  لكلx   لكل ffفان  . ,2,1nو u

n 

f:الدالة    0معرفة بالصیغة)( xf لكلx .
:الحل 
xلكل   .  0إذا كان فانھ باستخدام خاصیة ارخمیدس ، یوجد عدد صحیح موجبk بحیث أن

k

x

ومن ھذا نحصل على 


n

x لكلkn  أي أن  ، 0)()0()( xffxf nn لكلkn   . وعلیھff n 
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: سؤال 
ffھل أن    u

n      0:؟ بعبارة أخرىk  اجحة تر لم
0k

x

xتحقق لكل   ولكلnk 0.
:الجواب 

0kxلو كان الجواب نعم نحصل على   لكلRxوھذا غیر ممكن
)3.7(مثـال

:لتكن الدالة   (0, )nf b    معرفة بالصیغة
n

x
xf n )( لكل),0( bx ولكل,2,1n .  فانff n 

f:أن الدالة    0معرفة بالصیغة)( xf لكلx .
: الحل 
)0,(لكل )  3.7كما في المثال (0خذ   bx صحیح موجب یوجد عددk

n

x  لكلkn    ولذلك

ffفان   n .

)0,(لاحظ الآن لكل     bx   فانbx
n

b

n

x
0k


0k

b فان ،
n

b  0لكلkn  وعلیھ
n

x  0لكلkn  0,(ولكل( bx وعلیھ

)4.7(مثـال
:لتكن الدالة    [0,1]nf        معرفة بالصیغةn

n xxf )(    1,0[لكل[x    لكل ffفان   . ,2,1nو n 

:أن الدالة  [0,1]f  یغةمعرفة بالص









1,1

10,0
)(

x

x
xf

: الحل
10لكل   a .0إذا كان  لیكن یوجد عدد صحیح موجبk   بحیث أنloglog ak أي أن   ،

ka وعلیھ knn aax knلكل 0   ولكل ax ,0 0وھذا یعنيna

ffوعلیھ 1naفان 1aوإذا كانت 0naفمن الواضح أن  0aإذا كانت  n 

: سؤال 
ffھل أن    u

n       أخرى ارة  بعب 0knxا :؟ 

0knولكل x]1,0[تحقق لكل  .
:الجواب 

0kxلو كان الجواب نعم نحصل على   لكلx وھذا غیر ممكن
0أعلاه نستنتج أن، ) 4.7(من المثال  ff u

n على كل فترة مغلقة a,0 10بحیث أن  a

في :  الآن  1,0 :
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لیكن
4

1
 یوجد عدد صحیح موجب ،k 1بحیث أن

0
4

nx  لكلkn  ولكل 1,0x

  





  1,0

1
1

4

11
1

n
xtahinishn

n n

n



4

11e

  nx لیس متقاربة بانتظام على 1,0 11، أما إذا كانت  xx n.
المتتابعة nxعلى0متقاربة بانتظام إلى aXa ,0,10 وغیر متقاربة على 1,0.

)5.7(مثال
nf:لتكن الدالة     معرفة بالصیغةx

n x
xn

nx
xf

31
)(


 لكلx  ولكل,2,1n . فانff n  حیث

:أن الدالة  [0,1]f  معرفة بالصیغة

المتتابعة







 xn

xn
21

.متقاربة نقطیا ولیس متقاربة بانتظام على

 



k

n
knxnxn

xn

xn

xn
xf n

111

1
0

222





xلكل0نستنتج أن المتتابعة متقاربة إلى  .
)6.7(مثال

:لتكن الدالة  (0, 2]nf  معرفة بالصیغة














n
x

x
nxxf n 1

,0

2
1

,
1

)(

:ولتكن الدالة  (0, 2]f   معرفة بالصیغة
x

xf
1

)(  20لكل  x  فانff n  ولكن المتتابعة nf غیر

.fبانتظام إلى الدالة 
میزات التقارب المنتظم 

لتكن nf الحقیقیة المعرفة على المجموعة متتابعة من الدوال ذات القیمXولتكنf دالھ ذات قیم حقیقیة معرفھ
ffبحیث أن Xعلى n  .

كما في . (لیس بالضرورة أن تكون مقیدةfفان الدالة . Xمقیدة على المجموعة nfإذا كانت  كل من الدوال ) 1(
)6.7المثال 

.لیس بالضرورة أن تكون  مستمرة fفان الدالة . Xمستمرة على المجموعة nfإذا كانت  كل من الدوال ) 2(
)4.4.2كما في المثال (

)7.7(مبرھنة 
لتكن nf متتابعة من الدوال ذات القیم الحقیقیة المعرفة على المجموعةولتكنf دالھ ذات قیم حقیقیة معرفھ

ffبحیث أن على u
n  .

.مقیدة أیضاfفان الدالة .مقیدة على المجموعة nfإذا كانت  كل من الدوال ) 1(
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.مستمرة أیضاfفان الدالة . مستمرة على المجموعة nfإذا كانت  كل من الدوال ) 2(
:البرھان
)1(

ffبما أن  u
n یوجد عدد صحیح موجب ،

k
)()(1بحیث أن   xfxf n لكلkn  ولكلx    .

Mxfبحیث أن Mیح موجب ، یوجد عدد صحXمقیدة على المجموعة nfوبما أن كل من الدوال  n )(

xلكل   . وعلیھMxf k  xلكل 1)( 

xولذلك لكل   فان
Mxfxfxfxfxfxfxf kkkk   1)()()()()()()( 1111

.مقیدةfوعلیھ الدالة 
)2(

0xلتكن   . یجب أن نبرھن الدالةf 0مستمرة عند  النقطةx لتكن}{ mx متتابعة فيX 0بحیث أنxxm 

)()(نبرھن  : الآن  0xfxf m  : 0لیكن

ffبما أن  u
n یوجد عدد صحیح موجب بحیث أن

3
)()(


 xfxf n لكلn ولكلx .

0xxmوبما أن   وكل من الدوالnf مستمرة على المجموعة  فان ،)()( 0xfxf nmn  وعلیھ یوجد عدد

بحیث أن kصحیح موجب 
3

)()( 011


  xfxf m  لكلkm 

)()()()()()(

))()(())()(())()(()()(

0010111

00101110

xfxfxfxfxfxf

xfxfxfxfxfxfxfxf

mmm

mmmm













kmلكل  




333
)()( 0xfxf m

 )()( 0xfxf m  وھذا یعني أن الدالةf 0مستمرة عند  النقطةx 0، وبما أن النقطةx اختیاریة فان الدالة
f مستمرة.

Series of Functions متسلسلات الدوال     
لتكن nfحقیقیة والمعرفة على المجموعة دوال ذات القیم المتتابعة من ال . لكلx.نعرف

)()()()(

......

)()()()(

)()()(

)()(

21

3213

212

11

xfxfxfxS

xfxfxfxS

xfxfxS

xfxS

nn 
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یقال عن المتسلسلة اللانھائیة 


1n
nf متقاربة في النقطةx إذا كانت المتتابعة )(xSn ویقال عن .متقاربة

المتسلسلة اللانھائیة  


1n
nf أو تتقارب إلى القیمة (متقاربةS( على إذا كانت المتتابعة nS متقاربة

SSnأي أذا كان ( على )Sإلى(
n




lim .(ویطلق على العددSمجموع المتسلسلة اللانھائیة


1n
nf أي أن ،







1n

nfS.وإذا كانت المتتابعة}{ nS أي أن(متباعدةn
n

S


limنھائیةفنقول إن المتسلسلة اللا) غیر موجود


1n
na

ویقال عن المتسلسلة اللانھائیة  . متباعدة ولیس لھا مجموع 


1n
nf متقاربة بانتظام على إذا كانت المتتابعة nS

متقاربة بانتظام على 
: بسھولة أن نبرھن 

المتسلسلة اللانھائیة  


1n
nf تكون متقاربة بانتظام على 0إذا وفقط إذا كان لكل یوجد عدد صحیح موجب ،

k بحیث أن




)(
1

xf
mn

ni
i لكلx 0ولكلm وkn 

وأخیرا نقول أن المتسلسلة  اللانھائیة  


1n
nf تكون متقاربة بصورة مطلقة في النقطةx  إذا كانت المتسلسلة

اللانھائیة   


1

)(
n

n xfمتقاربة

)8.7(مثال
Rfلتكن الدالة  n :  1معرفة بالصیغة)(  n

n xxf لكلx . ولكل قیمnإذا كانت. متسلسلة للانھائیة
.مستمرةfفان الدالة على fوكانت المسلسلة تقترب بانتظام إلى الدالة مستمرة على nfكل من الدوال 

: الحل 

x

x
xxfxS

kn

k

k
n

k
kn 


 





 1

1
)()(

1

1

1

}){(ولذلك فان المتتابعة 1xعندما  xSnمتقاربة

وان 
x

xSn 


1

1
وعلیھ  المتسلسلة  اللانھائیة  1xإذا كانت )(



1n
nf 1تتقارب إذا كانتx وتتباعد إذا

1xكانت 

)9.7(مبرھنة
لتكن 



1n
nfكل من الدوال إذا كانت. یةمتسلسلة للانھائnf مستمرة على وكانت المسلسلة تقترب بانتظام

.مستمرةfفان الدالة على fإلى الدالة 
)10.7(تعریف 
}{لتكن  na التعبیر . متتابعة من الثوابت
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)1(
0

n

n
n xa





10، حیث أن xفي ) Power Series(یطلق علیھ متسلسلة القوى  x لكل قیمx . 0ومن ضمنھاx . كما
على یطلق 

)2()(
0

n

n
n bxa 





bxمتسلسلة قوى في حیث ،bعدد ثابت.
تصبح المتسلسلات أعلاه متسلسلات غیر منتھیة حدودھا أعداد، والتي سبق وان . بعدد معینxعندما نعوض عن 

xالمحاضرة سنبحث عن قیم في ھذه. تطرقنا لھا بالتفصیل في المحاضرات السابقة وتعلمنا كیفیة اختیار تقاربھا
bxمتقاربة عندما ) 2(من الواضح أن متسلسلة القوى. ة القوى متقاربةالتي تجعل متسلسل  وكذلك متسلسلة

مجموعة الأعداد التي عندھا تتقارب متسلسلة القوى . 0aوان مجموعھا یساوي 0xمتقاربة عندما) 1(القوى
لمتسلسلة القوى) Convergence set(تسمى مجموعة التقارب 

)11.7(مثال
متسلسلة القوى  ) 1(







1

1

)!1(n

n

n

xقاربة لكل متRx

متسلسلة القوى  ) 2(







1
1

1

n
n

n

r

x متقاربة عندماrx  ومتباعدة عندماrx 

)3 (0
!

lim 
 n

x n

n
لكافة الإعداد الحقیقیة

)12.7(مبرھنة
إذا كانت متسلسلة القوى



0n

n
n xa 00متقاربة عند ,0 xx فإنھا متقاربة مطلقا لكلRx 0بحیث أنxx .

)13.7(نتیـجة
إذا كانت متسلسلة القوى



0n

n
n xa2متباعدة عندxفأنھا تتباعد أیضا لكلx2ث ان بحیxx .

)14.7(مبرھنة
لأي متسلسلة قوى



0n

n
n xaتكون واحدة فقط ممایلي متحققة

.فقط0xالمتسلسلة متقاربة عندما) 1(
.xالمتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم ) 2(
rxبحیث أنxبحیث أن المتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم rیوجد عدد حقیقي موجب) 3( 

)15.7(نتیـجة
لأي متسلسلة قوى 






0

)(
n

n
n bxaة فقط مایلي متحققةتكون واحد

bxالمتسلسلة متقاربة فقط عندما ) 1( 
.xالمتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم ) 2(
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rbxالتي تحقق  xبحیث أن المتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم rیوجد عدد حقیقي موجب) 3(  وتكون متباعدة
rbxالتي تحقق xلكل قیم  

فأنھا تكون الفترة ) bأوصفر(قارب لمتسلسلة قوى مكونة من عدد واحد مما تقدم نستنتج انھ إذا لم تكن مجموعة الت

) rbrb(أو ) ,  التي تجعل متسلسلة القوى xولذلك یطلق على مجموعة كل قیم ). ,





0

)(
n

n
n bxa

في ) 3(في الحالة rللمتسلسلة كما یطلق على العدد )Interval of Convergence(متقاربة بفترة التقارب 
وعلیھ ). Radius of Convergence(صف قطر التقارب المبرھنة والنتیجة أعلاه ین

نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى rإذا كان 





0

)(
n

n
n bxa      فان فترة التقارب ھي واحدة من الفترات

],([,),[,],(,),( rbrbrbrbrbrbrbrb 

)16.7(مبرھنة
0limإذا كان) 1( 


ran

n
n

فان نصف التقارب لمتسلسلة القوى


0n

n
n xa ھو

r

1.

.تقاربھا فان تكون متقاربة مطلقا في الطرف الأخرإذا كانت متسلسلة القوى متقاربة مطلقا عند إحدى طرفي فترة)2(

ھو نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوىrإذا كان) 3(


0n

n
n xaفان نصف قطر تقارب المتسلسلة



0

2

n

n
n xa ھوr.

Convergence almost everywhereالتقارب دائما تقریبا  
)لیكن  , , )  فضاء قیاسیا ، ولیكن)(C للقیاس على ذات القیم الحقیقیة القابلة عائلة من الدوال( , , )  .
)17.4.2(تعریف 

)لیكن  , , )  ، فضاء قیاسیا)(, Cff n ،n ، ولیكنA . یقال عن المتتابعة nf بأنھا
ffتكتب " Aعلى المجموعة fمتقاربة دائما تقریبا للدالة ) 1( ea

n  إذا وجدت مجموعة جزئیة "  Aعلى ..
AB  0بحیث ان)( B وانffn   على المجموعةBA.

إذا وجدت مجموعة جزئیة " Aعلى .a.eكوشي nfتكتب " Aلى المجموعة عمتتابعة كوشي دائما تقریبا )  2(
AB  0بحیث ان)( B وانnf  كوشي على المجموعةBA.

Aوبصورة عامة في حالة    سوف نقولff ea
n  ffبدلا من .. ea

n  وبالمثل في حالة على ..
.متتابعة كوشي  دائما تقریبا

)18.7(مبرھنة 
)لیكن  , , )  ، فضاء قیاسیا( )nf C  ،n  .إذا كانتff ea

n  .Cf)(فان ..
: البرھان 

}:lim)(){(لتكن  xfxfxB n
n

n 


ff، بما ان   ea
n  ..( ) 0B  

نعرف 









Bx

Bxxf
xg n

n ,0

),(
)(

)(lim)(lim xfxg n
n

n
n 

 عندماBx( ) ( )g x f x  عندماBx
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ng g وكذلك)(Cg n لكل قیمn . وعلیھ)(Cg( )f C  

)19.7(مبرھنة 
)لیكن  , , )  ، فضاء قیاسیا)(,,, Cgfgf nn ،n  . إذا كانتff ea

n  ، فان Aعلى ..
)1(nf كوشيa.e. علىA)2 ( إذا كانتgf ea

n  .فان.. .f g a e

.إذا كانت ) 3( .f g a e فانgf ea
n  ..إذا كانت ) 4(.. .n nf g a e لكل قیمn فان ،fg ea

n  ..

:البرھان 
ffبما أن  ea

n  ABیوجد Aعلى ..  0بحیث أن)( B وان( ) ( )nf x f x  لكلx A B

)1(
{ ( )}nf x  متتابعة كوشي لكلBAx وھذا یعني أن ،nf كوشيa.e. علىA.

)2(
gfكذلك بما أن  ea

n  ACیوجد Aعلى ..  0بحیث أن)( C وكذلك)()( xgxf n   لكلCAx

CBDلتكن   بما ان ، قیاس ، فان( ) 0D .
DAxل الآن لك | فان)()(lim),()(lim xgxfxfxf n

n
n

n



)وعلیھ ) ( )f x g xلكلx D

. .f g a e 
)3(

.بما ان  .f g a e علىA یوجدAC  0بحیث أن)( Cوكذلك( ) ( )f x g x  لكلCAx

CBDلتكن   بما أن ، قیاس ، فان( ) 0D .
DAxالآن لكل  | فان)()()(lim xgxfxfn

n



limوعلیھ  ( ) ( )n

n
f x g x


لكلx D. .a e

nf g 

)4(
}لتكن  }nB متتابعة فيA بحیث أن)()( xgxf nn  بحیث أنnAx 0وكذلك)( nA
)(لتكن  

n
nBBD  بما أن ، قیاس ، فان( ) 0D .

DAxالآن لكل  |فان)()(lim)(lim xfxfxg n
n

n
n




limوعلیھ  ( ) ( )n
n

g x f x


لكلx D. .a e
ng f 

)20.7(مبرھنة 
)لیكن  , , )  ، فضاء قیاسیا)(,,, Cgfgf nn ،n  ، . إذا كانت كل منff ea

n  .. ،
gg ea

n  ، فان Aعلى ..
)1 (ff ea

n   ..)2 (gfgf ea
nn  ..)3 (ff ea

n  ..

)4 (gfgf ea
nn  gfgfوكذلك .. ea

nn  ..

)5 (  ff ea
n

وكذلك ..  ff ea
n

..)6 (ff AnA لكلA)7 (fggf ea
nn  ..

: البرھان 
ffبما ان  ea

n  ABیوجد Aعلى ..  0بحیث ان)( B وان( ) ( )nf x f x لكلx A B

)1(
( ) ( )nf x f x   لكلx A B وعلیھff ea

n   ..
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)2(
ggبما ان   ea

n  Aعلى ..  یوجدAC  0بحیث ان)( C وكذلك)()( xgxg n  لكلCAx

CBDلتكن   بما ان ، قیاس ، فان( ) 0D .
DAxالآن لكل  | فان( ) ( )nf x f xوكذلك)()( xgxg n  وعلیھ)()()()( xgxfxgxf nn لكل

DAx. .a e
n nf g f g   

)3(
( ) ( )nf x f x  لكلx A B. .a e

nf f 

)21.7(مبرھنة 
)لیكن  , , ) ، فضاء قیاسیا, ( )n nf g C  ،n  ، .إذا كانت كل منnf ،ng كوشيa.e.على

Aفان كل من ،nf،nn gf  ،nf ،nn gf  ،nn gf ،nf،nf ،nA fوnn gf كوشيa.e. علىA.
)22.7(مبرھنة 

)لیكن  , , ) ، فضاء قیاسیا)(Cf n ،n  . إذا كانتnf كوشيa.e. فان توجد ،( )f C  بحث ان
ff ea

n  ...
: البرھان 

Bیوجد a.e.كوشي nfبما أن    0بحیث ان)( B وكذلك{ ( )}nf x متتابعة كوشي لكلcx B

k، یوجد0ولكلcBxأي أن لكل  بحیث ان )()( xfxf mn لكلkmn ,

f:نعرف    بالصیغة








 

Bx

Bxxf
xf

c
n

n

0

)(lim
)(

)فان  )f C  وكذلك)()(lim xfxf n
n




ffوعلیھ Bxلكل  ea
n  .على ..

)23.7(مبرھنة 
)لیكن  , , ) ، فضاء قیاسیا)(,, Cgff n ،n  . إذا كانتff ea

n  ، فان ..
0إذا كانت ) 1( . .nf a e لكل قیمn 0فان . .f a e)2 ( إذا كانت. .nf g a e قیم لكلnفان. .f g a e

.إذا كانت) 3( .nf g a e قیم لكلnفان. .f g a e)4 (1إذا كانت . .n nf f a e قیم لكلnفان. .nf f a e

: البرھان 
ffبما ان  ea

n  .. یوجدB 0بحیث ان)( B وكذلك( ) ( )nf x f x لكلBx

)1(
0بما ان  . .nf a e لكل قیمn یوجدnB 0بحیث ان)( nB 0وكذلك)( xf n لكلnBx

لیكن 










n

n
BBA

1
( ) 0A   وكذلك لكلAx 0یؤدي إلى)(lim)( 


xfxf n

n
0 . .f a e 

)2(
0بما ان  . . . .n ng f a e f g a e    بما ان ،ff ea

n  ... .a e
ng f g f   

0، نحصل على  )ا(باستخدام  . .g f a e  وعلیھ. .f g a e



457ر
Measure Theoryنظریة القیاس 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

52

)3(
ffبما ان  ea

n  ffیؤدي .. ea
n  .، بما ان.. .nf g a e ل على نحص) 2(، باستخدام. .f g a e.

)4(
1بما ان  . .n nf f a e قیم لكلn یوجدnA 0بحیث ان)( nA وكذلك)()( 1 xfxf nn  لكلnAx

لیكن 










n

n
BBA

1
( ) 0A   وكذلك لكلAx یؤدي إلى)(xf n و)()( xfxfn  . .nf f a e

)24.7(مبرھنة 
)لیكن  , , ) ، فضاء قیاسیا)(,,, Cgfgf nn ،n  . إذا كانتff ea

n  ، فان..
ggإذا كانت  ) 1( ea

n  .وكانت.. .n nf g a e لكل قیمn فان ،. .f g a e

.إذا كانت ) 2( .n nf g a e لكلn وكانت. .f g a e فان ،gg ea
n  ..

:البرھان
ffبما ان  ea

n  .. یوجدAB  0بحیث ان)( B وكذلك( ) ( )nf x f x لكلx B

)1(
ggبما ان  ea

n  .. یوجدC   بحیث ان( ) 0C  وكذلك)()( xgxg n  لكلx C

.وكذلك بما ان  .n nf g a e لكل قیمn  یوجدnB 0بحیث ان)( nB وان( ) ( )n nf x g x لكلnBx

لتكن 










n

n
BCBD

1
)(  بما ان ، قیاس ، فان( ) 0D .

xالآن لكل D فان)()(lim)(lim)( xgxgxfxf
n

n
n




)()(وعلیھ xgxf لكلx D وھذا یعني ،. .f g a e

)2(
.بما ان .n nf g a e لكل قیمn  یوجدnB 0ان بحیث)( nB وان( ) ( )n nf x g x لكلnBx

.بما ان وكذلك  .f g a e یوجدC 0بحیث ان)( C وان)()( xgxf  لكلCx.

لیكن 










n

n
BCBD

1
)(  بما ان ، قیاس ، فان( ) 0D .

xالآن لكل D فان)(lim)(lim)()( xgxfxfxg n
n

n
n 

وعلیھ)()( xgxg n لكلx D وھذا یعني ،
gg ea

n  ...
Convergence in measureالتقارب في القیاس 

)لیكن  , , )  فضاء قیاسیا ، ولیكن)(C للقیاس على ذات القیم الحقیقیة القابلة عائلة من الدوال( , , )  .
)25.7(تعریف 

)لیكن  , , )  ، فضاء قیاسیا)(, Cff n ،n ، ولیكنA . یقال عن المتتابعة nf بأنھا
.تكتب " Aعلى المجموعة fمتقاربة في القیاس للدالة ) 1(

nf f علىA  " 0إذا كان لكلیؤدي إلى
lim( (( : ( ) ( ) ) )) 0n
n

x f x f x A 


     0، أي ان)))()(:((  Axfxfx n  عندماn

یؤدي إلى0إذا كان لكل" Aعلى في القیاسشي كوnfتكتب " Aعلى المجموعة متتابعة كوشي في القیاس ) 2(
(( : ( ) ( ) ) ) 0n mx f x f x A      عندماmn,
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Aوبصورة عامة في حالة  سوف نقول.
nf f بدلا من.

nf f على وبالمثل في حالة متتابعة
وعلیھ. كوشي  في القیاس 

)1 (.
nf f 0إذا كان لكل 0یؤدي إلى))()(:(   xfxfx n عندماn

)2(nf 0إذا كان لكلفي القیاسكوشي  0یؤدي إلى))()(:(   xfxfx mn عندماmn,

)26.7(مبرھنة
)لیكن  , , )  ، فضاء قیاسیا)(,,, Cgfgf nn ،n  . إذا كانتnf f فان ،

)1(nf   كوشي في القیاس)إذا كانت ) 2nf gفان. .f g a e

.إذا كانت ) 3( .f g a e فانnf g)4 ( إذا كانت.. .n nf g a e لكل قیمn فان ،ng f

:البرھان 
)1(

، نعرف 0لیكن  )()(: xfxfxA mnnm وكذلك






 

2
)()(:


xfxfxA nn

)()()()()()(بما ان  xfxfxfxfxfxf mnmn 

( ) ( ) ( ) ( )nm n m n m nm n mA A A A A A A A         

ffبما ان  n 
( ) 0nA   وكذلك( ) 0mA  0وعلیھ)( nmA عندماmn,

nf اسكوشي في القی
)2(
، نعرف 0لیكن  )()(: xgxfxA،







 

2
)()(:


xgxfxB nn ،







 

2
)()(:


xfxfxA nn

)()()()()()(بما ان xgxfxfxfxgxf nn 

( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nA A B A B A A B          ( ) 0A  







1

}
1

)()(:{}0))((:{)(
n m

xgxfxxgfxgfN

. . ( ( )) 0f g a e N f g    
)3(

.بما ان .f g a e یوجدFA 0بحیث ان)( A وان)()( xgxf  لكلAx
}:)()({}:)()({، نحصل على 0لكل    xfxfxAxgxfx nn

0}))()(:({)(}))()(:({   xfxfxAxgxfx nnعندماn

nf g
 

)4(
..بما ان   .n nf g a e لكل قیمn یوجدFAn  0بحیث ان)( nA وان)()( xgxf nn  لكلnAx
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نضع 
1

( ) 0 n
n

A A A




   0لكل نحصل على ،

})()(:{})()(:{   xfxfxAxfxgx nn

0}))()(:({)(}))()(:({   xfxfxAxfxgx nn عندماn

ngوعلیھ  f


) 27.7(مبرھنة
)لیكن , , ) ،فضاء قیاسیا)(,,, Cgfgf nn ،n  . إذا كانتff n  ،gg n  ،  فان

)1(ff n ..  )2 (gfgf nn  )3  (ff n  

)4 (gfgf nn  
.  ،gfgf nn  

.)5 (  ff n

 ،  ff n



)6(ff AnA   لكل مجموعة قابلة للقیاس محلیاA

: البرھان 
)1 (

0، لیكن 0، وفي حالة 0البرھان واضح عندما 

ffبما ان  n  وبما ان 














 )()(:)(.)(.: xfxfxxfxfx nn فان ،

   0)()(:)(.)(.: 
























 xfxfxxfxfx nn عندماn

ffوعلیھ  n ..  

)2 (nnn gfh  ،gfh 

)()()()()()(بما ان  xgxgxfxfxhxh nnn  فان ،

 






 







 

2
)()(:

2
)()(:)()(:

 xgxgxxfxfxxhxhx nnn 

ffبما ان  n  ،gg n  فان ،

  0)
2

)()(:()
2

)()(:())()(:( 






 







 

 xgxgxxfxfxxhxhx nnn

gfgfوعلیھ nعندما  nn  .
 (3)

)()()()(بما ان   xfxfxfxf nn  فان ،     )()(:)()(: xfxfxxfxfx nn

ffبما ان  n  فان ،   0)()(:   xfxfx n وعلیھff n .



457ر
Measure Theoryنظریة القیاس 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

55

) 28.7(مبرھنة
)لیكن , , ) ،فضاء قیاسیا, ( )n nf g C  ،n ،A،  . إذا كانت كل}{ nf ،}{ ng متتابعة

nf ،nnكوشي في القیاس ، فان المتتابعات التالیة تكون كوشي في القیاس gf  ،nf ،nn gf  ،nn gf  ،


nf ،
nf وnA f لكل مجموعة قابلة للقیاس محلیاA.
) 29.7(مبرھنة

)لیكن , , ) ،فضاء قیاسیا)(,,, Cgfgf nn ،n  .إذا كانتff n 

0إذا كانت ) 1( . .nf a e لكل قیمn 0، فان . .f a e

.إذا كانت ) 2( .nf g a e لكل قیمn فان ،. .f g a e

.إذا كانت ) 3( .nf g a e لكل قیمn فان ،. .f g a e

ggإذا كانت ) 4( n  وكانت. .n nf g a e لكل قیمn فان. .f g a e

: البرھان 
)1(
0لیكن   ولیكن : ( )A x f x    ،  )()(: xfxfxA nn

ffبما ان  n  0، فان)( nA
)لیكن  )f x x A   

)()()()()()(بما ان  xfxfxfxfxfxf nnn 

( ) ( ) ( ) ( )n n nx E f x f x f x f x          وعلیھnAA  ( ) 0A  

بما ان    k
k

xfxxfx 1

1
)(:0)(: 




وعلیھ   00)(: xfx0 . .f a e 

)2(
.بما ان  .nf g a e. .ng f a e 

ffبما ان  n 
ng f g f

    0نحصل على ) ا(باستخدام الجزء . .g f a e  وعلیھ
. .f g a e
)3(

ffبما ان  n  نحصل على )27.4.2(باستخدام المبرھنة ،ff n  نحصل ) 2(وباستخدام الجزء ،
gfعلى  .

)4 (
ffبما ان  n  وكذلكgg n فان

   0)()(:   xfxfx n وكذلك   0)()(:   xgxgx n

لتكن  )()(: xgxfxA nn 

)()()()()()()()(بما ان  xgxgxgxfxfxfxgxf nnnn  فان
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     ))()(:)()(:)()(:   xgxgxAxfxfxxgxfx nn  وعلیھ
   0)()(:   xgxfx

بما ان    k
k

xgxfxxgxfx 1

1
)()(:)()(: 




فان ،   0)()(:  xgxfx وعلیھ. .f g a e

Almost uniformly convergenceالتقارب المنتظم تقریبا    
)30.7(تعریف 

)لیكن  , , )  ، فضاء قیاسیا)(, Cff n ،n  . یقال عن المتتابعة nf بأنھا
ffتكتب " لى المجموعة عfمتقاربة بانتظام  تقریبا للدالة ) 1( ua

n  توجد 0إذا كان لكل "  ..

بحیث ان Aمجموعة جزئیة  )(A وانf
u

f n   على المجموعةcA.
توجد0إذا كان لكل " .a.uكوشي nfتكتب " على المجموعة متتابعة كوشي بانتظام  تقریبا ) 2(

بحیث ان Aمجموعة جزئیة   )(A وانnf  كوشي على المجموعةcA.
)31.7(مبرھنة

)لیكن  , , )  ، فضاء قیاسیا)(,,, Cgfgf nn ،n  . بحیث انff ua
n  ، فان..

)1(nf كوشيa.u.
.إذا كانت ) 2( .a u

nf gفان. .f g a e

.إذا كانت ) 3( .f g a e فان. .a u
nf g

..إذا كانت ) 4( .n nf g a e لكل قیمn فان ،. .a u
ng f

..إذا كانت ) 5( .n nf g a e لكل قیمnوكانت. .f g a e فان ،. .a u
ng g

:البرھان 
0لیكن 

ffبما ان  ua
n  .. یوجدA بحیث ان )(A وكذلكf

u
f n  علىcA

)()(أي ان  xfxfn انتظام لكل بx A.
)1(

{ ( )}nf x  متتابعة كوشي لكلcx A وھذا یعني ان ،nf كوشيa.u.
)2 (

gfبما ان ua
n  ..  یوجدB  بحیث ان( )B  وانg

u
g n  علىcB

)أي ان  ) ( )u
ng x g x لكلBx

( )A B    وكذلك  ،( ) ( )u
nf x f x ،( ) ( )u

ng x g x لكلBAx 

0عندما   فان( ) 0A B   وان)()( xgxf  لكلBAx  وھذا یعني ان ،. .f g a e.
)3(

.بما ان  .f g a eمجموعة ، فانھ توجدB 0بحیث ان)( B وان)()( xgxf  لكلBx.
( )A B    ولكلBAx فان ،)()()( xgxfxfn  بانتظام وعلیھ)()( .. xgxf ua

n .
)4(
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..بما ان   .n nf g a e لكل قیمn یوجدFAn  0بحیث ان)( nA وان)()( xgxf nn  لكلnAx

نضع 
1

( ) 0 n
n

D D A




   0لكل نحصل على ،( )A D   ولكلx A D  ،

)()()(فان xfxfxg nn  بانتظام  وعلیھfg ua
n  ...

)5(
..بما ان   .n nf g a e لكل قیمn یوجدFAn  0بحیث ان)( nA وان)()( xgxf nn  لكلnAx

.بما ان  .f g a eانھ توجد مجموعة ، فB 0بحیث ان)( B وان)()( xgxf  لكلBx.

لیكن 
1

n
n

D B A




   
 
 ( ) 0D  ( )A D    ولكلx A D 

،( ) ( ) ( ) ( )n ng x f x f x g x   بانتظام وعلیھgg ua
n  ...

) 32.7(مبرھنة
)لیكن , , ) ،فضاء قیاسیا)(,,, Cgfgf nn ،n  . إذا كانتff ua

n  .. ،gg ua
n  .. ،  فان

)1(ff ua
n .. ..  )2 (gfgf ua

nn  ..)3  (ff ua
n  ..

: البرھان 
ffبما ان  ua

n  .. یوجدA بحیث ان )(A وكذلكf
u

f n  علىcA

)أي ان  ) ( )u
nf x f x لكلx A.

gfوكذلك  بما ان ua
n  ..جد  یوB  بحیث ان( )B  وانg

u
g n  علىcB

)أي ان  ) ( )u
ng x g x لكلBx

)2 (
( )A B   ( ) ( )u

nf x f x لكلx A B  وكذلك.( ) ( )u
ng x g x لكلx A B 

)وعلیھ  ) ( ) ( ) ( )u
n nf x g x f x g x   لكلx A B  .. .a u

n nf g f g   

)3(
)بما ان  ) ( )u

nf x f x لكلx A.( ) ( )u
nf x f x  لكلx A وعلیھff ua

n  ...
) 33.7(مبرھنة

)لیكن , , ) ،فضاء قیاسیا, ( )n nf g C  ،n ،A،  . إذا كانت كل}{ nf ،}{ ng متتابعة
: ، فان المتتابعات التالیة تكون كوشي.a.uكوشي  a.u. nf ،nn gf  ،nf ،nn gf  ،nn gf  ،

nf ،


nf وnA f لكل مجموعة قابلة للقیاس محلیاA.

Relation between types of Convergenceالعلاقة بین أنواع التقارب
)لیكن  , , ) فضاء قیاسیا ولتكن)(, Cff n ،n . 0لكل نعرف

( ) { : ( ) ( ) },n nx f x f x n       وكذلك)(suplim  n
n 



ffأنبما  n  دالة قابلة للقیاس ، فان المجموعات)( nتكون قابلة للقیاس.
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)34.7(مبرھنة 
)لیكن , , ) فضاء قیاسیا ولتكن)(, Cff n ،n. إذا كانت منتھیة ، فانff ea

n  إذا وفقط ..

lim))((0إذا  



 k

nkn
 0لكل.

: البرھان 
بسھولة یمكن 






nk

k  وعلیھ )(





nk

k )())((   عندماn

الآن  
0

)}()(:{





xfxfx n

أنبما 
21    21لكل   نحصل على ،

1
1)}()(:{




m m

n xfxfx 

. .a e
nf f  علىA 0إذا وفقط إذا كان)(  0لكل

ffوعلیھ  ea
n  lim))((0إذا وفقط إذا كان Aعلى .. 




 k

nkn
 0لكل

'Egoroff's)  35.7(مبرھنة  theorem
)لیكن , , ) فضاء قیاسیا ولتكن)(, Cff n ،n. إذا كانت منتھیة ، إذا كانتff ea

n  فان ..
ff ua

n  ..

:البرھان 
{,نأخذ . 0لتكن 

1
)()(:{

)(






jnk

kj j
xfxfxA لكل عدد صحیح موجبj فان ،

jjA
2

)(
  لكلj

لتكن 





1j

jAA فان ،





1

)()(
g

jAA 

بحیث ان j، فانھ یوجد عدد صحیح موجب 0وكذلك إذا كانت
j

)(، نحصل على ان ، لكل1 jnk ل ولك

cAx) وعلیھjAx( ،
j

xfxf n

1
)()(n

u
f f  علىcA وعلیھff ua

n  ...

)36.7(مبرھنة 
)لیكن , , ) فضاء قیاسیا ولتكن)(, Cff n ،n. إذا كانتff ua

n  ff، فان .. n  وكذلك
ff ea

n  ...
:البرھان 
.0لتكن 

ffأنبما  ua
n  .. یوجدA بحیث ان )(A وكذلكf

u
f n  علىcA

، فان 0إذا كانت   )()( xfxf n لكلAx  وعلیھ ،Axfxfx n  })()(:{ 

({ : ( ) ( ) }) ( )nx f x f x A        nf f 

ffلبرھان  ea
n  عدد صحیح موجب k، لیكن ..
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ffبما ان  ua
n  بحیث أن kA، فانھ توجد مجموعة جزئیة ..

k
Ak

1
)(  وانf

u
f n  علىc

kA.

إذا كانت 





1k

c
kAB فان ،f

u
f n  علىB وان 










1 1

0)()()(
k

k
k

k
cc

k
c AAAB  عندماk.

)(0وعلیھ  cB. .a e
nf f 

)37.7(مبرھنة 
)لیكن  , , ) فضاء قیاسیا ولتكن)(, Cff n ،n. إذا كانت منتھیة وكانتff ea

n  فان ..
ff n 

:  البرھان 
ffنحصل على ) 34.7(منتھیة ، باستخدام مبرھنة أنبما  ua

n  ) 36.7(ستخدام المبرھنة وكذلك با..
ffنحصل على  n .

Integrationالتكامل. 8
) 1.8(تعریف

)لیكن  , ) الدالة . قابلة للقیاس:f   تسمى بالدالة البسیطة(simple function )إذا كانتfتعرف بالشكل





n

i
Ai xxf

i
1

)()( 1بحیثn ،i ،iA  1,2، لكل, ,i n  وان})(:{  ii xfxA  .

وبسھولة یمكن إثبات 
.كل دالة بسیطة تكون قابلة للقیاس (1)
.كل دالة ثابتة تكون بسیطة (2)
.یكون دالة بسیطة مجموعة منتھیة فان كل دالة معرفة على إذا كانت (3)

)2.8(مبرھنة 
.جمع ، فرق ، ضرب كل دالتین بسیطتین تكون دالة بسیطة 

: البرھان 
gfلكن كل من  )دالة بسطة على الفضاء القابل للقیاس, , ) 

1

( ) ( )
i

n

i A
i

f x x


    ،



m

j
Bj xxg

j
1

)()( 

ijفان  i jC A B   1لكل, 2, , , 1, 2, ,i n j m  .
)3.8(مبرھنة 

}{، فانھ توجد متتابعةدالة ذات قیم حقیقیة على المجموعة fلتكن nf من الدوال البسیطة معرفة على بحیث ان
ff n .

: البرھان 

nf:الدالة ، نعرف 1nلكل      بالصیغة
nnk

n

BA

n

k
nn n

k
f  





12

0 2

{بحیث أن 
2

1
)(

2
:{

nnnk

k
xf

k
xA


 ،)}(:{ xfnxBn 
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}{بسھولة نبرھن  nf أنمتتابعة من الدوال البسیطة بحیثff n .
ملاحظة 
)على الفضاء القابل للقیاسدالة قابلة للقیاسfإذا كانت , )  فان ،

}{یطة اختیار متتابعة من الدوال البسیمكن ) 1( nf أنبحیث))
2

1
,

2
([

2
1

nn

kk
fA

k


   ،)),([1   nfBn

}{فان 0fإذا كانت )  2( nf أن، أي یمكن اختیارھا متزایدةffff n  ,0 1 

) 4.8(تعریف
)لیكن , , ) ًقیاسیاً ولتكنفضاءS دالة بسیطة على( , ) ،

1

( )
i

n

i A
i

S 


  نعرف التكامل علىS بالنسبة  إلى

والذي نرمز لھ بالرمز( )S  یعرف بالشكل



n

i
ii AS

1

)()(  .  مادام أما . لم تظھر كلاھما في الجمع ,

.إذا حدث ذلك فیقال للتكامل بأنھ غیر موجود
)5.8(مثال

:لتكن الدالة  [ , ]S a b   بالصیغة معرفة









],[,5

],[,2
)(

baQx

baQx
xS c

abAbaQA

AbaQA
c 



)(],,[,5

0)(],,[,2

222

111





)(5)(502)()()()( 2211
1

ababAAAS
n

i
ii  





)6.8(مبرھنة
)یكنل , , )P  ًفان .فضاءً احتمالیا

(1)1


dp(2)


 dpAP .Aلكل )(

:البرھان 
(1)

f:لتكن الدالة    1معرفة بالشكل)( xf لكلx f 1دالة بسیطة وان , , 1i in A    

1)()(  


PAPfdpdp ii 

Aلتكن (2)
1 ,

( )
0 ,

A

A

A







  
 1,0,, 1212 AAAA c

)()()0()()1()( APAPAPAPdPdP c
iiA

A

 


.
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) 7.8(مبرھنة 
)لیكن , , )  ً21ولتكن كل من فضاءً قیاسیا , SS دالة بسیطة على( , )  ، فان

)1()()()( 2121 SSSS  

)2()()( 11 SS   
21إذا كانت ) 3( SS  فان)()( 21 SS  

) 8.8(تعریف
)لیكن , , )  فضاءً قیاسیاً ، ولتكن الدالة:f   تكامل لبیك ( غیر سالبة وقابلة للقیاس نعرف التكامل (

والذي یرمز لھ بالرمزبالنسبة إلى fللدالة 


fd )أو


)()(  df  أو


)()(  df ( بالشكل

}s  دالة بسیطة على),( F  ،sup{ ( ) : 0fd s S fI 


  
f:أما إذا كانت الدالة    نعرف ) لیس بالضرورة أن تكون غیر سالبة ( قابلة للقیاس



fdكالآتي












  dfdffd

امل     .fعلى شرط لم تظھر الصیغة       تك لة لل قاب
(Integrable)بالنسبة إلى إذا كان



fd منتھي أي إن كل من






  dfdf .یكون منتھیا,

یعرف . FAوأخیراً إذا كانت 
A

fd   كالآتيA

A

fd f d 


  
Properties of The Integrationخواص التكامل

.سوف نتطرق إلى  بعض خواص التكامل على فرض جمیع الدوال ھي دوال حقیقیة قابلة للقیاس بوریلیاً 
)9.8(مبرھنة 

أنة للقیاس بوریلیا بحیث دالة قابلfلتكن


fd موجود ولتكن فان ،


 fd موجود أیضا وان




  fdfd

: البرھان 
بسھولة یمكن إثبات ھذه الخاصیة في حالة الدالة بسیطة 

، فان 0ت وكان0fإذا كانت 
}S 0دالة بسیطة معرفة , ( , )S f   



 :)(sup{ Sfd 

1
}S


1دالة بسیطة معرفة 

0 , ( , )S f


   


 :)
1

(sup{ Sfd


 

fd fd   
 

  
)(0، وعلیھ 0f، فان  0إذا كانت  f وكذلك  ff  )(

لكن 










  dfdffd ، فان )()(
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  fdfddfdffd )()()(

، نكتب fوبصورة عامة للدالة   )()( fff  فان ،












  dfdffd )()(

، فان 0إذا كانت   ff  وكذلك )(  ff  وعلیھ )(

 
 

















  fddfdfdfdffd

، فان 0إذا كانت   ff  وكذلك )(  ff  وعلیھ )(

 
 

















  fddfdfdfdffd )()(

)10.8(مبرھنة 
f,كل من لتكن g إذا كانت . قابلة للقیاس بوریلیا دالةgf  فان ،



  gdfd .

في المعنى 


fd  یؤدي إلى


gd وكذلك ،


gd  یؤدي إلى


fd

: البرھان 
fSوكذلك  0f ،0gإذا كانت 0 ،S دالة بسیطة ، فانgS 0 وعلیھ باستخدام التعریف

نحصل على 
}S 0دالة بسیطة معرفة , ( , )S f   sup{ ( ) :fd S



 
}S gd 



  دالة بسیطة معرفةsup{ ( ) : 0 , ( , )S S g    

gfوبصورة عامة   یؤدي إلى  gf وكذلك  gf

إذا كانت 


fd نحصل على ،






  dfdg وعلیھ ،


gd موجود وكذلك

 
 













   fddfdfdgdggd

وبالمثل نبرھن في حالة 


gd.

)11.8(مبرھنة 
قابلة للقیاس بوریلیا بحیث أن دالة fلتكن



fd موجود ، فان dffd 


 .

: البرھان 
fffبما أن   نحصل على )10.8(، باستخدام المبرھنة ،



  dfdfdf وعلیھ
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 dffd 




)12.8(مبرھنة 
، فان Aوكانت0fإذا كانت . قابلة للقیاس بوریلیا دالة fلتكن

}S 0دالة بسیطة معرفة , ( , )S f   sup{ :
A A

fd Sd  
:البرھان 
fSإذا كانت  0 فان ، 

AA

fdSd  نحصل على . )10.8(وعلیھ باستخدام المبرھنة

}S 0دالة بسیطة معرفة , ( , )S f   sup{ :
A A

fd Sd  
AfSلعكس ذلك نفرض  0 ،S وعلیھ دالة بسیطة ،fSS A 

}S 0دالة بسیطة معرفة , ( , )AS f    sup{ :
A A

fd Sd  
}S 0دالة بسیطة معرفة , ( , )S f   sup{ :

A A

fd Sd  
)13.8(مبرھنة 

إذا كانت . قابلة للقیاس بوریلیا دالة fلتكن


fd فان موجودة ،

)1  (
A

fd لكلA

إذا كانت)2(


fd ، منتھیة
A

fd لكل منتھیةA

: البرھان
والحقیقة ) 12.8(من المبرھنة   fff AA )( ،  fff AA .نحصل على المطلوب )(

Monotone convergence theorem)14.8(مبرھنة 
}{لتكن nf القابلة للقیاس بوریلیا  ولتكن متتابعة تزایدیة غیر سالبة من الدوال)(lim)(  n

n
ff


، ،

فان 



  fddf n

ملاحظة



fd یزداد معn وبصورة مختصرة )12.8(باستخدام المبرھنة ،ff n 0 یؤدي إلى


  fddf n

:البرھان 
0n nf d fd f f 

 

     لكل  قیمn 10وكذلك  nn ff وعلیھ 
 

  dfdf nn nلكل قیم 1

التزاید ووجود الغایة،  یؤدي إلى   
 


  dfdfk nn

n
1lim

10لعكس المتراجحة ، نفرض   bتكن ، لS دالة بسیطة غیر سالبة ذات قیم منتھیة معfS 
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}:)(){(نضع    bSfB nn   فانnB

ffبما أن  n  ،Sدالة ذات قیم منتھیة ، فان

 



nn

SdbSddfk n 
B

لان 



k

i
ii

k

i
nii ABA

11

)()(    . 1لتكنb فان ،



n

Sdk 

، نحصل على  Sعلى )Sup(الآن نأخذ اصغر قید أعلى


 fdk .

Additivity Theoremمبرھنة الجمع) 15.8(مبرھنة 
f,كل منلتكن g قابلة للقیاس بوریلیا ولتكن دالةgf  إذا كان كل من . معرفة تعریفا حسنا



fd ،


gd، موجود

وان  


  gdfd معرف تعریفا حسنا ، فان


 dgf ك یكون موجود وكذل)( 
 

  gdfddgf )(

f,بصورة خاصة إذا كانت كل من  g قابلة للتكامل فانgf تكون قابلة للتكامل.
: البرھان 
f,كل من إذا كانت  g دالة غیر سالبة، نحصل علىff n  وكذلكgg n  دوال غیر سالبة بسیطة قابلة للقیاس

gfgfوعلیھ  nn  وانnn gf  دالة غیر سالبة بسیطة قابلة للقیاس وعلیھ










  gdfddgdfdgfdgf nn
n

nn
n

)((lim)(lim)(

f,بصورة عامة للدوال  g

لیكن كل من 


 df ،


 df ،


 dg،


 dg ، منتھیة  gfgf )( ،  gfgf )(

)(,)(,لیكن  21
  gfgfhgfgfh

)()()()(الآن     gfgfgfgfgf یؤدي إلىhhh  وعلیھ 21

 





 























































gdfd

dggdffhddgdfhddgdf

dhgfdhgfdgfdgfdgf

)()(

)()()()()(

حظة ملا
، نحصل على ) 15.8(والمبرھنة) 9.8(من المبرھنة 

 

  gdbfdadbgfa a,لكل )( b 

)16.7(مبرھنة 
}{لتكن) 1( nf القابلة للقیاس بوریلیا  ،فان متتابعة غیر سالبة من الدوال  





 






11

)()(
n

n
n

n dfdf 

قابلة للتكاملfتكون قابلة للتكامل إذا وفقط إذا كانت f، فان الدالة قابلة للقیاس بوریلیادالة fلتكن ) 2(
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f,لتكن كل من ) 3( g إذا كانت . قابلة للقیاس بوریلیادالةgf ،g قابلة للتكامل ، فان الدالةfتكون قابلة للتكامل
: البرھان 

نأخذ  )   1(





11 n

n

n

k
nn fgfg 15.8(، )14.8(، نحصل على النتیجة من المبرھنات(

بما أن )   2(  fff 15.8(تعریف التكامل والمبرھنة ، نحصل على النتیجة من(
.اعلاة) 2(، نحصل على النتیجة من ) 10.8(باستخدام المبرھنة )   3(

)17.8(مبرھنة 
0إذا كانت . قابلة للقیاس بوریلیادالة fلتكن) 1( . .f a e 0،فان



fd

f,ل منلتكن ك) 2( g إذا كانت. قابلة للقیاس بوریلیادالة. .f g a e وان


fd موجود ، فان


gd موجود

وان  
 

  gdfd

: البرھان 
)1(

بسیطة ، fإذا كانت الدالة 



n

i
Ai xxf

i
1

)()(  1حیث انn ،i  ،iA  لكلni ,,2,1 

})(:{  ii xfxA  0، فانi  0یؤدي إلى)( iAض ، نحصل على ، باستخدام الفر

0)(
1




n

i
ii Afd 

0f ،fSإذا كانت  0 ،S 0دالة بسیطة ، فان . .S a e 0، وعلیھ


Sd

، بما أن fبصورة عامة للدالة   fff

0إذا كانت  . .f a e  0، فان . .f a e  0وكذلك . .f a e  وعلیھ
0



 df 0وكذلك


 df 0وھذا یؤدي 










 dfdffd

)2(
}:)(){(لتكن xgxfxA  ،cAB  فان ،BA fff  وكذلكBABA gfggg 
0بما أن  . .B Bf g a e   )0لان B 0، وھذا)( B( باستخدام ،)نحصل على )1 ،

 
 

 0dgf BB

فان   
 

  dfdfdffd ABA وكذلك 
 

  dfdgdfgd ABA

وعلیھ  
 

  gdfd.

)18.8(مبرھنة 
.منتھیة دائما تقریباfقابلة للتكامل ،فان fإذا كانت . قابلة للقیاس بوریلیادالة fلتكن) 1(
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0وكانت 0fإذا كانت . بلة للقیاس بوریلیاقادالة fلتكن)  2(


fd 0، فان . .f a e

: البرھان 
}:)({لتكن )1(  xfxA

)(0إذا كانت  A فان ، 


)(Adfdf
A

وھذا تناقض ،.

)2 (
Bلتكن 

n
xfxBxfxB n  }

1
fff، نحصل على }:)(0,{}:)( BBn

0 وعلیھ ،

0، نحصل على )2.8(باستخدام 
nB

fd .لكن)(
1

n

B

B
n

fd
n

  0، وعلیھ)( nB لكل قیمn  0، وعلیھ)( B .

،إلى حد كبیرھذا الافتراضیمكن تخفیف.غیر سالبةكانتجمیع الدوالفرضیة أنتحترتیبةالالتقاربمبرھنةأثبتت وقد
.الآنأن نثبتكما

Extended monotone convergence theoremمبرھنة التقارب الرتیب الموسعة)19.8(مبرھنة 
}{لتكن nf القابلة للقیاس بوریلیا  ، ولتكن كل من  من الدوال متتابعةgf .قابلة للقیاس بوریلیادالة ,

gfإذا كانت ) 1( n  لكل قیمn  بحیث أن ،


gd وكذلكff n  فان ،


  fddf n

gfإذا كانت )2( n  لكل قیمn  بحیث أن ،


gd وكذلكff n  فان ،


  fddf n

: البرھان 
)1(

gfhنأخذ  nn  0، فانnh لكل قیمn وكذلكgfhn 0.
نحصل على ) 14.8(باستخدام المبرھنة 



  dgfdhn وعلیھ )(


  fddf n

)2(
gfبما أن  n  لكل قیمn فان ،gf n  لكل قیمn

بما أن 


gd فان ،gd 


   وكذلك بما أنff n  فان ،nf f  

من المبرھنة ، نحصل على ) 1(باستخدام الجزء 


  fddf n وعلیھ


  fddf n.

ملاحظة 
. لتكامل متتابعة الدوال ھو غایة الدالة ، والغایةالشروط المناسبةأنھ في ظلرتیبة الموسعةالالتقاربمبرھنةویؤكد

nf:إذا كانت . العلیا أو السفلىالغایةنستبدلإذایمكن الحصول علیھاھذا النوعمنوأكثر عمومیة لمبرھنة
 

nدوال ذات قیم حقیقیة موسعة ، نعرف كل من 
n

f

suplim  ،n

n

f

inflim كالأتي :

}1:}:)(inf{sup{))(suplim( 


nnmxfxf mn
n

inf(lim)((}sup{inf)(:{:1{وكذلك  


nnmxfxf mn
n

Fatou’s lemma)20.8(مبرھنة 
}{لتكن nf وریلیا  ، ولتكن القابلة للقیاس بمتتابعة من الدوالf قابلة للقیاس بوریلیادالة.
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ffإذا كانت ) 1( n  لكل قیمn أن، بحیث


fd فان ،






  dfdf n

n
n

n
)inflim(inflim

ffإذا كانت )2( n  لكل قیمn أن، بحیث


fd فان ،
 

  dfdf n
n

n
n

)suplim(suplim

:البرھان 
)1(

}inf)(:{لیكن  nmxfg mn  ،n
n

fg


 inflim فان ،fg n  لكل قیمn،


fd وكذلكgg n .

، نحصل على )18.8(باستخدام المبرھنة 





  dfdg n
n

n )inflim( لكن ،nn fg  لكل قیمn وعلیھ ،








  dfdgdg n

n
n

n
n

n
infliminflimlim

)2(
من الممكن نكتب  

 


  dfdfdfdf n
n

n
n

n
n

n
n

suplim)(inflim)(inflim)suplim(

Dominated convergence theorem)21.8(مبرھنة 
}{لتكن nf القابلة للقیاس بوریلیا ، ولتكن كل من  متتابعة من الدوالgf بحث ان قابلة للقیاس بوریلیادالة ,

gf n  لكل قیمn ،gمل وكذلك قابلة للتكاff ea
n  .قابلة للتكامل وانf، فان ..



  fddf n.

)22.8(نتیجة 
}{لتكن nf القابلة للقیاس بوریلیا ، ولتكن كل من  متتابعة من الدوالgf ان بحثقابلة للقیاس بوریلیادالة ,

gf n  لكل قیمn ،p
g0(قابلة للتكاملp ( وكذلكff ea

n  p، فان ..
fقابلة للتكامل وان

.0


dff
p

n عندماn.
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تمارین  
.برھن كل حقل منتھي على مجموعة معینة یكون حقل متكامل على نفس المجموعة) 1(
بحیث أما من المجموعة Aعائلة جمیع المجموعات الجزئیة ولتكنلتكن ) 2(  أوc  .

.حقل برھن على أن 
)اذكر الحلقة )3( )  المتولد بواسطة المجموعةلكل مما یأتي

}إذا كانت ) ا( }A
عائلة كل المجموعات الجزئیة التي تحتوي على عنصرین فقطإذا كانت )  ب(
Aعائلة كل المجموعات الجزئیة من المجموعة إذا كانت )  ج(

A، بحیث أن مجموعة جزئیة من المجموعةAإذا كان : برھن على أن ) 4(  أوA   فان الحقل ،
}ھو العائلة المتكامل المتولد بواسطة المجموعة  , , , }cA A   .

برھن كل مجموعة تنتمي إلى حلقة متكاملة متولدة بواسطة .عائلة غي خالیة من المجموعاتإذا كانت ) 5(
.ھو مجموعة جزئیة من اتحاد معدود لمجوعات في المجموعة 

حیث a),[مجموعة الفترات من الصیغة كن ، ولت]1,0[مجموعة  الأعداد النسبیة في الفترة لتكن ) 6(
10  ba ،ba, . برھن على أن
تھیة تكون أما خالیة أو غیر منكل مجموعة في ) ب(شبھ حلقة ) ا(
.تحتوي على كل المجموعات الجزئیة من الحلقة المتكاملة المتولدة بواسطة ) ج(

)، فان الحلقة عائلة قابلة للعد من المجموعات الجزئیة من المجموعة إذا كانت ) 7( ) المتولدة بواسطة
.تكون قابلة للعد

:21لتكن) 8( f ،دالة ما 2عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعة،1 1( ) { ( ) : }f f A A   
كانت العبارات التالیة  صحیحة أم لا ؟ مع البرھانبین فیما إذا

)1حلقة فانإذا كانت ) ا( )f       إذا كانت )ب(تكون كذلك1حلقة متكاملة فان( )f  تكون كذلك
)1حقل فانإذا كانت ) ج( )f   إذا كانت ) د(تكون كذلك1حقل متكامل فان( )f  تكون كذلك

، فانشبھ حقل على المجموعة إذا كانت ) 9(
1

{ : , 1,2, , }
n

i i
i

A A i n


     تكون حقل على.

:21لتكن ) 10( f 2دالة ولیكن 2حقل متكامل على 1فان
1 2{ ( ) : }f A A  تكون حقل متكامل

.1على 
:21لتكن) 11( f ،دالة ما 2عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعة،

1) ا( 1( ( )) ( ( ))f f     حیث( )  حلقة متكاملة متولدة بواسطة .
1) ب( 1( ( )) ( ( ))f f     حیث( )  حقل متكامل متولد بواسطة.

1لیكن كل من ) 12( 1( , )  ،2 2( , )  21فضاء قابل للقیاس ، ولتكن: fنعرف . دالة ما
1

2 1{ : ( ) }B f B     بین أن ،2متكامل على المجموعة  حقل.

2لیكن ) 13(  ،nA 0(المجوعة الداخلیة للدائرة التي مركزھا النقطة,
)1(

(
n

n اوجد كل. 1ونصف قطرھا

nnمن 
n

Asuplim


 ،nn
n

Ainflim


.
.برھن على كل متتابعة من المجوعات المتنافیة مثنى مثنى تقترب إلى مجموعة خالیة ) 14(



457ر
Measure Theoryنظریة القیاس 

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

69

}{إذا كانت) 15( nA متتابعة من المجموعات من المجوعات الجزئیة من المجموعة .على ان المتتابعةبرھن}{ nA

}{إذا كانت) 16( nA متتابعة من المجموعات من المجوعات الجزئیة من المجموعة .برھن على ان متقاربة إذا وفقط
nAx ،nAxلكلأنبحیث xإذا لا توجد نقطة  | تحقق لعدد غیر منتھي.

|)suplim(inflim)|() ا( nn
n

nn
n

AAAA


)ب ()|(suplim)inflim(| nn
n

nn
n

AAAA




}{إذا كانت) 17( nA متتابعة من المجموعات من المجوعات الجزئیة من المجموعة ولتكنnnn ABBAB  111 ,

}{برھن على أن المتتابعة. ,2,1nلكل  nB  متقاربة إذا وفقط إذا كانlim n
n

A 


.
مجموعات مفتوحة فيیحتوي علىAبین أن اصغر حقل متكامل للمجوعة. مجموعة بوریل في Aإذا كانت ) 18(

Aھي{ ( ) : }B B A 
nAAAلتكن ) 19( ,,, 21  مجموعات جزئیة من المجموعة .عرف اصغر حقل متكامل یحتوي على

nAAA ,,, 21 .  كم حقل من ھذا النوع نستطیع أن نعرف ؟
جمعیة متكاملة ، فانجمعیة منتھیة على، ولتكن حلقة منتھیة على المجموعة بین انھ إذا كانت ) 20(

على

تمثل مجموعة الأعداد الصحیحة ، المتسلسلة لتكن ) 21(


1n
na نضع . متقاربة لحدود موجبة




An

naA)( ،

. مجموعة جزئیة غیر منتھیة في Aإذا كانت )(A، وان مجموعة جزئیة منتھیة في Aإذا كانت 
. جمعیة منتھیة ، لكن لیست جمعیة متكاملة على عائلة جمیع المجموعات الجزئیة فيبرھن أن 

Aتمثل مجموعة الأعداد الصحیحة ،لكل لتكن ) 22(   لیكن)(An یمثل عدد الأعداد الصحیحة  التي لیست

)(بحیث أن Aة المجوعات الجزئیة عائل، لتكنnاكبر من 
)(

lim A
n

An

n






جمعیة بین أن . موجود

.على منتھیة ولكن لیست جمعي متكاملة
,،  جمعیة منتھیة على الحلقةإذا كانت ) 23( ,A B C  .بین أن

)()()()()()()()(  BCABACBACBACBA 
بین أن . قیاس على  ،حلقة متكاملة على المجموعة لتكن ) 24(

Aعائلة المجموعات ) ا(  بحیث)(A منتھي  تكون حلقة
Aعائلة المجموعات ) ب(  بحیث)(Aمنتھیة متكاملة   تكون حلقة متكاملة.
ولتكن ) قیاس على(تھي متكامللمقیاس منمجموعة في Aإذا كانت ) 25(  عائلة من

Bبین أن العائلة الجزئیة  .Aالمجموعات الجزئیة المتنافیة للمجموعة   0أن بحیث)( Bتكون قابلة للعد.
بین أن . دالة مجموعة منتھیة غیر سالبة على الحقل لتكن ) 26(
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.منتھي إذا وفقط إذا كان مقید )ج(
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)نعرف . عائلة جمیع المجموعات الجزئیة من مجموعة غیر منتھیة قابلة للعد ، ولتكنلتكن) 27( ) 0A  إذا
بین أن.غیر منتھیة Aإذا كانت المجموعة )(Aمنتھیة وان Aكانت المجموعة 

جمعیة منتھیة ولكن لیست جمعیة متكاملة على) ا(
nAغایة المتتابعة المتزایدة من المجموعات ) ب(  0بحیث أن)( nA لكل قیمn  ولكن ،)( .

بین انھ توجد متتابعة من المجموعات . مجموعة غیر منتھیة ، حیث س عدي على المجموعة قیالیكن ) 28(
nA  بحیث أنlim ( )n

n
A 




. ومكملاتھاحلقة تحتوي كل المجموعات الجزئیة المنتھیة من لتكن مجموعة غیر منتھیة قابلة للعد ، ولتكن) 29(
)(0نعرف  A إذا كانت المجموعةA1منتھیة ، وان)( A إذا كانت المجموعةcAبین أن . منتھیة

جمعیة منتھیة ولكن لیست جمعیة متكاملة على )ا(
nAغایة المتتابعة المتزایدة من المجموعات )ب(  0بحیث أن)( nA قیم لكلn  ولكن ،( ) 1       .

على ،نعرف دالة المجموعة حقل للاتحادات المنتھیة الفترات المتنافیة نصف مغلقة من الیمین في لتكن )30(
 كالأتي :( , ] ,a a a    ،( , ] , , ,a b b a a b a b     ،( , ) ,b b b     ،( ) 0 
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)()(   إذا كانتn ,,, 21  بین أن . فترات متنافیة نصف مغلقة من الیمین

جمعیة منتھیة ولكن لیست جمعیة متكاملة على )  ا(
.منتھیة ولیست غیر مقیدة ) ب(

nAإذا كانت . قیاس منتھي على الحقل المتكامل لیكن ) 31(  لكل,2,1n ولیكن ،n
n

AA
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