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Binary Operationsالعملیات الثنائیة.1
)1.1(تعریف 

GGفكل دالھ من حاصل الضرب الدیكارتي، مجموعھ غیر خالیھ Gلتكن إلىGتسمى عملیھ ثنائیھ علىG .
G:تمثل الدالة فأن بالرمزGنا للعملیة الثنائیة على المجموعة فإذا رمز G G   . إذا

),(كان الزوج المرتب  ba عنصرا فيGG فنرمز إلى صورتھ بالرمزba  بدلا
))من , ))a b .

ملاحظة
GHوكانت Gعملیھ ثنائیھ على المجموعة لتكن   یقال عن المجوعةH بأنھا مغلقة بالنسبة للعملیة

aإذا وفقط إذا كانت الثنائیة  b H  لكلHba , . إذا كانت  عملیھ ثنائیھ على المجموعةGفانG

Gbaولیكن . تكون مغلقھ بالنسبة للعملیة الثنائیة  ,.
)2.1(مثال

، أما أن كل من عملیتي الجمع والضرب الاعتیادیتین تشكل عملیھ ثنائیھ على مجموعة الأعداد ألطبیعیھ) 1(
.الطرح الاعتیادي لا تشكل عملیة ثنائیھ علىعملیة

)(}:{، أي أنXتمثل القوى إلىXP)(مجموعھ غیر خالیھ ولتكن Xلتكن) 2( XAAXP  فان كل
.XP)(تشكل عملیھ ثنائیھ علىوالاتحاد من التقاطع 

)3.1(تعریف
Gbaولیكن . Gعملیھ ثنائیة على المجموعة لتكن , .یقال عن العنصرینba, بأنھما قابلان للمبادلة أو

abbaإذا كان ) Commute(التبدیل  .ملیة الثنائیة  ویقال عن الع بأنھا تبدیلیھ
)Commutative (إذا كانت جمیع عناصر المجموعةGبعبارة أخرى العملیة . قابلھ للمبادلة مثنى مثنى

abbaإذا كان Gعلى) أبدالیھ أو تبادلیة( تكون تبدیلیھ الثنائیة   لكل,a b G . عن ویقال
cbacbaإذا كان Gعلى ) Associative(بأنھا تجمیعیة   Gcbaلكل )()( ,,.

)4.1(مثال
تكون تبدیلیھ وتجمیعیة لاعتیادیتین على مجموعة الأعداد الحقیقیة كل من عملیتي الجمع والضرب ا) 1(

عملیتي الطرح والقسمة لیست تبدیلیھ ولیست تجمیعیة  بینما كل من 
22بالشكل عملیھ ثنائیھ معرفھ على مجموعة الأعداد الحقیقیة لتكن)2( baba  لكل,a b  فان

ababbabaلانعملیھ تبدیلیھ على) ا(  a,لكل 2222 b 
2لان عملیھ لیست تجمیعیة على ) ب( 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )a b c a b c a b c        ،

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )a b c a b c a b c       ( ) ( )a b c a b c     
2aبالشكل عملیھ ثنائیھ معرفھ على مجموعة الأعداد الحقیقیة لتكن)3( b a b  لكل,a b  فان
2لانتبدیلیھ علىلیستعملیھ) ا( 2a b a b b a b a       لكل,a b 
2لان عملیھ لیست تجمیعیة على ) ب( 2 2( ) ( ) ( )a b c a b c a b c        ،

2 2 2( ) ( ) ( )a b c a b c a b c       ( ) ( )a b c a b c     
aبالصیغةGعلىنعرف . مجموعة تحتوي على أكثر من عنصرGلتكن) 4( b a لكل,a b G، قان

aلانGتبدیلیھ علىلیستعملیھ) ا( b a b b a     لكل,a b G
)لانGعملیھ تجمیعیة على ) ب( ) , ( )a b c a a b c a b a        

( ) ( )a b c a b c     
2تمثل مجموعة المصفوفات من الدرجة Gلتكن ) 5( 2 والتي مداخلھا  أعداد حقیقیة ولتكن عملیة

.عملیة تجمیعیة ولیست ابدالیةالاعتیادیة للمصفوفات فان الضرب
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)5.1(تعریف
إذا كان بأنھا توزیعیة على #العملیة یقال عن . Gعملیھ ثنائیة على المجموعة #، كل من لتكن

)1(#( ) ( # ) ( # )a b c a b a c    التوزیع من الیسار
)2(( ) # ( # ) ( # )b c a b a c a   لكل التوزیع من الیمین, ,a b c G.

)6.1(مثال
على مجموعة الأعداد تتوزع على عملیة الجمع على مجموعة الأعداد الحقیقیة ان عملیة الضرب ) 1(

.الحقیقیة بینما  عملیة الجمع لا تتوزع على الضرب
تتوزع على عملیة التقاطع عملیة فان ،Xتمثل القوى إلىXP)(مجموعھ غیر خالیھ ولتكنXلتكن) 2(

.عملیة الاتحاد تتوزع على عملیة التقاطعوكذلكتحادلا
2المعرفتین على مجموعة الأعداد الصحیحة #، تأمل العملیتین) 3( , # 2a b a b a b ab   فان ،

لان تتوزع على #
#( ) 2 ( ) 2 ( 2 ) 2 4 ( # ) 2( # ) ( # ) ( # )a b c a b c a b c ab ac a b a c a b a c          

ملاحظة
Gعلى صغیر نسبیا  یمكن تمثل نتائج تطبیق العملیة الثنائیة Gعندما یكون عدد عناصر المجموعة 

على الترتیب نفسھ أفقیا Gراج عناصر وننشئ ھذا الجدول بأد. على شكل جدول ویسمى جدول الضرب 
baوعمودیا ، فان ناتج   رأسھییظھر في الجدول عند تقاطع السطر الذيaوالعمود الذي یرأسھb

فإذا كانت عناصر الجدول التي . العملیة أبدالیھ أم لا وبالعكس ویمكن من خلال الجدول تعرفھ فیما إذا كانت
تكون على شكل مصفوفة مربعھ درجتھا تساوي عدد عناصر ألمجموعھ متناظرة حول القطر الرئیسي فأنھا 

.تكون أبدالیھ وبالعكس 
) 7.1(مثال

لتكن  3,2,1S ونعرف العملیةعلىS بواسطة الجدول التالي
321*
3211
2132
1323

لیست متناظرة حول القطر الرئیسي وبالتالي فنلاحظ من خلال الجدول أن مصفوفة عناصر العملیة 
غیر أبدالیھ  تكون العملیة 

) 8.1(تعریف
بأنھ مجموعة غیر خالیة مع عملیة ثنائیة أو أكثر ) Mathematical System(عرف النظام الریاضي ی

والعملیة الثنائیة الوحیدة Gالنظام الریاضي المتكون من مجموعة غیر الخالیة .معرفة على تلك المجموعة
Gوبالمثل النظام الریاضي المتكون من المجموعة ) ,G(سوف نرمز لھ بالزوج المرتب Gعلى 

),,#(سوف یمثل بالثلاثي ,#والعملیتین  G. یقال عن النظام الریاضي),G (ي إذا كان بأنھ إبدال
abba  لكل,a b G . ویقال بأنھ تجمیعي إذا كانcbacba  Gcbaلكل )()( ,,.

)9.1(مثال
)مع عملیة الجمع الاعتیادي، مجموعة الأعداد الحقیقیة) 1( , )ل نظاما ذا عملیھ واحدةتمث
)),(,(فان ،Xتمثل القوى إلىXP)(مجموعھ غیر خالیھ ولتكن Xلتكن ) 2( XP نظامتمثل

ریاضي ذا عملیتین
)مع عملیة الطرحمجموعة الأعداد الطبیعیة) 3( , )لا تمثل عملیھ)-( لا تمثل نظاما ریاضیا لان عملیة

ثنائیھ على
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)الأنظمة الریاضیة )4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )               ھي انظمھ
.عملیة الضرب الاعتیادي. عملیة الجمع الاعتیادي وأبدالیھ  حیث

)الأنظمة الریاضیة ) 5( , ), ( , ), ( , ), ( |{0}, ), ( |{0}, )        لیست انظمھ لیست أبدالیھ  حیث-
.    عملیة القسمة الاعتیادیةعملیة الطرح الاعتیادي و

فان الأنظمة الریاضیة ،Xلقوى إلىتمثل مجموعة  اXP)(مجموعھ غیر خالیھ ولتكن Xإذا كانت ) 6(
( ( ), )P X ،( ( ), )P X ،( ( ), )P X  تكون تجمیعیة وتبدیلیھ.

)الأنظمة الریاضیة ) 7( , ), ( , ), ( , ), ( |{0}, ), ( |{0}, )        لیست تجمیعیة
}المجموعة ) 8( 1,1, , }G i i   2مع عملیة الضرب الاعتیادیة تكون نظاما ریاضیا حیث 1i  
}maxبالشكل  عملیھ ثنائیھ معرفھ على مجموعة الأعداد الحقیقیة لتكن ) 9( , }a b a b  لكل,a b 

)فان  , )یكون نظاما ریاضیا تجمیعیا وتبدیلیا.
)10.1(عریفت

یقال عن.نظاماً ریاضیا ) ,G(لیكن 
عملیة أي إننظاما تجمیعا ) ,G(كان إذا) Semi Group(بأنھ شبھ زمرة ) ,G(النظام الریاضي)1(

.Gتجمیعیة على 
aaeeaكان إذا) Identity element(بأنھ عنصراً محایداً Geالعنصر ) 2(  لكلGa.

نظام الریاضي لھ عنصر محاید وإذا وجد مثل ھذا العنصر یقال بان ال
إذا كان شبھ زمرة ذات عنصر محاید ، بعبارة أخرى إذا كان النظام) Monoid(نظاماً أحادیا أو مونائیداً ) 3(

.تجمیعیاً یحتوي على عنصر محایدالریاضي 
ملاحظة
aeaإذا كان عنصرا محایدا أیمن بالنسبة للعملیة الثنائیةeیقال إن  لكلGa ویسمى  عنصرا محایدا

aaeأیسر إذا  كان   لكلGaویكون عنصراً محایداً إذا كان محاید أیمن وأیسر في نفس الوقت  .
)11.1(مثال

aaلان عنصر محاید بالنسبة لعملة الجمع الاعتیادیة على الصفر ) 1(  aلكل 00
تكون العنصر المحاید فان ،Xتمثل القوى إلىXP)(مجموعھ غیر خالیھ ولتكن Xإذا كانت ) 2(

)),((الریاضيللنظام XP لانA A A     وكذلكXتكون العنصر المحاید للنظام الریاضي
)),(( XP لانAAXXA . كل منوكذلك)),(( XP ،)),(( XPیمثل مونائیدا.

)النظام الریاضي) 3( , )  حین شبھفي1شبھ زمره تمتلك عنصرا محایدا ھو العدد الصحیح الموجب
)الزمرة , ) 0لیس لھا عنصرا محاید لان 

)النظام الریاضي ) 4( , )یمثل مونائید ولكن( , ) یمثل مونائید لأنھ لیس لھ عنصر محایدلا
babaبالصیغة علىتعرف . تمثل مجموعة الأعداد الطبیعیة لتكن)5(  لكل,a b  0وb  .

)نلاحظ أن النظام الریاضي , )1لھ عنصر محاید أیمن وھوeلانaaa  aلكل11
aaeفكان eالنظام لیس لھ عنصر محاید أیسر لأنھ لو فرضنا وجود عنصر محاید أیسرولكن ھذا  

aaولكن  aلكل eaeea )()( لكلa
0)(0فان 0بما أن    e 1ولكن)( 0 e01وھذا یعني وھذا غیر ممكن

22بالشكلبیعیةالطعملیھ ثنائیھ معرفھ على مجموعة الأعداد لتكن)6( baba  لكل,a b فان
)النظام الریاضي  , ) لان لو فرضنا . لیس لھ عنصر محایدe عنصر محاید ، فانa e a  لكلa

2بما ان  2 2 2 2 2e a a a a e a e a e         لكلa 2وھذا غیر ممكن لانe یجب
2aان یكون ثابت بینما  a متغیر حسب تغییرa.
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ملاحظھ
والمبرھنة التالیة تبین في .یكون لنظام الریاضي قد یكون لھ عنصر محاید أو لاالسابقة یتبن أن امثلةالأمن 

حالة وجود عنصر محاید للنظام یجب أن یكون وحید 
)12.1(مبرھنة 

)النظام الریاضي , )G یحتوي على الأكثر عنصر محاید واحد
:البرھان

21نفرض كلا من   ,ee عنصر محاید للنظام),( G

Geعنصر محاید ، 1eبما أن  2  212فان eee  2و كذلك بما أنe ، عنصر محایدGe 1

121فان    eee  21وعلیة نحصل على ee   وحید (أي انھ یوجد عنصر محاید واحد فقط(
)13.1(تعریف 

عكوس أو بان لھ مaیقال عن العنصر . Gaولیكن eنظاما ریاضیا ذات عنصر محاید) ,G(لیكن 
eabbaبحیث إن Gbإذا وجد بالنسبة للعملیة ) Inverse(نظیر   ویسمى العنصرb

.1aویرمز لھ بالرمزaمعكوس أو نظیر العنصر 
ةملاحظ

eaaإذا كان   بالنسبة للعملیة الثنائیة aمعكوس أیمن للعنصر 1aیقال أن العنصر   1 ویسمى
eaaمعكوس أیسر إذا كان  1 . إذا كان),G (ما ریاضیا ذات عنصر محایدنظاe فانee 1.

)14.1(مثال 
)في النظام الریاضي , ) كل عنصرa لھ معكوس ھوa 0لان)()(  aaaa في

)ریاضي الحین النظام  , ) 0فقط العنصر لھ معكوس
)15.1(مبرھنة 
.لھ معكوس واحد على الأكثرGفان كل عنصر في ) مونائید(شبھ زمرة ذات عنصر محاید ) ,G(إذا كانت 

: البرھان
21ولیكن كل من ھو العنصر المحاید بالنسبة للعملیة eنفرض  ,bb نظیرا للعنصرa

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1( ) ( )b b b e b b a b b b a b e b b a e                
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)1(تمارین
f:مجموعة كل الدوال Tمجموعھ غیر خالیھ ولتكنXلتكن 1.1 X   . تعرف على المجموعةT

gfgfبالصیغة   لكلTgf , فان تكون عملیھ ثنائیھ علىT

.ھي تجمیعیة وأیا منھا تبدیلیھعین أیا من العملیات الثنائیة التالیة على مجموعة الأعداد النسبیة 2.1

a,لكل0ba)  ا( b )ب ()(
3
1

baba لكل,a b 

aba)   ج( لكل,a b )2)  د babaلكل,a b 
)()()()(نظاما ریاضیا ذا عنصر محاید ولتكن المعادلة التالیة متحققة) ,G(لیكن3.1 dbcadcba 

Gdcbaلكل  ,,,  فان العملیة تجمیعیة وتبادلیھ
abbabaبالصیغة معرفھ على مجموعة الأعداد النسبیة لتكن العملیة 4.1  لكل,a b  . جد

معكوس ؟ العنصر المحاید وھل لكل عنصر في 
تأمل مجموعة العناصر الثلاثة 5.1 zyxS ,, والعملیة         معطاة بجدول الضرب أدناه

cba
cbaa

cabb

cccc
),(فان النظام الریاضي  S تبدیل ذا عنصر محاید

)}لتكن  6.1 , ) : , }G a b a b   . نعرف العملیة الثنائیة علىT بالصیغة),(),(),( bdacdcba 
),(فان النظام الریاضي  G شبھ زمره أبدالیھ ذا عنصر محاید

لتكن7.1 6,4,3,2,1S وعرفت العملیة كما یلي : badcgba ,.. حیثdcg القاسم المشترك ..
),(فان النظام ، الأعظم S إبدالي
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The groups and Its propertiesواصھا  الزمر وخ.2

)1.2(تعریف 
النظام الریاضي  ,*G یسمى زمرة)Group ( إذا تحققت البدیھیات الآتیة:

)1  (عملیة تجمیعیة علىG أي إن ،cbacba  Gcbaلكل )()( ,,
)2 (G تحتوي على عنصر محاید بالنسبة للعملیة أي أن یوجد ،Ge  بحیث أنaaeea  لكل

Ga .
Ga) نظیر(لھ معكوسGaلكل ) 3( 1 بالنسبة للعملیة أي أن لكل ،Ga یوجدGa 1بحیث أن

eaaaa   11

كل عنصر لھ معكوس واحد فقطوالعنصر المحاید وحید 
),(عن الزمرة ویقال Gھا بأن

abba، أي أنGتبادلیة علىإذا كانت العملیة الثنائیة ) أبدالیة(تبادلیة ) 1( لكلGba ,
مجموعة منتھیة وفیما عدا ذلك یقال أن الزمرة Gمنتھیة إذا كانت )2( ,*Gإذا كانت .  غیر منتھیة ,*Gزمرة

الزمرة) Order(برتبة Gیسمى عدد عناصر منتھیة ،  ,*G0ویرمز لھ بالرمز( )G أوG ، أما إذا كانت
 ,*Gمنتھیة فیقال أنھا زمرة ذات رتبة غیر منتھیة زمرة غیر .

)2.2(مثال
)كل من الأنظمة الریاضیة )1( , ), ( , ), ( , ), ( , )       تكون زمرة ابدالیة غیر منتھیة ، بینما النظام

)الریاضي  , )جود النظیرلا یمثل زمرة  لعدم و .
)كل من الأنظمة الریاضیة ) 2( , ), ( , ), ( , )       تكون زمرة ابدالیة غیر منتھیة ، بینما النظام الریاضي

( , )لا یمثل زمرة  لعدم وجود النظیر .
مع الاعتیادیة تكون زمرة غیر منتھیة بینما مجموعة الأعداد مع عملیة الجeمجموعة الأعداد الزوجیة ) 3(

.مع عملیة الجمع الاعتیادیة لا تكون زمرة 0الفردیة

:المجموعة ) 4( 0, , , ,
a b

G ad bc a b c d
c d

  
     
  

 مع عملیة ضرب المصفوفات تكون زمرة غیر

1المحاید العنصر.  (غیر ابدالیةمنتھیة ولكنھا 0
0 1

e
 
  
 

وان 
1

1a b d b

c d c aad bc

    
      

(

aلیكن ) 5(  . المجموعة{ : }G na n مع عملیة الجمع الاعتیادیة  تكون زمرة ابدالیة غیر منتھیة .
Xتمثل القوى إلىXP)(مجموعھ غیر خالیھ ولتكنXلتكن) 6(

)),((النظام الریاضي ) ا( XPأي إذا كانت لیس زمرة لعدم وجود النظیر ،( )A P X،A   فانھ لا یوجد
( )B P Xحث ان بA B  

)),((النظام الریاضي )ب( XPأي إذا كانت لیس زمرة لعدم وجود النظیر ،( )A P X،A X  فانھ لا یوجد
( )B P X بحث انA B X 

)النظام الریاضي ) ج( ( ), )P X  زمرةیكون)e  ،1A A (
)}المجموعة ) 7( , ) : , , 0}G a b a b b   مع العملیة الثنائیة المعرفة بالصیغة

( , ) ( , ) ( , )a b c d ac bc d  (1,0)العنصر المحاید ھو .(تكون  زمرة غیر منتھیة ولكنھا لیست ابدالیةe ،

1وان  1( , ) ( , )b
a b

a a
 ((1, 2) (3,4) (3,4) (1,2) (1,2) (3,4) (3,10), (3, 4) (1,2) (3,6)        

}المجموعة ) 8( 1,1}G   0وان مع عملیة الضرب الاعتیادیة تكون زمرة منتھیة  حیث( ) 2G 
}المجموعة ) 9( 1,1, , }G i i   2مع عملیة الضرب الاعتیادیة تكون زمرة منتھیة  حیث 1i   0وان( ) 4G 
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لتكن ) 10( , , ,G e a b c ولتكن العملیة الثنائیةجدول الضرب في معرفة
cbae
cbaee

bceaa

aecbb

eabcc
)فان  , )G  0منتھیة وان زمرة أبدالیة( ) 4G  وتسمى زمرة كلاین الرباعیة.

)الاختصارأوقانون الحذف ( )3.2(مبرھنة 
)لتكن  ,*)G ولیكن زمرةGcba ,,

cbcaإذا كانت ) 1(  فانba )2 ( إذا كانتbcac  فانba 
:البرھان 

)بما ان  ,*)G 1زمرة  وانc G c G   
aبما ان )  1( c b c  

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )a b a e b e a c c b c c a c c b c c                    
)2(وبالمثل نبرھن 

) 4.2(مبرھنة 
)لتكن  ,*)Gزمرة فان
)1(aa  11 )2 (111)(Gaلكل )(   abba  لكلGba ,

: البرھان 
Gaلیكن ) 1(

1ان العنصر  1( )a  1ھو نظیر العنصرa1وعلیھ 1 1( )a a e    1وكذلكa a e  
1 1 1 1( )a a a a       وباستخدام قانون الحذف نحصل علىaa  11 )(

Gbaلیكن ) 2( ,
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ( )) (( ) ) ( )a b b a a b b a a b b a a e a a a e                       

1وكذلك  1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ( )) (( ) ) ( )b a a b b a a b b a a b b e b b b e                       
1وعلیھ  1b a  ھو نظیر العنصرa b1ولكن( )a b نظیرa b

)(111بما ان النظیر وحید فان    abba.
) 5.2(مبرھنة 

)لتكن ,*)Gزمرة فان
)الزمرة  )1( ,*)G 111إذا وفقط إذا كان  تكون ابدالیة)(   baba لكلGba ,
aaإذا كانت  ) 2( 1 لكلGaفان الزمرة( ,*)G تكون أبدالیة.

: البرھان 
)نفرض الزمرة  ) 1( ,*)G   ابدالیة1 1 1 1( ) ( )a b b a a b       

)(111نفرض : الاتجاه الأخر    baba لكلGba ,
Gbaلیكن  ,  111،  بما ان)(   abba) 4.2حسب مبرھنة(

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a b a a b a a a a b a a b a a a b b a                              
1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )b b a b b a b b b a a b e b a a b e                      

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b b a e a b b a e b b a b b a b b                  
( ,*)G ابدالیة
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Gbaلیكن) 2( ,1( )a b a b   
aaبما ان  1 ،1b b 1 1 1( )a b a b      نحصل على )1(، وباستخدام ،( ,*)G ابدالیة.

)6.2(مبرھنة 
)النظام الریاضي  ,*)Gمرة إذا وفقط إذا كان یكون ز

)1 ( عملیة  تجمیعیة)المعادلتان   ) 2bxa   وbay لھما حلان وحیدان فيG .
: البرھان 

)نفرض  ,*)G زمرة من تعریف الزمرة عملیة  تجمیعیة
1بما ان : بقي ان نبرھن الشرط الثاني  1x a b G a G a G        وكذلك

1 1( ) ( )a x a a b a a b e b b          1x a b   یحقق المعادلةbxa  وھذا ،
1aیعني ان  b ادلة حلا للمعbxa  وللبرھنة على انھ حلا وحید ، نفرض یوجد حل أخر مثل

z للمعادلةbxa 
1 1 1( ) ( )z a b x a z e b a a b a a b a z b                  

bayوبالمثل نبرھن على ان للمعادلة  حلا وحیدا.
)ونبرھن ) 2(،)1(الشرطین نفرض : الاتجاه الأخر  ,*)G زمرة

 1(حسب الشرط (عملیة  تجمیعیة((
bنضع  a من المعادلتان ، نحصل على ،a x a  ،y a a  لھما حل واحد ھو

x y e  وعلیھ ،G تحتوي على عنصر محایدe

aلیكن  G . نضعb e نحصل على المعادلتان) 2(، باستخدام الشرطa x e  ،y a e 
1xحد ھو لھما حل وا y a  لكل ، وعلیھGa نظیر لھGa 1 فان( ,*)Gزمرة.
)7.2(مبرھنة 

وكل عمود صفكل عنصر یظھر بالضبط مرة واحدة فقط في كل . في جدول الضرب لزمرة 
: البرھان 

، وعلیھ aیظھر مرتین في السطر الذي یرأسھ العنصرbالتناقض، نفرض ان العنصرسنبرھن بطریقة 
1یوجد  عنصران مختلفان  2,x x 1بحیث ان 2,a x b a x b    وھذا یناقض مع وجود حل واحد فقط

aللمعادلة  x b وبنفس الطریقة نبرھن ان كل . وعلیھ كل عنصر یظھر مرة واحدة فقط في كل صف
.عنصر یظھر مرة واحدة فقط في كل عمود

)8.2(مبرھنة
a,إذا كان  bعنصرین غیر متبادلین من الزمرة( ,*)G  أي أنabba عناصر المجموعة فان

 abbabae  جمیعھا مختلفة فیما بینھا ,,,,
: البرھان 

الفكرة الأساسیة للبرھان ھي اختیار عناصر المجموعة  abbabae  اثنین في كل مرة ونبین ان ,,,,
كلا المتساویات 

aالعشرة الممكنة تؤدي إلى نقض الفرضیة  b b a  
eإذا كان ) 1( a فانa b e b b b e b a        وھذا یناقض الفرضیةa b b a   وعلیھe a
eإذا كان )2( b فانa b a e a e a b a        وھذا یناقض الفرضیةa b b a   وعلیھe b
eإذا كان )3( a b   فان( ) ( )a b b a e b a a e e a a b a a b a               

aوھذا یناقض  الفرضیة  b b a   وعلیھe a b 
eإذا كان)4( b a فان( ) ( )a b b a e a b e a a e a b a a b a               

aوھذا یناقض الفرضیة  b b a   وعلیھe b a 
aإذا كان )5( b فانa b b a   وھذا یناقض الفرضیةa b b a   وعلیھa b
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aإذا كان)6( a b  فانa b b a e b     وھذا یناقض الفرضیةa b b a   وعلیھa a b 
aإذا كان)7( b a  فانa b b a e b    وھذا یناقض الفرضیةa b b a   وعلیھa b a 
bإذا كان)8( a b  فانa b b a e a     وھذا یناقض الفرضیةa b b a   وعلیھb a b 
bإذا كان)9( b a فانa b b a e a     وھذا یناقض الفرضیةa b b a   وعلیھb b a 
aإذا كان ) 10( b b a   وھذا یناقض الفرضیةa b b a  

)9.2(مبرھنة
قل ستة عناصركل زمرة غیر أبدالیة لھا على الأ

: البرھان 
),(لتكن G زمرة غیر تبدیلیة یوجد,a b G بحیث انa b b a   ان ) 8.2(، باستخدام المبرھنة

عناصر المجموعة  abbabae  aوالان نستمر لإثبات احد العنصرین . بینھا جمیعھا مختلفة فیما ,,,, a أو
a b a من عناصر الزمرة یختلف عن الخمسة عناصر ھذه  .

aإذا كان ) 1( a a  فانa b e b b b e b a a e          وھذا یناقضa b b a  علیھ و
a a a 

aإذا كان )2( a b  فان( ) ( )a b a a a a a a b a         وھذا یناقضa b b a   وعلیھa a b 
aإذا كان )3( a a b    فانa b b a a b      وھذا یناقضa b b a   وعلیھa a a b  
aإذا كان)4( a b a   فانa b b a a b     وھذا یناقضa b b a   وعلیھa a b a  

aإذا كان  a e  فانa a ھو العنصر السادس، أما إذا كانa a e  نستطیع ان نبرھنa b a  یختلف
,عن كل من  , , ,e a b a b b a  وبالتالي یكونa b a ة ھو العنصر السادس والسبب یعتمد على حقیق

( ) ( ) ( ) ( )a a b a a a b a e b a b a           
aإذا كان )5( b a e   فان( )a b b a e b b a a a b a a e a              وھذا

aیناقض   b b a   وعلیھa b a e  
aإذا كان)6( b a a   فان( )a b a a b a b a a b a b a b e              وھذا

aیناقض   b b a   وعلیھa b a a  
aإذا كان)7( b a b   فان( )a b a a b a b a       وھذا یناقض الفرضیةa b b a   وعلیھ

a b a b  
aإذا كان)8( b a a b    فانa b e b b b e b a a e          وھذا یناقضa b b a  

aوعلیھ b a a b   
aإذا كان)9( b a b a   فانa b e b b b e b a a e          وھذا یناقضa b b a  

aوعلیھ    b a b a   
ملاحظة  

)كل زمرة عدد عناصرھا اقل أو یساوي خمسة تكون أبدالیة( إن المعاكس الایجابي للمبرھنة أعلاه ھو 
)10.2(تعریف

),(لتكن G ولیكنGa . تعرفna حیثn بأنھ العنصر ، عدد صحیح موجب
)nمن المرات   (na a a a a    

0ویمكننا تعمیم ھذا التعریف لیشمل الأعداد الصحیحة والصفر وذلك باعتبار 1, ( )n na e a a   حیثn .
)11.2(مثال

)في الزمرة  , ) إذا كانa فان ،na a a a na     وبصورة خاصة ،
2 0 2 1 2 23 3 3 6, 5 0, 4 (4 ) ( 4) ( 4) ( 4) 8             

)12.2(مبرھنة 
),(لتكن Gزمرة ولتكنGa ،,n m فان
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)1(mnmn aaa )2 (nmmn aa )()3 (1)(  nn aa)4 (een 
مباشرة من التعریف : البرھان

) 13.2(مبرھنة 
)لتكن  ,*)Gزمرة فان

)الزمرة  )1( ,*)G 222إذا وفقط إذا كان  تكون ابدالیة)( baba  لكلGba ,
eaإذا كانت  ) 2( 2 لكلGaفان الزمرة( ,*)G تكون أبدالیة.

: البرھان 
)نفرض الزمرة  ) 1( ,*)G ابدالیة

Gbaلیكن ,a b b a  
2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a b a b a b a a b b a a b b a b                  

)(222نفرض: الاتجاه الأخر  baba  لكلGba ,
Gbaلیكن  ,2 2 2( )a b a b   

2 2( ,*) ( ) ( ) ( ) ( )G b a a b a b a b a a b b a b a b a b                  
زمرة ابدالیة 

2لیكن ) 2( 2, ,a e b e a b G   
)2بما ان  ) ,a b e a b G a b G      

2 2 2( , ) ( )G a b e e e a b         زمرة ابدالیة
ملاحظة
)المبرھنة أعلاه غیر صحیح أي انھ إذا كانتمن ) 2(الفرع معكوس  , )G یة فلیس من الضروري أن زمرة أبدال

eaتكون  2لكلGa .
)14.2(تعریف 

),(لیكن Gنظاما ریاضیا ولیكنa G .یقال عن العنصرaبأنھ متساوي القوى)Idempotent ( إذا كان
aa 2. رتبة(Order)العنصرaھي اصغر عدد صحیح موجبn بحیث أنea n ) على شرطnموجود(.

ملاحظة
),( G .

aaaالوحید للمعادلة   ھوea .
The group of symmetries of a squareزمرة تناظرات المربع)15.2(مثال

نبھا موازیة لمحوري نظام لنتصور بان لدینا قطعة من الكارتون مربعة الشكل موضوعة بحیث ان جوا
مجموعة تحتوي SGلتكن :الأتيوان زوایاھا مرقمة كما في الشكل الأصلومركزھا یقع على نقطة الإحداثیات

التحویلات ھي وھذهالتحویلات للقطعة المربعة على عدد معین من
 بالرمزالتحویل المحاید وسنرمز لھeیبقي كل نقطة من نقاط المربع ثابتة في محلھا وھو الذي
 123عقرب الساعة باتجاهالتحویلات الدورانیة ,, rrr حول المركز بزوایا قدرھاooo على التوالي90,180,270
 التحویلات الانعكاسیة,v h والعمودي المارین بالمركز على التوالي والتحویلات الأفقيحول المستقیمین

1الانعكاسیة  2,d d حول القطرین.
كان كل إذافمثلا لأخرىاأي تحویلین من التحویلات اعلاة بتطبیقھا الواحدة بعد ) تركیب أو( ویمكننا ضرب 

xتحویلا فان التحویلx،yمن y التحویل لإجراءھو ذلك التحویل الذي نحصل علیة نتیجةyومن ثم أولا
.xالتحویل 

1hفمثلا r ھو ذلك العنصر فيSG 1الناتج من اجراء التحویلr بالتحویل نتبعھومن ثمh 1، وعلیھ 2h r d  .
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1ونفس الطریقة یمكننا ان نبین  1r h d  وعلیة نستنتج بان عملیة غیر ابدالیة علىSG.
)وفي الحقیقة , )SG  الزمرة موضح كما في ھذهلمربع وجدول لتشكل زمرة تدعى بزمرة التناظر

الشكل 
2d1dvh3r2r1re
2d1dvh3r2r1ree

hv2d1de3r2r1r1r

1d2dhv1re3r2r2r

vh1d2d2r1re3r3r

1r3r2re1dv2dhh

3rre2r2dh1dvv

2re3r1rv2dh1d1d

e2r1r3rh1dv2d2d

)16.2(مثال 
ـ التحویل :التحویلات ھي وھذهالأضلاعمجموعة تحتوي على عدد من التحویلات لمثلث متساوي tGلتكن 

12تدویران مع عقارب الساعة ، وھو الذي یبقي المثلث ثابتا في محلھ eالمحاید  , rrل مركز المثلث خو
ooبزاویتین مقدارھما  3ثلاث تحویلات انعكاسیة ، على التوالي 120,240 2 1, ,   123حول المستقیمات ,, LLL.

xنقصد بالتحویل  yالتحویل لإجراءذلك الذي نحصل علیة نتیجة بأنھyثم التحویل أولاx.
1فمثلا  1r  ھو ذلك العنصر فيtG 1الناتج من اجراء التحویل 1بالتحویل نتبعھومن ثمr

1ا ان نبین   وبنفس الطریقة یمكنن 1 3r   العملیةوعلیة نستنتج بان غیر ابدالیة
)قیقة انحوفي ال , )tG  ھذهوجدول الزمرة لاعضالأتشكل زمرة وتسمى بزمرة التناظرات لمثلث متساوي

:أدناهموضح كما في 
3212r1re

3212r1ree

132e2r1r1r

2131re2r2r

1r2re2311

2re1r3122
e1r2r1233
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)2(تمارین 
)بین فیما إذا كانت 1.2 , )G  زمرة لكل مما یأتي مع البرھان

)1 ({ : 1}G a a  یث ان بحa b a b ab    لكل,a b G
)2 (G   بحیث انmax{ , }a b a b  لكل,a b G
)3 (G   1بحیث انa b a b    لكل,a b G
)4 ({ : 1}G a a   بحیث انa b a b ab    لكل,a b G
)5 (G   بحیث ان( 1)aa b a b    لكل,a b G

1لتكن 2.2 2 3 4 5 6{ , , , , , }G f f f f f f 1حیث( )f x x ،2
1( )f x
x
 ،3( ) 1f x x  ،4

1( ) x
f x

x


 ،

5 ( )
1

x
f x

x



 ،6
1( )

1
f x

x



/لكل  {0,1}x  . برھن على ان( , )G  زمرة ولكنھا لیست ابدالیة إذا

)علمت ان  )( ) ( ( ))f g x f g x لكل,f g G.

1لتكن 3.2 2 3 4{ , , , }G f f f f 1حیث( )f x x ،2
1( )f x
x
 ،3( )f x x  ،4

1( )f x
x

  لكل  ،x  .

)برھن على ان  , )G  زمرة ابدالیة إذا  علمت ان( )( ) ( ( ))f g x f g x لكل,f g G.

}لتكن4.2 : 1 1}G a a     . برھن على ان( , )G  زمرة ابدالیة إذا علمت ان
1
a b

a b
ab


 


a,لكل  b G

}لتكن5.2 : 1}G a a   . برھن على ان( , )G  زمرة ابدالیة إذا علمت انa b a b ab    لكل,a b G

Gلتكن6.2  . برھن على ان( , )G  زمرة ابدالیة إذا علمت ان
2

ab
a b  لكل,a b G

)}لتكن7.2 , ) : 0, 0}G a b a b      . برھن على ان( , )G زمرة ابدالیة
)لمت ان إذا ع , ) ( , ) ( , )a b c d ac bd  لكل( , ), ( , )a b c d G

}لتكن8.2 : 1}G a a  . برھن على ان( , )G 1زمرة ابدالیة إذا علمت ان ( 1)( 1)a b a b     لكل,a b G
)}لتكن9.2 , ) : 0}G a b a     . برھن على ان( , )G  زمرة  إذا علمت ان( , ) ( , ) (2 , 2 )a b c d ac ad b  

)لكل  , ), ( , )a b c d G
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nnGroup of Integers Moduloزمرة الأعداد الصحیحة معیار .3
)1.3(تعریف 

nلیكن   ،,a b  . یقال عن العددان,a bبأنھما متطابقان)Congruent (للمعیارn) أو یقال ان العدد
a یطابق أو یوافق العددbمعیارللn ( وتكتب)(mod nba  إذا كانba  یقبل القسمة علىn .

mod)(یعني ان  nba  إذا كانknba  لعدد صحیح مثلk

baإذا كانت   لا تقبل القسمة علىn فنقول انa غیر متطابقة معb معیارn .  وفي ھذه الحالة تكتب
)(mod nba 

)2.3(مثال 
)1(10 4(mod3) 10لان 4 3یقبل القسمة
)2(13 3(mod 4)  13لان 3  4یقبل القسمة
)3(11 4(mod 4)  11لان ( 4) 5قبل القسمة ی
)4(17 3(mod 7)   17لان ( 3)   7یقبل القسمة
)5 (36 4(mod5) 36لان 4 5لا یقبل القسمة
)6 (10 4(mod 3)  10لان 4  3لا یقبل القسمة

ملاحظة
mod)(المتطابقة nbax لھا حلول إذا كانb یقسمg.c.d( , )a n أوg.c.d( , )a n یقسمb وعدد الحلول

)g.c.dیساوي  , )a n

)3.3(مبرھنة
.علاقة تكافؤ علىnعددا صحیحا موجبا فان التطابق معیار nلیكن

: البرھان
aلیكن ) 1(

mod)بما ان   ) 0 0.a a n a a n    
 التطابق علاقة انعكاسیة على

a,لیكن ) 2( b  ولیكن ،)(mod nba 
a b kn   لبعضk ( )a b kn    ( )b a k n   

(mod )b a n  التطابق علاقة متناظرة على
,لیكن ) 3( ,a b c  ولیكن ،)(mod nba  ،)(mod ncb 

a b kn   ،nkcb 2 1لبعض 2,k k 

1 2 1 2( ) ( ) ( )a c a b b c k n k n k k n         

(mod )a c n  التطابق علاقة متعدیة على
وعلیھ التطابق علاقة تطابق على 

)4.3(مبرھنة 
,عددا صحیحا موجبا ثابتا ، nلیكن  ,a b c  فان

mod)(إذا كانت) 1( nba  و)(mod ndc  فان( )(mod )a c b d n   و)(mod nbcac .
mod)(إذا كانت) 2( nba   فان)(mod nbcac 
mod)(إذا كانت) 3( nba فان)(mod nba kk  لكلk 

:البرھان 
mod)(بما إن )  1( nba  ،)(mod ndc  فانnkba 1  ،nkdc 2 1لبعض 2,k k 

nkknknkdcbadbca )()()()()( 2121 
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( )(mod )a b b c n   
1وكذلك  2 2 1 1 2 3( )( ) ( )ac b k n d k n bd bk bk k k n n bd k n         حیث

znkkdkbkk  21123(mod )ac bd n 

mod)(بما إن  )2( nba a b kn   لبعضk 

1( ) ( )ca cb ck n k n c a b ckn       1حیثk kn(mod )ca cb n 

رھن بطریقة الاستقراء سنب) 3(
1بما ان  1(mod ) (mod )a b n a b n  

 1العبارة صحیحة عندماk .
kنفرض العبارة صحیحة عندما mأي نفرض(mod )m ma b n ونثبت صحتھا

1kعندما m  1، أي نبرھن 1(mod )m ma b n 
mod)بما ان  )m ma b n وكذلك(mod )a b n نحصل على ) 1(، باستخدام الفرع ،

(mod )m ma a b b n  
1 1(mod )m ma b n   وعلیھ)(mod nba kk ل  لكk 

ملاحظة 
mod)(من المبرھنة اعلاة غیر صحیح، أي إذا كانت ) 2(معكوس الحالة  nbcac  فلیس من الضروري ان

mod)(یكون  nba  4ومثال ذلك 3 2 3(mod 3)   3(ولكن(mod24 
)5.3(مبرھنة 
mod)(إذا كانت  nbcac  وg.c.d( , ) 1c n  فان)(mod nba 
: البرھان 

mod)(بما إن  nbcac  فانknbcac  لبعضk ( )c a b kn  
)g.c.dبما ان  , ) 1c n a b یقبل القسمة علىn(mod )a b n .

)6.3(تعریف 
a][بالرمزnمعیارaیرمز لمجموعة كل الأعداد الصحیحة المتطابقة مع . عدد صحیح اختیاريaلیكن

]kلبعض عدد صحیح{وتعرف بالصیغة ] { : (mod )} { : ,a x x a n x x a kn        ونطلق
ممثل ھذا الصف  aونعزو لـ aبـ المعیّن nمعیار ) Congruence Class(صف التطابقa][على 
)7.3(مثال 
فان 4nلتكن 

k[0]لبعض عدد صحیح{ { : 0(mod 4)} { : 4 ,x x x x k      
 [0] , 12, 8, 4,0,4,8,12,     

k[1]لبعض عدد صحیح{ { : 1(mod 4)} { : 1 4 ,x x x x k       
[1] { , 11, 7, 3,1,5,9,13, }     

k[2]لبعض عدد صحیح{ { : 2(mod 4)} { : 2 4 ,x x x x k       
[2] { , 10, 6, 2,2,6,10,14, }     

k[3]لبعض عدد صحیح{ { : 3(mod 4)} { : 3 4 ,x x x x k       
[3] { , 9, 5, 1,3,7,11,15, }     

k[4]لبعض عدد صحیح{ { : 04(mod 4)} { : 4 4 ,x x x x k       
[4] { , 8, 4,0,4,8,12, } [0]     

]7[]3[,]6[]2[,]5[]1[كذلك    وھكذا
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)8.3(تعریف
,n{[0],[1],[2]مجموعة صفوف التطابق معیار. عددا صحیحا موجبا nلیكن ,[ 1]}n  مجموعة تسمى

]}0,[]1,[]2,...,[]1{[أي أنnZ، ویرمز لھا بالرمزnالأعداد الصحیحة معیار  nZ n ویرمز لھا اختصارا
{0,1, , 1}nZ n 

)9.3(مبرھنة
عددا صحیحا موجبا فان nلیكن 

nZaلكل ) 1( ][ فان[ ]a 

nZaإذا كانت ) 2( ][ و][ab  فان][][ ba 

nZbaإذا كان  ) 3( ][],[ حیث][][ ba  فان[ ] [ ]a b  

)4 ([ ]
a

a






:البرھان 

   : (mod )a x z x a n  

mod)(یما إن ) 1( naa  a a  وعلیھ[ ]a 

لیكن )  2( (mod )x a n x a  

بما ان  ab(mod )b a n (mod )a b n (mod )x b n  x b 

   a b وبالمثل نبرھن[ ] [ ] [ ] [ ]a b b a  

]نفرض ) 3( ] [ ]a b   یوجدx  بحیث أن   bax 

 x a  و bx(mod )x a n  و)(mod nbx (mod )b x n 

(mod )b a n  b a  .نحصل على ) 2(باستخدام الفرع   ba 

]بما ان ) 4( ]a   لكلa[ ]
a

a






]لیكن  ] [ ] [ ] [ ]

a a a

a a a a a a a
  

        
  

    
)10.3(تعریف

][][][بالصیغة nZتعرف على nالعملیة الثنائیة  baba n   لكلnZba ][],[

)11.3(مثال 
5 5 5[2] [1] [2 1] [3], [3] [2] [3 2] [5] [0], [2] [4] [2 4] [6] [1]             

)12.3(مبرھنة
),(، النظام الریاضيnلكل عدد صحیح موجب nnZ حیحة تعرف بزمرة الأعداد الص. یشكل زمرة أبدالیة

).n).nGroup of Integers Moduloمعیار
: البرھان 

]لیكن ) 1( ],[ ],[ ] na b c Z
([ ] [ ]) [ ] [ ] [ ] [( ) ] [ ( )] [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ])n n n n n na b c a b c a b c a b c a b c a b c                

n   تجمیعیة.
[0]بما ان )2( nZ

[ ] [0] [ 0] [ ], [0] [ ] [0 ] [ ]n na a a a a a       

]لكل  ] na Z[0] العنصر المحاید.
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]لیكن) 3( ] na Z[ ] nn a Z  
[ ] [ ] [ ] [ ] [0], [ ] [ ] [ ] [ ] [0]n na n a a n a n n a a n a a n             

[ ]n a ر العنصر النظیر للعنص[ ]a.
]لیكن) 4( ],[ ] na b Z

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]n na b a b b a b a      

n    ابدالیة( , )n nZ   زمرة ابدالیة.
)3(تمارین

3للمعادلة xجد قیم 1.3 6(mod15)x  0حیث 15x 
6برھن على ان 2.3 6(mod10)n  لكلn 
2برھن على انھ أما . aلكل عدد صحیح 3.3 0(mod 4)a  2أو 1(mod 4)a 
2إذا كان4.3 2 (mod )a b n حیثn برھن على انھ أما . عدد اولي(mod )a b n أو(mod )a b n 

10باستخدام الحقیقة .  5 1(mod 9) إذا كان مجموع أرقامھ9للبرھنة على ان عددا صحیحا یقبل القسمة على
9یقبل القسمة على 
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Symmetric Groupsالزمرة التناظریة .4
) 1.4(تعریف 

) Permutation(ل بأنھا تبدیfیقال عن الدالة.Xإلى Xدالة من fمجموعة غیر خالیة ولتكنXلتكن 
XSبالرمزXوسنرمز لمجموعة التبادیل على المجموعة . دالة متقابلة fإذا كانت Xعلى 

)2.4(مثال
f:إذا كانت الدالة ) 1(   معرفة بالصیغة( ) 1f x x  لكلx  فإنھا تبدیل على ،لأنھا تقابلیة
f:إذا كانت الدالة ) 2(   2معرفة بالصیغة( )f x x لكلx دیل على ، فإنھا لیست تب لأنھا

غیر تقابلیة  
2إذا كانت الدالة ) 3( 2:f   معرفة بالصیغة( , ) ( , )f x y x y  لكلx  2، فإنھا تبدیل على

لأنھا تقابلیة  
)3.4(رھنةمب

Xfمجموعة غیر خالیة ولتكن Xلتكن S . على ~نعرف العلاقةX بالصیغة~x y إذا وفقط إذا یوجد
m  بحیث ان( )mf x y على ~، فانX وعلیھ ،[ ] { ( ) : }mx f x m  . ویسمى صف التكافؤ[ ]x

.xالتبدیل الذي یحوي العنصر) Orbit(مدار 
: البرھان

xلیكن : Xعلاقة انعكاسیة على ~) 1( X
0بما ان  ( )f x x~x x  علاقة انعكاسیة على ~، وعلیھX

x,لیكن : Xعلاقة متناظرة على ~) 2( y X بحیث ان~x y

 یوجدm  بحیث ان( )mf x y
)تقابلیة fبما ان  )mf y x ~y x   علاقة متناظرة على ~وعلیھX

,لیكن : Xة متعدیة على علاق~)  3( ,x y z X بحیث ان~x y ،~y z

 یوجد,m k  بحیث ان( )mf x y ،( )kf y z
( ) ( ( )) ( )m k k m kf x f f x f y z      علاقة متعدیة على ~،وعلیھX

xإذا كانت : والان  X فان ،[ ] { : ~ } { ( ) : }mx y X y x f x m   
)4.4(مبرھنة

)النظام الریاضي , )XS حیثoعملیة تركیب الدوال تشكل زمرة تسمى بالزمرة التناظریة)Symmetric Group(.
:البرھان

)1(XS مغلقة بالنسبة لعملیة تركیب الدوالo : لتكن, Xf g S

كل من,f gدالة تقابلیة  بما ان تركیب الدوال التقابلیة یكون دالة تقابلیةf g  دالة تقابلیةXf g S 
,لیكن : تركیب الدوال عملیة تجمیعیة ) 2( , Xf g h S

( ) ( )f g h f g h    )حسب خواص تركیب الدوال(
S:نعرف الدالة : العنصر المحاید ) 3( S S  بالصیغة( )S x x  لكلx S أي ان ،S الدالة الذاتیة

( )( ) ( ( )) ( ), ( )( ) ( ( )) ( )S S S Sf x f x f x f x f x f x        

S Sf f f      وعلیھ الدالة الذاتیةھو العنصر المحاید
Xfلیكن : العنصر النظیر ) 4( Sf     1دالة تقابلیةf    1دالة تقابلیة

Xf S  
1 1 1 1( )( ) ( ( )) ( ), ( )( ) ( ( )) ( )S Sf f x f f x x x f f x f f x x x           

1 1
Sf f f f       1وعلیھf ھو نظیر العنصرf .

 النظام الریاضي( , )XS  زمره.
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ملاحظة 
)لیس بالضرورة ان تكون الزمرة  , )XS  عملیة تركیب الدوال غیر أبدالیة ابدالیة لان.

) 5.4(تعریف
)یقال عن الزمرة , )XS  بأنھا زمرة تناظر)Symmetric Group ( الدرجة منn1}إذا كانت, 2, , }X n 

),(ویرمز لھا بالرمز  onS.
)6.4(رھنة مب

),(رتبة الزمرة   onS تساوي!n

:البرھان
,1}بما إن  2, , }S n 

1n، إن عدد احتمالات صورة العنصر الثاني ھو nإن عدد احتمالات صورة العنصر الأول ھو    .
1nإن عدد احتمالات صورة العنصر الثالث ھو  وھكذا یكون عدد احتمالات صورة العنصر  ،n 1ھو.

)وبالتالي یكون عدد كل الاحتمالات مساویا إلى  1) ( 2) 3 2 1 !n n n n         0وعلیھ( ) !nS n

ات ملاحظ
nSfیمكن التعبیر عن أي تبدیل ) 1( 1)}بالشكل, (1)), (2, (2)), (3, (3)),..., ( , ( ))}f f f f n f n بالشكل أو

1 2
(1) (2) ( )

n
f

f f f n

 
  
 




أو
( )
i

f
f i

 
  
 

 ،1,2, ,i n  وان
1 ( )

( )
i f i

f i i


   

   
   

1إذا كان ) 2( 2
(1) (2) ( ) n

n
f S

f f f n

 
  
 




1وكان   2
(1) (2) ( ) n

n
g S

g g g n

 
  
 




، فان 

1 2
( (1)) ( (2)) ( ( )) n

n
g f S

g f g f g f n

 
  
 






)العنصر المحاید في الزمرة التناظریة )3( , )nS   1ھو 2
1 2 2

n 
 
 




)العنصر النظیر في الزمرة التناظریة ) 4( , )nS  ھو
1

1 1 2 (1) (2) ( )
(1) (2) ( ) 1 2

n f f f n
f

f f f n n



    
    
   

 
 

ملاحظة
فمثلا في المثال ، لا یھم ترتیب الأعمدة في الصیغة اعلاة بل المھم ان تكون صورة العنصر تحتھ مباشرة 

: اعلاة یمكن  أعادة كتابتھ بالشكل الأتي









312
أو       231








123
أو    312








231
123

) 7.4(مثال
),(عناصر الزمرة التناظریة  3 oS ھي

3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , , }

1 2 3 2 1 3 3 2 1 1 2 3 2 3 1 3 1 2
S
           
            
           

)(3!6حیث      3 So وھي زمرة غیر أبدالیة لان
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

0 , 0
2 1 3 3 1 2 3 2 1 3 1 2 2 1 3 1 3 2
           

            
           

),(وعلیة الزمرة  onS 3غیر أبدالیة عندماn.
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)8.4(برھنةم
nfإذا كانت  S 1فان[ ] { , ( ), , ( )}mx x f x f x  1لكل, 2, ,x n 
: البرھان 

,1}لیكن  2, , }X n 2( ), ( ),f x f x X  لكلx X
 یوجد,r s  بحیث ان( ) ( )r sf x f x  وعلیھ إذا كانتm r s  فان( )mf x x

]بما ان  ] { ( ) : }mx f x m 1[ ] { , (1), , ( )}mx x f f x 
)9.4(مثال

4إذا كان ) 1(

1 2 3 4
2 1 4 3

f S
 
  
 

2، فان  (1) ( (1)) (2) 1 (1) 2f f f f f    ،

[1]وعلیھ  {1,2} 2وكذلك (3) ( (3)) (4) 3 (3) 4f f f f f     [3]، وعلیھ {3,4}
[1]لاحظ ان  [3] {1,2,3,4} , [1] [3]X     {[1],[3]} تشكل تجزئة للمجموعةX.

5إذا كان ) 2(

1 2 3 4 5
4 5 2 3 1

f S
 
  
 

[1]، فان  {1,4,3,2,5}

6إذا كان ) 3(

1 2 3 4 5 6
2 3 4 1 6 5

f S
 
  
 

[1]، فان  {1,2,3,4}

7إذا كان ) 4(

1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 1 7

f S
 
  
 

[1]، فان  {1, 2,3, 4,5,6}

) 10.4(تعریف
nfن التبدیل یقال ع S بأنھ دائري)Cyclic ( أو دورة)Cycle ( إذا كانت تمتلك مدارا واحدا على الأكثر یحوي

. أكثر من عنصر واحد 
أو ) Identity Permutation(إنھا تبدیل ذاتيfیحوي عنصرا واحد فقط قیل عن fإذا كان كل مدار للتبدیل 

)A ،0دورة مدارھاf، أما إذا كانت ) Cycle-1(دورة أحادیة الطول  ) 1A r قیل عنf إنھا دورة طولھاr

Cycler(یة الطول أو دورة رائ  ( 1وعبر عنھا بالشكل 2( )ra a a .
2rإذا كانت ) Transposition(بأنھ مناقلة fویقال عن التبدیل  
: وبصیاغة أخرى 

1لتكن  2, , , ra a aھيr 1بحیث من الأعداد الصحیحة المختلفة ia r  . یقال عن التبدیلnf S بأنھا دورة
)1)  1(: إذا كانrطولھا  )i if a a  1عندما i r )2 (1( )rf a a)3(( )f a a 1عندما 2{ , , , }ra a a a 

1وتكب بالشكل  2( )ra a a

)11.4(مثال
3إذا كان ) 1(

1 2 3
1 2 3

f S
 
  
 

[1]، فان  {1}, [2] {2}, [3] {3}  

f  (1)تبدیل ذاتي (2) (3)f    

3إذا كان ) 2(

1 2 3
1 3 2

f S
 
  
 

[1]، فان  {1}, [2] {2,3} 

f   (23)ثنائیة الطولf   وعلیھf مناقلة

4إذا كان ) 3(

1 2 3 4
3 1 2 4

f S
 
  
 

[1]، فان {1,3, 2}, [4] {4} 

f   (132)دورة ثلاثیة الطولf  
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4إذا كان ) 4(

1 2 3 4
2 1 4 3

f S
 
  
 

[1]، فان {1,2}, [3] {3,4} 

f ن في كل منھا أكثر من عنصر واحدلیست دائریة لأنھا تمتلك مداری .

5إذا كان ) 5(

1 2 3 4 5
3 2 4 5 1

f S
 
  
 

[1]، فان  {1,3,4,5}, [2] {2} 

f   (1345)دورة رباعیة الطولf  

5إذا كان ) 6(

1 2 3 4 5
1 5 2 4 3

f S
 
  
 

[1]، فان  {1}, [2] {2,5,3}, [4] {4}  

f   (253)دورة ثلاثیة الطولf  

6إذا كان ) 7(

1 2 3 4 5 6
2 3 4 1 5 6

f S
 
  
 

[1]، فان  {1,2,3,4}, [5] {5}, [6] {6}  

f   (1234)دورة رباعیة الطولf  

عامة  وبصورة 
3 { , (12), (13), (23), (123), (132)}S e

4 { ,(12),(13),(14),(23),(24),(34),(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),(12),(34),
(13),(24),(14),(23),(1234),(1432),(1243),(1342),,(1324),(1423)}
S e

وھكذا 
)12.4(تعریف

1یقال عن دورتین 2 1 2( ), ( )r sa a a b b b   بأنھما متنافیتان)Disjoint ( إذا كان
1 2 1 2{ , , , } { , , , }r sa a a b b b   

)13.4(مثال
,(123)الدورتان  {1,2,3}متنافیتان لان (45) {4,5}   (1234)، بینما الدورتین, غیر متنافیتین (456)

{1,2,3,4}لان  {4,5,6} {4}    .
)14.4(مبرھنة 
1إذا كان  2 1 2( ), ( )r sa a a b b b    دورتین متنافیتین فيnS فان    
: البرھان 

1ا ان بم 2 1 2( ), ( )r sa a a b b b   1دورتین متنافیتین 1[ ] [ ]a b   

ولكي نبرھن      :  1,2}نفرض ان, , }i X n   ،1[ ]i aki a  حیث
1 k r 1، وعلیھ[ ]i b فان( )i i 

)1ومنھ ینتج  )( ) ( ( )) ( )k ki i a a        1بینما 1( )( ) ( ( )) ( )k ki i a a         1لان 1[ ]ka b 
     

)15.4(مبرھنة
nfكل تبدیل  S بعبارة .تبدیلي لدورات لیس في أي اثنین منھما عنصر مشترك یمكن كتابتھ بصیغة جداء

nfأخرى  یمكن التعبیر عن أي تبدیل   S كتركیب عدد ) بعد حذف الدورات الأحادیة الطول( بطریقة وحیدة
.معین من الدورات المتنافیة

: البرھان
,[3],[2],[1]نفرض  ,[ ]mات التبدیل ھي مدارf
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[ ] [ ] ,i j    لكلi j وكذلك
1

[ ] {1,2, , }
m

i

i n


 
]1بما ان  ] { , ( ), , ( )}ini i f i f i  حیثin 1اصغر عدد صحیح موجب بحیث ان( )inf i i 

1( , ( ), , ( ))in
i i f i f i   1دورات متنافیة  و 2 rf     .

) : الدورات الأحادیة الطول نبرھن ان ذلك التعبیر وحیدا بعد حذف(ولكي نثبت الوحدانیة 
1نفرض  2 1 2,r rf f          حیث,i i ن الواحد دورات منفصلة طول كل منھا اكبر م

)ولنفرض ان  )i x x  1,2}لكل, , }x n ( )i x x   1لبعض قیم i s  وحیث انi j j i    

)1یمكننا ان نفرض ان ) 14.4حسب المبرھنة( )x x  وعلیھ فان( )j x x  1لكل j s  وبالتالي فان
1

1 1 ( , ( ), , ( ))kx x x       . 2وبنفس الطریقة نبرھن 3 3 2, , , r r       

)16.4(مثال
4إذا كان ) 1(

1 2 3 4
2 1 4 3

f S
 
  
 

f(34)(12)، فان  

6إذا كان ) 2(

1 2 3 4 5 6
2 3 1 6 5 4

f S
 
  
 

(5)(46)(123)، فان  (123)(46)f  

7إذا كان ) 3(

1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 5 4 7 6

f S
 
  
 

f(76)(45)(12)، فان  

8إذا كان ) 4(

1 2 3 4 5 6 7 8
8 3 4 2 6 7 5 1

f S
 
  
 

f(567)(234)(18)، فان  

)17.4(مبرھنة
.مناقلات حاصل ضرب على شكل )كتابتھ (التعبیر ن كل تبدیل یمك

: البرھان
nfلیكن  S1، یكون ) 15.4(، باستخدام المبرھنة 2 rf      حیثiدورات متنافیة
1بما ان إذا كان  2( )ma a a   1، فان 1 1 1 2( )( ) ( )m ma a a a a a  وعلیھ یمكن التعبیر عن ،f على شكل
.مناقلاتحاصل ضرب 

ات ملاحظ
مماتقدم نستنتج 

1إذا كان ) 1( 2( )ma a a   1فان 1 1 1 2( )( ) ( )m ma a a a a a  
(123)د ومثال على ذلك أعلاه غیر إبدالي وغیر وحیمبرھنة في الحاصل الضرب ) 2( (13) (12) (21) (23)  
1العنصر النظیر للدورة ) 3( 2( )ma a a   1ھو

1 1 2( )m ma a a a   

)18.4(مثال
3إذا كان) 1(

1 2 3
2 3 1

f S
 
  
 

(123)، فان  (13)(12)f  

f(23)(12)لاحظ ان  ،وعلیھ فان التعبیر عنf

f(1243)4إذا كان ) 2( S  (12)(14)(13)، فانf 

5إذا كان ) 3(

1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

f S
 
  
 

(345)(12)، فان  (12)(35)(34)f  

f(56)(345)(123)6إذا كان  ) 4( S  (56)(34)(35)(12)(13)، فانf 

)5 (1(13254) (14523)  ،2 1 1(1234) (1234) (1234) (1432) (1432) (13) (24)      
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)19.4(تعریف
nfیقال عن التبدیل  S بأنھ زوجیا)Even Permutation (دد زوجي إذا أمكن التعبیر عنھ كحاصل ضرب ع

إذا أمكن التعبیر عنھ كحاصل ضرب عدد فردیا من ) Odd Permutation(من المناقلات، ویقال بأنھ فردیا 
.المناقلات 

)20.4(مثال
1إذا كان ) 1( 2 3 4 1 2 3 4

,
2 3 1 4 2 4 3 1

f g
   
    
   

,(12)(13)، فان  (14)(12)f g  وعلیھ كل من

,f g(24)(13)لاحظ . یا تبدیلا زوج, (14)(23)f g g f  وكل منھا تبدیلا زوجیا.

1إذا كان ) 2( 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
,

2 3 6 4 5 1 5 4 6 3 1 2
f g
   
    
   

، فان 

(16)(13)(12), (15)(26)(23)(24)f g  وعلیھf تبدیلا فردیا بینماg لاحظ  ان . تبدیلا زوجیا
(152463) (13)(16)(14)(12)(15), (143265) (15)(16)(12)(13)(14)f g g f    

gوكل من   f ،f g تبدیل فردي
,(1236)6إذا كان) 3( (2435)f g S  فان كلا من,f g تبدیلا فردیا لان

(16)(13)(12), (25)(23)(24)f g 
,(35)(12)(14)(16)بینما  (16)(13)(14)(25)f f g f   وكل منھما تبدیل زوجي
ملاحظة 

.تبدیل زوجي یكونتركیب تبدیلین فردیین ) 2(.تبدیل زوجي یكون تركیب تبدیلین زوجیین ) 1(
.تبدیل فردي یكون تركیب تبدیل زوجي وأخر فردي ) 3(

)21.4(مبرھنة
)0!فان nSتمثل مجموعة التبادیل الزوجیة في nAلتكن  )

2n

n
A  2لكلn 

:البرھان 
(12)   .: n nS S ( )f f  

nf S 

( )nAnS  .( ), ( )n n n n nS A A A A     

)0وكذلك  ) 0(( ))n nA A
!0( ) ! 2 0( ) 0( ) 2 0( )

2n n n n

n
A n A S A       

) 4(تمارین 
عبر عن كل من التبادیل التالیة كحاصل ضرب دورات منفصلة 1.4

)1  (1 2 3 4 5 6
2 3 1 5 4 6
 
 
 

)2 (1 2 3 4 5
5 3 2 4 1
 
 
 

)3 (1 2 3 4 5 6 7 8
4 3 5 7 6 8 1 2
 
 
 

)4 ((124)(234)
عین التبادیل الفردیة والتبادیل الزوجیة في كل ممایاتي 2.4

)1 (1 2 3 4 5
3 5 4 1 2
 
 
 

)2 (1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 4 5 3 8 6 7
 
 
 

)3 ((12345))4 ((1234)(23567)

4fاوجد التبدیل 3.4 S  2) 1(بحیث ان (1)f )2 (3 (1)f 

حدد إشارة كل من التبادیل التالیة 4.4
)1(3(123) S)2 (5(123)(45) S)3(8(468315) S)4 (10(123456)(89) S
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Subgroupsالزمر الجزئیة.5
)1.5(تعریف

),(لتكن  Gزمرة ولتكنHغیر خالیة منمجموعة جزیئیةG .یقال عن),( H بأنھا زمرة جزئیة
(Subgroup)من الزمرة),( Gأذا كانت),( Hزمرة بحد ذاتھا.

ملاحظات 
}),{(كل زمرة تحتوي على الأقل زمرتین جزئیتین ھما )1( e) حیثe والزمرة ) ھو عنصر المحاید

نفسھا وغالبا ما
Trivial)ئیة التافھةیطلق على ھاتین الزمرتین الجزئیتین اسم الزمرة الجز Subgroup).  أما بالنسبة

لبقیة الزمر الجزئیة 
.الأخرى ان وجدت فیطلق علیھا غیر تافھة

),(أیة زمرة جزئیة ) 2( Gزمرة جزئیة فعلیة تسمى ھاتختلف عن(proper Subgroup)من),( G.
)2.5(مثال

)1(( , ) زمرة جزئیة من الزمرة( , ) والزمرة( , ) ھي زمرة جزئیة من الزمرة( , )
)2(( , )e  زمرة جزئیة من الزمرة( , ) 0في حین( , ) لیست كذلك

.المبرھنة التالیة تبین لنا متى تكون مجموعة جزئیة من زمرة ما  تكون زمرة جزئیة
)3.5(ةمبرھن

),(لتكن Gزمرة ولتكنH مجموعة جزئیة غیر خالیة منG. فان),( Hرة جزیئیة زمتكون
),(من   G  أذا كان) 1(إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالیةHba . فانHba )2 ( أذا كان

a H 1فانa H 
:البرھان 

),(نفرض  Hزمرة جزئیة من),( G( , )H  1(فھي زمرة بحد ذاتھا وعلیھ فان  الشرطین( ،
.متحققان) 2(

),(نفرض : الاتجاه الأخر  H (متحققان ونبرھن ) 2(،)1(تحقق الشرطان,( H زمرة
,لیكن ) ا( ,a b c Hان ، بما, ,a b c G H G   بما ان ، عملیة تجمیعیة علىG

( ) ( )a b c a b c     عملیة تجمیعیة علىH

Hبما ان ) ب(  یوجدa H 1یكون ) 1(، باستخدام الشرطa H  1(، وباستخدام الشرط (
1aیكون  a H 

1eولكن  H a a e   
aلیكن ) ج( H1یكون ) 2(الشرط، حسبa H  (تكون ) ج(،)ب(،)ا(وعلیھ من,( H

زمرة جزیئیة 

المبرھنة التالیة تسھل بصورة أكثر معرفة فیما إذا كانت مجموعة جزئیة من الزمرة أم لا؟
)4.5(ةمبرھن

),(لتكن Gزمرة ولتكنH مجموعة جزئیة غیر خالیة منG. فان),( Hزمرة جزیئیة تكون
),(من   G أذا كان:  إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي,a b H فانHba  1

:البرھان 
),(نفرض  H زمرة جزئیة

a,لیكن  b H بما ان ،),( H زمرة وانb H1b H  
1اصبح  1,a b H a b H    
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),(نفرض : الاتجاه الأخر  H  أذا كانتحقق الشرط,a b H فانHba  1 . یجب ان
),(نبرھن  Hزمرة

Hبما ان   یوجدa H 1، باستخدام الشرط  یكونa a H ، ولكن
1e H a a e   

a,اصبح لدینا  e H 1، وباستخدام الشرط مرة أخرى ، نحصل علىe a H  ولكن ،
1 1 1a H e a a     

aوھذا یعني لكل  H 1، فانa H 
,لیكن  ,a b c H1b H  

1اصبح  1 1( ) ,a b H a b H a b H        
),(تكون ) 3.4(وعلیھ باستخدام المبرھنة  H زمرة جزیئیة

المبرھنة التالیة تبین في حالة كون المجموعة الجزئیة منتھیة فیكفي شرط الانغلاق یجعلھا زمرة 
.جزئیة

) 5.5(مبرھنة
),(كنلت GولتكنزمرةH غیر خالیة منمنتھیة مجموعة جزئیةG .فان),( H تكون زمرة جزئیة من

),(الزمرة  G أذا كان:  تحقق الشرط التالي فانإذا أذا وفقط,a b H فانHba 
:البرھان 

),(نفرض  H زمرة جزئیة من),( G( , )H   فھي زمرة بحد ذاتھا وعلیھ فان
الشرط متحقق   

),(نفرض : الاتجاه الأخر  Hأذا كانرط  تحقق الش,a b H فانHba  ونبرھن),( Hزمرة
aلیكن  H 1نحتاج فقط ان نبرھنa H .

aبما ان  H 2، باستخدام الشرط ، نحصل علىa a a H   3، وكذلك 2a a a H   ،
naوعلیھ  H حیث انn 
}2لتكن  , , , , }nS H S a a a     وھذا تناقض لانHمنتھیة
 یوجد,r t  ،0 r t  بحیث انr ta a,t r r ta a e a a e    

0tبما ان  re H a H t r     
r,وبما ان t  0وt r 1 0t r   1t ra H   
1ولكل  1 1 1 1t r t ra H a a a e a a             وعلیھ),( H زمرة جزیئیة

ملاحظة 
),(لتكن Gزمرة جزئیة ولتكنHمجموعة جزئیة غیر منتھیة منGبحیث أنHba 

Hbaلكل , فلیس من الضروري أن تكون),( Hزمرة جزئیة  من),( G. والمثال التالي
یوضح ذلك 

)6.5(مثال
لكن النظام الریاضي مغلقة بالنسبة لعملیة الجمع الاعتیادیة ومجموعة الأعداد الطبیعیة 

( , ) لیس زمرة جزئیة من الزمرة( , ).
)7.5(تعریف
),(الزمرة Center)(مركز  G،یرمز لھ بالرمز)(GCent ویعرف بالصیغة

}:{)( GxaxxaGaGCent 

ملاحظة 
),(إذا كانت  G زمرة ابدالیة فان( )Cent G G
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)8.5(مبرھنة
),(لتكن Gزمرة، فان)),(( GCent زمرة جزئیة من),( G.

: البرھان 
eبما ان   x x e   لكلx G( ) ( )Cent G e Cent G   

,لیكن  ( )a b Cent G لكلx G
1 1 1 1( ) ( ) ( )a b x a b x a x b          

1xبما ان  G x G    وكذلك بما ان( )b Cent G1 1b x x b    
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )a b x a b x a x b a x b              

xبما ان  G و بما ان( )a Cent Ga x x a   
1 1 1( ) ( ) ( )a b x x a b x a b         1( ( ), ) ( )Cent G a b Cent G     زمرة

),(جزئیة من  G.
)9.5(مبرھنة

),,(),(لتكن كل من   KHزمر جزئیة من الزمرة),( G فان( , )H K  تكون زمرة جزئیة  من
),(الزمرة G

:البرھان 
H,بما ان  K e H K e H e K       

,لیكن  , , ,a b H a b K a b H K    
),,(),(بما ان كل من   KHزمر جزئیة من الزمرة),( G1a b H   1وa b K 

1a b H K   
( , )H K  زمرة جزئیة  من الزمرة),( G

ملاحظة 
.  یجة التالیة وسوف نذكرھا بدون برھانمن الممكن تعمیم المبرھنة السابقة إلى النت

) 10.5(نتیجة
أذا كانت   )},{(Hعائلة من الزمر الجزئیة من الزمرة),( G فان),( 





Hتكون زمرة جزئیة

ملاحظة 
),,(),(لتكن كل من   KHزمر جزئیة من الزمرة),( Gیكونان لیس من الضروري ف),(  KH

),(تكون زمرة جزئیة  من الزمرة G والمثال التالي یوضح ذلك
)11.5(مثال

12في زمرة الأعداد الصحیحة 12( , )Z  كل من12معیار),(),,(  KH12مرةزمر جزئیة من الز 12( , )Z 

H{0,6}حیث  ،{ ,4,8}K o ولكن),(  KH 12لیس زمرة جزئیة من 12( , )Z  لان
{0, 4,6,8}H K  4,6وان H K  124ولكن 6 10 H K   .
)12.5(مبرھنة 

),,(),(لتكن كل من   KHزمر جزئیة من الزمرة),( G فان),(  KH تكون زمرة جزئیة  من
),(الزمرة G أذا وفقط أذا كانKH أوHK .

:البرھان 
KHنفرض ان  أوHK H k K  أوH K H 

),(وعلیھ في كلا الحالتین یكون   KHتكون زمرة جزئیة  من الزمرة),( G
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),(نفرض: الاتجاه الأخر   KH زمرة جزئیة
Hنفرض :  سنبرھن بطریقة التناقض KوK H

 یوجدa H بحیث انa K وكذلك یوجدb K بحیث انb H,a b H K  
),(بما ان   KHتكون زمرة جزئیة  من الزمرة),( Ga b H K   

aأما  b H  أوa b K 
aإذا كان ) 1( b H  1، بما انa H a H   

1 ( )b H a a b H      وھذا
تناقض 

aإذا كان ) 2( b K  1، بما انb H b H   
1( )a K a b b H      وھذا

تناقض 
KHوعلیھ أما  أوHK 

ملاحظة 
. كل زمرة لایمكن ان تكون من اتحاد زمرتین جزئیتین غیر تافھتین 

)13.5(تعریف 
),(لتكن Gزمرة ولتكنSمجموعة جزئیة غیر خالیة منG. اصغر زمرة جزئیة للزمرة),( Gوالتي

ویرمز لھا بالرمز Sبواسطة المجموعة ) Generated(تسمى بالزمر الجزئیة لمتولدة Sتحتوي على
)),(( S

: ومن التعریف مباشرة یمكن إثبات الأتي 
)1 ()(SS 
)2()),(( Sي تقاطع كل الزمر الجزئیة للزمرة الجزئیة تساو),( Gعلى التي تحتويS

)3(),( S تكون زمرة جزئیة من),( G أذا وفقط أذا كانت)(SS 
)4 (1

1 2 1 2( ) { : , , , , }n nS a a a a a a S S n          حیث}:{ 11 SaaS  

)14.5(مثال
)الزمرة  , ) 0مولدة بمجموعة الأعداد الصحیحة الفردیة 0، أي ان( )  

aS}{تحتوي على عنصر واحد فقط مثلاSًأذا كانت  ھذه الحالة نكتبوفي)(a بدلا من})({a ،
أي أن 

)(})({)( aaS 
)),((والزمرة الجزئیة aتسمى الزمرة الجزئیة الدائریة(Cyclic Subgroup)لمولدة بواسطة ا

ویمكن أن نبرھن علىaالعنصر
( ) { : }na a n 

)أذا كانت ) 1( )a G لبعضGa في ھذه الحالة یقال عن الزمرة),( G بأنھا دائریة مولدھا
. aالعنصر

وفي الواقع یكون  دائما لدینا .یمكن أن یكون للزمرة الدائریة مولدات عدیدة مختلفة ) 2(
)()( 1 aa

لان .كل زمرة دائریة یجب أن تكون أبدالیة ) 3(
,لیكن  ( )x y a  یوجد,n m  بحیث ان,n mx a y a 

n m n m m nx y a a a a a y x       
.لیست دائریة لأنھا لیست ابدالیة sGزمرة تناظر المربعات 

)),((أذا كانت الزمرة الدائریة ) 4( a منتھیة رتبتھاn .  فان},,,,{)( 12  naaaea 
.كل زمرة جزئیة من زمرة دائریة تكون أیضا دائریة ) 5(
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),(أذا كانت ) 6( H  زمرة جزئیة من الزمرة الدائریة)),(( a،}{eH فان)( naH  حیثn

اصغر عدد صحیح 
Haموجب بحیث أن  n 

)15.5(مثال
)تأمل زمرة  , )    الأعداد الصحیحة

)، بما ان aلیكن  ) { : }na a n 
naبما ان  a a a a a a a na          ( ) { : }a na n  

(0)إذا كانت  ) )1( {0 : } {0} 0n n a     
(1)إذا كانت  ) )2( { : } 1n n a     
)إذا كانت  ) 3( 1) { : } 1n n a        

( , )  أي ان )  -1(أو 1زمرة دائریة مولدھا ،( 1) (1) ( )   .
(2)إذا كانت ) 4( {2 : } 2en n a     ( , )e   2زمرة دائریة مولدھا.

)16.5(مثال
12تأمل زمرة الأعداد الصحیحة  12( , )Z  12معیار   .

12 {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}Z 

12(1) (5) (7) (11)    

12 12( , )Z   11، 7، 5، 1زمرة دائریة مولدھا .
ملاحظة 

)زمرة الأعداد الصحیحة  , )n nZ  معیارn 1ھي زمرة دائریة مولدھا.
)17.5(مثال

)الزمرة  , )G  1}حیث ان, 1, , }G i i   ،2 1i   زمرة دائریة مولدھاi لان
( ) { : } { 1,1, , }ni i n i i G     

)18.5(مثال
)برھن على ان  , )  زمرة ابدالیة ولیست دائریة

: الحل 
)واضح ان  , ) بقي ان نبرھن  الزمرة. زمرة ابدالیة( , ) یة لیست دائر

)نفرض ان: سنبرھن بطریقة التناقض  , )  دائریة
 یوجدq  بحیث ان( ) { : }nq q n  أي یوجد ،,a b  بحیث ان

( ) {( ) : }na a
n

b b
   

2,3بما ان   یوجد,n m  2بحیث ان 3 2 ( ) , 3 ( )m n n ma a

b b
   وھذا غیر ممكن.

)19.5(تعریف
),(لتكن  Gزمرة ولیكن كل منKH نعرف المجموعة . Gمجموعة جزئیة غیر خالیة من المجموعة ,

KH  بالصیغة
},:{ KkHhkhKH 
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)5(تمارین
)بین فیما إذا كانت 1.5 , )H  زمرة جزئیة من الزمرة),( G باتي ؟ مع البرھان لكل مما

}إذا كانت ) 1( 1,1}, { 1,1, , }H G i i     وان تمثل عملیة الضرب الاعتیادیة على
.الأعداد

2}إذا كانت ) 2( : },nH n G     وان تمثل عملیة الضرب الاعتیادیة على
.الأعداد

H,إذا كانت ) 3( G    وانتمثل عملیة الضرب الاعتیادیة على الأعداد.

1إذا كانت ) 4( 2{ : , },
1 2

n
H n m G

m


  


  وان تمثل عملیة الضرب الاعتیادیة

.على الأعداد
,(0,4,8,12})16برھن على ان 2.5 ) 16ھي زمرة جزئیة من زمرة الأعداد الصحیحة 16( , )Z 

.16معیار 
}لتكن 3.5 : ( ) }nH f S f n n   . برھن على ان( , )H  زمرة جزئیة من الزمرة( , )nS 
),(لتكن4.5 G ، زمرةa G ولتكن{ : }aH x G a x x a     . برھن على ان( , )aH  زمرة جزئیة

),(من الزمرة  G .
),(لتكن5.5 G زمرة ابدالیة ، ولتكن{ : , }nH x x G n    . برھن على ان( , )H  زمرة جزئیة من

),(الزمرة  G

6لیكن 6.5

1 2 3 4 5 6
4 2 1 3 6 5

f S
 
  
 

)جد عناصر .  )f

)لتكن كل من 7.5 , )H  ،( , )K  زمرة جزئیة من الزمرة),( G .رھن على ان ب( , )H K  زمرة
),(جزئیة من  Gإذا

Hوفقط إذا كان  K K H  

.
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Normal Subgroupsالزمر الجزئیة السویة.6
)1.6(تعریف

),(لتكن Hزمرة جزئیة من الزمرة),( G ولیكنGa .المجموعة}:{ HhhaHa  تسمى
Haیسمى ممثل المجموعة aوالعنصرGفيHإلى(Left Coset)یسرى مجموعة مشاركة   وكذلك

}:{المجموعة  HhahaH 
.(Right Coset)تسمى مجموعة مشاركة  یمنى 

)2.6(مثال
,0}لتكن 4,8}H  12فان( , )H  12زمرة جزئیة من زمرة الأعداد الصحیحة 12( , )Z  معیار

12.
12 120 {0 0,0 4,0 8} {0,4,8} , 0 {0 0,4 0,8 0} {0,4,8}H H H H             

12 121 {1 0,1 4,1 8} {1,5,9}, 1 {0 1,4 1,8 1} {1,5,9}H H           

12 122 {2 0,2 4,2 8} {2,6,10}, 2 {0 2,4 2,8 2} {2,6,10}H H           

12 123 {3 0,3 4,3 8} {3,7,11}, 3 {0 3,4 3,8 3} {3,7,11}H H           

12 124 {4 0,4 4,4 8} {4,8,0} , 4 {0 4,4 4,8 4} {4,8,0}H H H H             

12 12 12 125 {5 0,5 4,5 8} {5,9,1} 1 , 5 {0 5,4 5,8 5} {5,9,1} 1H H H H               

12 12 12 126 {6 0,6 4,6 8} {6,10,2} 2 , 6 {0 6,4 6,8 6} {6,10,2} 2H H H H               

12 12 12 127 {7 0,7 4,7 8} {7,11,3} 3 , 7 {0 7,4 7,8 7} {7,11,3} 3H H H H               

12 128 {8 0,8 4,8 8} {8,0,4} , 8 {0 8,4 8,8 8} {8,0,4}H H H H             

12 12 129 {9 0,9 4,9 8} {9,1,5} , 9 {0 9,4 9,8 9} {9,1,5} 3H H H H              

12 12 12 1210 {10 0,10 4,10 8} {10,2,6} 2 , 10 {0 10,4 10,8 10} {10,2,6} 2H H H H               

12 12 12 1211 {11 0,11 4,11 8} {11,3,7} 3 , 11 {0 11,4 11,8 11} {11,3,7} 3H H H H               

وعلیھ  
12 12 120 4 8 {0,4,8}H H H H       ،12 12 121 5 9 {1,5,9}H H H     

12 12 122 6 10 {2,6,10}H H H      ،12 12 123 7 11 {3,7,11}H H H     

ةملاحظ
),(لتكن Hزمرة جزئیة من الزمرة),( Gولیكنe یمثل العنصر المحاید للزمرة),( G فان

)1 (eHHeH  وھذا یعني انHمجموعة مشاركة یسرى ویمنى
)2 (Haa  لانeaa 
),(إذا كانت الزمرة ) 3( G ابدالیة فانa H H a  
),,(),(كل من ) 4(  HaaHلیس بالضرورة أن تكون زمرة جزئیة

)3.6(مبرھنة
),(لتكن  Hمن الزمرةزمرة),( G فانھ یوجد تقابل بین عناصر ،H وعناصر أیة مجموعة

. شاركةم
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: البرھان 
aلیكن  G . نعرف الدالة:f H a H  بالصیغةhahf )( . یجب ان نبرھن

.تقابلیة fان الدالة 
1لیكن  2,h h H 1بحیث ان 2( ) ( )f h f h1 2 1 2h h a h a h      الدالةf

متباینة 
xلیكن  a H  یوجدh H بحیث انx a h 
)ولكن  ) ( )f h x f h a h    الدالةfشاملة.

ملاحظة 
),(لتكن  H زمرة جزئیة من الزمرة),( G . إذا كانت),( G منتھیة ، یمكن ان نستنتج ان أي

لھما نفس العدد من العناصر، أي ان Hن یسرى للمجموعة مجموعتین مشاركتی
0( ) 0( )a H b H H   .

)4.6(مبرھنة
),(لتكن H زمرة جزئیة من الزمرة),( G ولیكنGba ,.

)1 (HHa ط أذا كان أذا وفقHa
)2 (HbHa  أذا وفقط أذا كانHba 1

HbHaإما) 3(  آو( ) ( )a H b H    
: البرھان 
HHaنفرض ) 1( 

aبما ان  e H e H   لكن ، وa a H a a e    
aبما ان  H a H H   

Haنفرض : الاتجاه الأخر 
xلیكن  a H  یوجدh H بحیث انx a h 
Haaبما ان H H x H a h H       
yلیكن H

1aبما ان H a H    1، اصبح لدینا 1,a y H a y H    
1( )a a y a H    

1بما ان 1( ) ( )y e y a a y a a y        a H H y a H     
a H H  

HbHaنفرض ) 2( 
xلیكن  a H  1یوجدh H 1بحیث انx a h 

HbHaبما ان  x b H   2یوجدh H 2بحیث انx b h 

1 2a h b h   
2

1 1
1a b h h    

1بما ان  1 1
1 2 1 2,a b H h h H h h H        

Hbaنفرض : الاتجاه الأخر  1

)1، نحصل على ) 1(باستخدام  )a b H H   
xلیكن  a H  یوجدh H بحیث انx a h 1 1a x H a x h      
)1ولكن  )a b H H   1 1( )a x a b H     

a H b H x b H      
aوبالمثل نبرھن  H b H b H a H      .
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)نفرض ) 3( ) ( )a H b H     یوجد( ) ( )x a H b H   
,x a H x b H    

 1یوجدh H 1بحیث انx a h  2وكذلك یوجدh H 2بحیث انx b h 

1 2a h b h   

2

1 1
1a b h h    

1بما ان  1 1
1 2 1 2,a b H h h H h h H        نحصل على ) 2(، باستخدام الفرع،

HbHa .
ملاحظة 

من المبرھنة أعلاه ) 2(المشاركة الیمنى، فان الفرع عندما نتعامل مع المجموعات
Hیكون a H b     1إذا وفقط إذاa b H 

)5.6(مبرھنة
),(أذا كانت Hزمرة جزئیة من الزمرة),( G إلى)الیمینیة(فالمجموعات المشاركة الیساریةH

.Gتشكل تجزئة للمجموعة Gفي
: البرھان 

}لتكن  : }a H a G  
aبما ان  H   لكلa G وكذلك إذا كان,a H b H  حیث انبa H b H   فان

( ) ( )a H b H    
)بقي ان نبرھن  )

a G

G a H


 
aبما ان  H G  لكلa G( )

a G

a H G


  
aلیكن  a H a G   ( ) ( )

a G a G

G a H a a H
 

      ( )
a G

G a H


  
 تمثل تجزئة للمجموعةG.
)6.6(مثال

,0}ان إذا كانت ) 2.6(سبق وان بینا في المثال  4,8}H  12فان( , )H  زمرة جزئیة من زمرة
12الأعداد الصحیحة  12( , )Z  وان . 12معیار

12 12 120 4 8 {0,4,8}H H H H       ،12 12 121 5 9 {1,5,9}H H H     

12 12 122 6 10 {2,6,10}H H H      ،12 12 123 7 11 {3,7,11}H H H     

}وعلیھ  : } {{0,4,8},{1,5,9},{2,6,10},{3,7,11}}a H a G   

ملاحظة 
),(لتكن G رتبھا زمرة منتھیةn.ولتكن),( Hزمرة جزئیة من),( Gرتبتھاk. نستطیع أن نحلل

.والمتنافیة فیما بینھاHإلى اتحاد عد منتھ من المجموعات المشاركة  الیساریة إلىGالمجموعة
1 2( ) ( ) ( )rG a H a H a H      

H(Index)للمجموعات المشاركة الیسرى المختلفة الظاھرة في ھذا التحلیل  یسمى دلیل rالعدد
نفسھا Gناصر فان المجموعة من العkبما أن كل مجموعة مشاركة في التحلیل أعلاه لھا .  Gفي

krیجب أن تمتلك  وھكذا.من العناصر
krn 0أو( ) ( ) 0( )G Index H H 

بالرمزGفيHسوف نرمز لدلیل HG وعلیھ :  )(.:)( HoHGGo  وبصورة خاصة
 eGGo :)( 
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(Lagrange theorem)مبرھنة لاكرانج )7.6(مبرھنة
.رتبة ودلیل أیة زمرة جزئیة لزمرة منتھیة یقسمان رتبة الزمرة

: البرھان 
),(لتكن G رتبھا زمرة منتھیةn.ولتكن),( Hزمرة جزئیة من),( Gرتبتھاk .

1 2( ) ( ) ( )rG a H a H a H      
Gفي Hیمثل عدد المشاركات الیسرى المتنافیة للمجموعة rحیث 

1 20( ) 0(( ) ( ) ( ))rG a H a H a H      
)بما ان  ) ( )i ja H a H     لكلi j

1 20( ) 0( ) 0( ) 0( )rG a H a H a H      
)0بما ان  ) 0( )ia H H  1,2لكل, ,i r 

0( ) 0( ) 0( ) 0( ) 0( )G H H H r H      
)0ولكن  ) 0( )G r k H k    كل من,r k یقسمان رتبة الزمرة),( G

)8.6(نتیجة 
),(أذا كانت  G زمرة منتھیة ذات رتبةn. فان رتبة أي عنصر ھي عامل إلىn بالإضافة إلى

eaذلك n .
: البرھان 

aلیكن  G رتبتھkka e 
(( ), )a   زمرة دائریة مولدة بواسطة العنصرa رتبتھاk0ن ، أي ا(( ))a k

rباستخدام مبرھنة لاكرانج ، یوجد    بحیث انn r k k  عامل إلىn

)وكذلك )n r k k r ra a a e e   

)9.6(مبرھنة
),(أذا كانت  G فان .زمرة منتھیة ذات رتبة قابلة للتحلیل),( G تمتلك زمرة جزئیة غیر تافھة

.
: البرھان 

),(إذا لم تكن الزمرة G دائریة ، فان أي عنصرa G ،a eیة دائریة یولد زمرة جزئ
))غیر تافھ  ), )a 

),(أما إذا كانت الزمرة G دائریة ، نفرض( )G a حیث المولدa لھ رتبةnm ،), 1n m (
( )n m nma e a e   بینما( )n ma e 0ل m m 

(( ), )na   ھي زمرة جزئیة دائریة غیر تافھ من الزمرة),( G رتبتھاm.
)10.6(نتیجة 

),(كل زمرة Gبة أولیة تكون دائریةذات رت.
: البرھان

aلیكن  G ،a e(( ), )a   ھي زمرة جزئیة دائریة من الزمرة),( G مولدة بواسطةa

.
))0باستخدام مبرھنة لاكرانج  ))a 0یقسم( )G

)0ولكن  )G عدد اولي وان( )a  0تحتوي على أكثر من عنصر(( )) 0( )a G  ،
( , ) (( ), )G a   .

لاحظة م
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ومن "   كل زمرة غیر أبدالیة لھا على الأقل ستة عناصر" ان ) 9.2(سبق وان برھنا في المبرھنة 
: الممكن أعادة برھان ھذه الحقیقة بأسلوب أخر كالأتي 

),(لتكن  G زمرة غیر ابدالیة
)0إذا كان ) 1( ) 2G  0أو( ) 3G  0أو( ) 5G  0، فان( )G  عدد اولي( , )G   دائریة

)ولكن كل زمرة دائریة تكون ابدالیة  , )G   زمرة ابدالیة وھذا تناقض
)0إذا كان ) 2( ) 4G  باستخدام مبرھنة لاكرانج ان كل عنصر من ،G یختلف عن العنصر المحاید

4أو 2رتبتھ 
),(، فان 4إذا كان لأحدھم رتبتھ  G ولھذا تكون تبدیلیة ، وھذا تناقض 4زمرة دائریة رتبتھا

ا یجب ان تكون ابدالیة، وھذ2من جھة أخرى ، الزمرة التي كل عنصر منھا ھدا المحاید لھ رتبھ 
تناقض أیضا

كل زمرة غیر أبدالیة لھا على الأقل ستة عناصرومما تقدم  نستنج على ان  
ملاحظة 

رتبة ودلیل أیة زمرة جزئیة "(Lagrange theorem)لاكرانج ةسبق وان تطرقنا إلى  مبرھن
)بعبارة أخرى إذا كانت " لزمرة منتھیة یقسمان رتبة الزمرة , )H  زمرة جزئیة من الزمرة

),(المنتھیة  G 0فان كل من( )H ،[ : ]G H 0یقسم( )G . ومن جھة أخري فان معكوس ھذه
),(یقسم رتبة الزمرة mالمبرھنة غیر صحیح دائما ، أي ان إذا كان العدد  G فانھ لیس

),(بالضرورة ان تحتوي  G زمرة جزئیة رتبتھا علىm والمثال التالي یوضح ذلك
)11.6(مثال

)4الزمرة  , )A  4حیثA4جموعة التبادیل الزوجیة في تمثل مS لان 12تكون رتبتھا

4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
{ , , , , ,

1 2 3 4 1 3 4 2 1 4 3 2 2 1 4 3 2 4 3 1 2 3 1 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
, , , , , }

3 4 1 2 3 2 4 1 3 1 2 4 4 1 3 2 4 2 1 3 4 3 2 1

A
           

            
           
           
           
           

6بالرغم من 6ولكنھا لا تحتوي زمرة جزئیة رتبتھا 4، 3، 2تحتوي على زمر جزئیة رتبتھا 
.12تقسم 

(12.6)تعریف 
),(لتكن Hرة زمرة جزئیة من الزم),( G یقال عن،),( H بأنھا سویة(Normal) في),( G أذا كان

aHHa  لكلGa.
),(یقال عن الزمرة  G بأنھا بسیط(Simple) الجزئیة التافھة والتي ھيالزمرةأذا كانت تمتلك فقط

  ),(),,(  eG.
ملاحظة 

.كل زمرة جزئیة من زمرة ابدالیة تكون سویة 
)13.6(مثال
H{0,3,6,9,12}لتكن  15فان( , )H  15زمرة جزئیة من زمرة الأعداد الصحیحة 15( , )Z 

.15معیار 
15 150 {0,3,6,9,12} , 0 {0,3,6,9,12}H H H H     

15 151 {1,4,7,10,13}, 1 {1,4,7,10,13}H H   

15 152 {2,5,8,11,14}, 2 {2,5,8,11,14}H H   



36

15 153 {3,6,9,12,0}, 0 {3,6,9,12,0}H H   

15 154 {4,7,10,13,1}, 4 {4,7,10,13,1}H H   

15 155 {5,8,11,14,2}, 5 {5,8,11,14,2}H H   

15 156 {6,9,12,0,3}, 6 {6,9,12,0,3}H H   

15 157 {7,10,13,1,4}, 7 {7,10,13,1,4}H H   

15 158 {8,11,14,2,5}, 8 {8,11,14,2,5}H H   

15 159 {9,12,0,3,6}, 9 {9,12,0,3,6}H H   

15 1510 {10,13,1,4,7}, 10 {10,13,1,4,7}H H   

15 1511 {11,14,2,5,8}, 11 {11,14,2,5,8}H H   

15 1512 {12,0,3,6,9}, 12 {12,0,3,6,9}H H   

15 1513 {13,1,4,7,10}, 13 {13,1,4,7,10}H H   

15 1514 {14,2,5,8,11}, 14 {14,2,5,8,11}H H   

aHHaوعلیھ   لكلGa15( , )H  ئیة سویة زمرة جز.

(14.6)مبرھنة
),(لتكن Hزمرة جزئیة من الزمرة),( Gفان),( H تكون سویة أذا وفقط أذا
HaHaكان  1لكلGa.

: البرھان 
),(نفرض الزمرة الجزئیة  H سویة

1xلیكن  a H a   حیث انa G1x a h a    حیث انh H
aHHaبما ان   لكلGa یوجدh H بحیث انa h h a  

1x a h a h H      1a H a H   
HaHaنفرض ان : الاتجاه الأخر   1لكلGa

xلیكن a H x a h   حیث انh H
1 1 1x a a h a a H a         

HaHaبما ان   11x a H  x H a  a H H a   
aوبالمثل ان نبرھن  H H a H a a H      لزمرة الجزئیة ا),( Hسویة

)15.6(نتیجة 
( ( ), )Cent G  زمرة جزئیة سویة لأي زمرة),( G

: البرھان 
),(لتكن  G زمرة  ، سبق وان برھنا( ( ), )Cent G  زمرة جزئیة  من),( G) راجع

)8.5مبرھنة 
1لیكن  1( )x a y a x a Cent G a        حیث( )y Cent G

1x y a y a y a y y a         ( )x Cent G 
1( ( ), ) ( ) ( )Cent G x a Cent G a Cent G      

)16.6(مبرھنة
),(لتكن  H من الزمرة سویة زمرة جزئیة),( G ولتكنHG تمثل المجموعة التي عناصرھا جمیع /

المشاركات الیسرى 
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/}:{،أي أنGفيHإلى GaHaHG  .نعرف علىHG بالصیغة /
HbaHbHa  )()()(

HGHbHaلكل  /,  فان),/( HG زمرة وتسمى زمرة القسمة(Quotient Group)
: البرھان 
معرفة تعریفا حسنا یجب ان نبرھن ) 1(
a,لیكن  H a H b H b H      1 1,a a H b b H      

1ولكن  1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )a b a b b a a b b a a b b a a b b b                              
),(بما ان  H من الزمرة سویة زمرة جزئیة),( G1 1 1( )b H b H     

1( ) ( ) ( ) ( )a b H a b H a b a b H              وعلیھ فانمعرفة تعریفا حسنا
,لیكن : تجمیعیة یجب ان نبرھن ) 2( , /x y z G H

, ,x a H y b H z c H       حیث ان, ,a b c G
( ) ( ) (( ) ( )) ( ) (( ) ) ( ( )) (( ) ) )

(( ) ) ( ) (( ) ( )) ( ) ( )
x y z a H b H c H a H b c H a b c H a b c H

a b H c H a H b H c H x y z

                    
             

تجمیعیة وعلیھ العلمیة 
Hھو العنصر المحاید للعملیة ) 3( e H 

x/لیكن  a H x G H    حیثa G
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )x H a H e H a e H a H x H x e H a H e a H a H x                     

1aیجب ان نبرھن ) 4( H  ھو العنصر النظیر للعنصرa H حیثa G
1 1 1( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )a H a H a a H e H H a H a H a a H e H H                    

( / , )G H   زمرة.
)17.6(مثال

)تأمل زمرة الأعداد الصحیحة  , ) ولیكن ،n  فان ،(( ), )n  زمرة دوارة
)بما ان  ) { : } { , 4 , 3 , 2 , ,0, , 2 ,3 , 4 , }H n kn k n n n n n n n n         

( ) { : } [ ]a n a kn k a    
( / ( ), ) ( , )n nn Z    وعلیھ   إذا كان ،, / ( )x y n فان

( ) { : } [ ]x a n a kn k a      وكذلك( ) { : } [ ]y b n b kn k b     
( ( )) ( ( )) ( ) ( ) [ ]x y a n b n a b n a b          أو مع تغییر بالترمیز ان

[ ] [ ] [ ]x y a b  

)18.6(تعریف
),(لتكن G زمرة ولیكنGba ,. المبادل(Commutator) للعنصرینba, یرمز لھ بالرمز ba,

ویعرف بالصیغة 
  11,   bababa

ومن التعریف مباشرة نستنتج أن 
)1  (  abbaba  ,
)2 (abba  أذا وفقط أذا كان  eba ,
)3 (   baba ,, 1 
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أو الزمرة (Derived subgroup)الزمرة الناتجة تعرف أما بالزمرة الجزئیة المشتقة 
),(إلى(Commutator subgroup)دلة الجزئیة المبا G وببساطة تمثل بالصیغة  ),,( GG

حیث 
   , { , , , }i i i iG G a b a b G 

بعبارة أخرى. یجب ان یبنى لتمثیل ضرب منتھ  مكون من عامل واحد أو أكثرحیث 

إذا كان   ,x G G فان 
1

, , ,
k

i i i i
i

x a b a b G


  1، وعندماk  فان[ , ]x a b

)19.6(مبرھنة 
  ),,( GG ھي زمرة جزئیة سویة للزمرة),( G.

: البرھان 
یجب ان نبرھن ) 1(  ),,( GGزمرة جزئیة  للزمرة ھي),( G.

,لیكن  [ , ]x y G G
یجب ان نبرھن على ان  ) 2(  ),,( GG سویة

]لیكن  , ],x G G a G 
1 1 1( ) [ , ]a x a a x a x x a x x          

]بما ان  , ]a x x1ي ضرب منتھي من المبادلات ھ [ , ] [ ] [ , ]a x a G G a x x G G       

  1, [ , ]a G G a G G    ( , , )G G  ھي زمرة جزئیة سویة للزمرة),( G.
ملاحظة 

),(لتكن  G ،زمرة القسمة زمرة  ),,/( GGGتسمى زمرة قسمة المبادل(Commutator Quotient
Group)
)20.6(مبرھنة 

),(لتكن Hزمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G .فان زمرة القسمة),/( HG تكون تبدیلیھ أذا
وفقط أذا  كان   HGG ,

: البرھان 
)/,(نفرض زمرة القسمة  HG تبدیلیة

نفرض ان :  الاتجاه الأخر   HGG ,
,لیكن  , /x a H y b H x y G H      حیث,a b G

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )x y a H b H a b H y x b H a H b a H               
1 1 1 1 1( ) ( ) [ , ] [ , ]a b b a b a b a b a G G            

بما ان   HGG ,1( ) ( )a b b a H    ( ) ( )a b H b a H     x y y x   
( / , )G H   تبدیلیة.

)21.6(نتیجة 
),(لأي زمرة  G زمرة قسمة المبادل ،  ),,/( GGG تكون تبدیلیھ.
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)6(تمارین
)لتكن 1.6 , )G  2زمرة رتبتھاp حیث انp برھن ان كل زمرة جزئیة فعلیة من . عدد اولي( , )G 

تكون دائریة
)إذا كانت 2.6 , )G  فھل توجد في . 60زمرة رتبتھا( , )G  ؟ مع ذكر 24زمرة جزئیة رتبتھا

السبب
),(لتكن3.6 H 2منتھیة ربتھا زمرة جزئیةn والوحیدة من الزمرة( , )G  التي رتبتھاn . برھن

),(على ان  H

),(زمرة جزئیة سویة من الزمرة G

),(لتكن4.6 H دائریة سویة منتھیة من الزمرة زمرة جزئیة( , )G  ولتكن( , )K  زمرة جزئیة
),(فعلیة  من  H .

)برھن على ان , )K سویة من  الزمرة زمرة جزئیة( , )G 
.برھن على ان تقاطع زمرتین جزئیتین سویتین ھو زمرة جزئیة سویة5.6
),(لتكن6.6 H الدائریةمن الزمرة زمرة جزئیة( , )G  . برھن على ان( / , )G H  زمرة

دائریة
)لتكن 7.6 , )G  زمرة ابدالیة ولتكنH تمثل مجموعة العناصر فيG التي رتبتھا منتھیة .

برھن على ان 
)1 (),( H من الزمرةزمرة جزئیة( , )G 
)لا یوجد عنصر في الزمرة  ) 2( / , )G H رتبتھا منتھیة عدا العنصر المحاید.
)لأي زمرة 8.6 , )G  صف زمرتي القسمة( /{ }, )G e ،( / , )G G 
)برھن على ان الزمرة 9.6 , )G  تبدیلیة إذا وفقط إذا كان[ , ] { }G G e

)برھن انھ إذا كان زمرة القسمة10.6 / ( ), )G Cent G دوارة فان تكون زمرة( , )G  تبدیلیة
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Isomorphic of Groupsتشاكل الزمريال.7
(1.7)تعریف

)لتكن كل من , )G ،( , #)G  یقال عن الدالة. زمرةGGf : بأنھا تماثل
(Homomorphism) أذا كان

)()#()( bfafbaf 
Gbaلكل  , .یقال للتماثل بأنھ متباین أذا كانت الدالةfأما أذا .ما تكون الدالة شاملة متباینة، وشامل عند

. (Isomorphism)بأنھا تشاكلfففي ھذه الحالة یقال عن الدالة) متباینة وشاملة(تقابلیةfكانت الدالة
),,(),#(ویقال عن الزمرتین  GG  بأنھما متشاكلتین)Isomorphic (ویرمز . نھماإذا وجد تشاكل بی

),(),#(لھما بالرمز GG  .سوف نرمز لمجموعة التماثلات من الزمرة),( Gإلى الزمرة)#,(G
),(بالرمز GGHom  أي ان ،}f  تماثل,:{),( GGfGGHom 

),#(),(وفي حالة   GG نكتب)(GHomبدلا من),( GGHom أي أن،)(GHom تمثل مجموعة كل
),(من الزمرة(Endomorphism)التماثلات الداخلیة  Gإلى نفسھا وغالبا ما نكتب الرمز)(GEnd .
)()(لھا نفس المعنى ،أي أنوكلا من الرمزین  GHomGEnd  . ویرمز أیضا لمجموعة كل التشاكلات

),(على الزمرة  Gبالرمز)(GA  والتي تسمى بالتشاكلات الذاتیة)Automorphism.(
)2.7(مثال

),(لتكن ) 1( G . الدالة:f G G المعرفة بالصیغة( )f a a لكلa G) أي انfدالة ذاتیة( ،
تكون تشاكل لان 

)الدالة الذاتیة دالة تقابلیة وان  ) ( ) ( )f a b a b f a f b     لكلGba ,.
)كل منلتكن ) 2( , )G ،( , #)G  زمرة عنصراھما المحایدان ھماe ،e  الدالة .على التوالي

:f G G  المعرفة
)بالصیغة  )f a e  لكلa G تكون تماثل لان( ) ( ) ( )f a b e e e f a f b        لكل

Gba ,
)یقال لھذا النوع من التماثلات بالتماثل التافھ(

)المعرفة من الزمرة fالدالة )3( , ) إلى الزمرة( , )  بالصیغة( ) 3xf x  لكلx  تكون
تماثل لان 

( ) 3 3 3 ( ) ( )x y x yf x y f x f y      لكل,x y   .
3ان ھذا التماثل متباین لأنھ إذا كان  3 ( ) ( )x yx y f x f y     ولكنھ غیر شامل لان

( )f    
)المعرفة من الزمرة fالدالة) 3( , ) إلى الزمرة( , )n nZ  بالصیغة( ) [ ]f a a لكلa تكون

تماثل لان 
( ) [ ] [ ] [ ] ( ) ( )n nf a b a b a b f a f b       لكل,a b   .

)المعرفة من الزمرة fالدالة) 3( , )  إلى الزمرة( , ) بالصیغة( ) logf x x لكلx  تكون
تماثل لان 

( ) log( ) log log ( ) ( )f x y x y x y f x f y       لكل,x y   .
) 3.7(مبرھنة 

),(لتكن Gزمرة فان)),(( GHom حیث ، تمثل تركیب الدوال ، تشكل شبھ زمرة ذات عنصر
)),((وان. محاید GAةتكون زمرة جزئیة من الزمرة التناظری),( SymG

: البرھان 
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,لیكن )     1( ( )f g Hom G
( )( ) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )f g a b f g a b f g a g b f g a f g b f g a f g b          

( )f g Hom G 
)بما ان تركیب الدوال عملیة تجمیعیة  ( ), )Hom G  شبھ زمرة وان الدالة الذاتیة تمثل العنصر

المحاید
)2 ()),(( GA بقي لدینا ان نبرھن لكل عنصر لھ )). 1(حسب فرع(شبھ زمرة ذات عنصر محاید

نظیر 
)لیكن  )f f A G  1دالة تقابلیةf   دالة تقابلیة
a,لیكن  b G  یوجد,x y G بحیث ان( ) , ( )f x a f y b 

1 1 1 1 1( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ) ( )f a b f f x f y f f x y x y f a f b            1 ( )f A G  

)4.7(مبرھنة
),(لتكن GGHomf 

)1(eef )( حیثeیمثل العنصر المحاید للزمرة),( G،e یمثل العنصر المحاید للزمرة
)#,(G.
)2(11 ))(()(   afaf لكلGa.
)3(nn afaf ))(()(  لكلGa وnعدد صحیح موجب.
),(أذا كانت ) 4( Hلزمرة زمرة جزئیة من ا),( G فان)#),(( Hf تكون زمرة  جزئیة من

.G),#(الزمرة 
H),#(أذا كانت) 5( زمرة جزئیة من الزمرة)#,(Gفان))),(( 1  Hf  تكون زمرة  جزئیة

),(من الزمرة  G.
),(شاملة وكانتfأذا كانت) 6( Hزمرة جزئیة سویة  من الزمرة),( G فان)#),(( Hf تكون

.G),#(زمرة جزئیة سویة من الزمرة 
H),#(أذا كانت ) 7(  زمرة جزئیة سویة من الزمرة)#,(G فان))),(( 1  Hf  تكون زمرة جزئیة

),(من الزمرة G.
:البرھان 

aلیكن ) 1( G
)بما ان  ) # ( ) ( ) ( ) ( ) #f e f a f e a f a f a e     باستخدام قانون الاختصار في الزمرة

)#,(G  نحصل على
eef )(

aلیكن ) 2( G
1 1 1 1( ) # ( ) ( ) ( ) , ( ) # ( ) ( ) ( )f a f a f a a f e e f a f a f a a f e e           

1( )f a  ھو نظیر( )f a 1، ولكن( ( ))f a  ھو نظیر( )f a والنظیر وحید
1 1( ) ( ( ))f a f a  

)بما ان )  4( ) { ( ) : }f H f h h H 
)لیكن  ), ( ) ( )f a f b f H وھذا یعني بان ،,a b H

),(بما ان  H زمرة جزئیة من الزمرة),( G1a b H  1( ) ( )f a b f H  
1ولكن  1 1 1( ) #( ( )) ( ) ( ) ( ) # ( ) ( ) #( ( ))f a f b f H f a b f a f b f a f b       

( ( ), #)f H  زمرة  جزئیة من الزمرة)#,(G.
)1بما ان ) 5( ) { : ( ) }f H a G f a H    
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,1لیكن  ( )a b f H ( ), ( )f a f b H  
H),#(بما ان  زمرة جزئیة من الزمرة)#,(G1( ) ( ( ))f a f b H   
ولكن 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) #( ( )) ( ) # ( ) ( )a b f H f a b H f a f b f a f b f a b              

1( ( )), )f H    زمرة  جزئیة  من الزمرة),( G

),(بما ان ) 6( H من الزمرة زمرة جزئیة),( G( ( ), #)f H  زمرة  جزئیة من الزمرة
)#,(G.

bلیكن  G  بما ان الدالة ،f شاملة یوجدa Gحیث ان ب( )f a b . یجب ان
نبرھن

1# ( ) # ( )b f H b f H 
),(بما ان  H زمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G وانa G1a H a H   
لیكن 

1 1 1( ) # ( ) # ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f a f h f a f H f a h a f H a h a H f h f H            

1 1 1# ( ) # ( ) ( ) # ( ) #( ( )) ( ) ( ) # ( ) # ( ) ( )b f h b f H f a f h f a f H f a f h f a f H       

1# ( ) # ( )b f H b f H  
H),#(بما ان) 7( زمرة جزئیة من الزمرة)#,(G1( ( )), )f H    زمرة  جزئیة  من

),(الزمرة  G

aلیكن  G .1یجب ان نبرھن 1 1( ) ( )a f H a f H     
H),#(بما ان بما ان زمرة جزئیة من الزمرة)#,(G وان

( )f a G 1( ) # #( ( ))f a H f a H  
لیكن 

1( )h f H 
1 1 1( ) ( ) # ( ) # ( ) ( ) # ( ) #( ( ))f a h a H f a f h f a H f a f h f a H           

1 1 1 1 1( ) ( ) ( )a f H a f H a h a f H             

)5.7(مثال
0rبرھن على ان لكل عدد حقیقي   یوجد بالضبط تماثل واحد فقط ،f من الزمرة( , ) إلى الزمرة

( , )  (1)فیھf r .
: البرھان 

f:دالة نعرف  ال   بالصیغة( ) xf x r لكلx 
x,لیكن : تماثل fالدالة )1( y ( ) ( ) ( )x y x yf x y r r r f x f y     
)2 ((1)f r  : (1)1بما ان ( ) xf r r f x r   
g:نفرض الدالة : وحیدة fالدالة ) 3(   (1)تماثل بحیث انg r یجب ان نبرھن ،

g f
xلیكن  

xإذا كانت ) ا(  فان ،
( ) ( (1)) (1) (1) (1) (1 1 1) ( )x xf x r g g g g g g x         
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xإذا كانت ) ب(   فان ،
1 1( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )f x f x f x g x g x g x           

بما ان 
(0) (0) (0) 1, (0) 1 ( ) ( ) 0, 1f g f g f e g e e e e          

( ) ( )f x g x  لكلx .
)6.7(تعریف

),(لیكن GGHomf  .نواة(Kernel)الدالةfیرمز لھا بالرمز)ker( fوتعرف بالصیغة
})(:{)ker( eafGaf 

)ker(})({).(أي ان . G),#(العنصر المحاید للزمرة یمثل eحیث  11 efeff  

)kerبما ان   ) ker( ) ( )f e f f e e     .

)7.7(مبرھنة
),(لیكن  GGHomf 

)1()),(ker( f زمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G)  .2(}{)ker( ef  أذا وفقط أذا
.متباینة fكانت

: البرھان 
)kerبما ان  ) 1( ) ker( ) ( )f e f f e e     

)لیكن  ) , ( ) , ker( )f a e f b e a b f    
1 1 1 1ker( ) ( ) ( ) # ( ) ( ) #( ( )) #a b f f a b f a f b f a f b e e e              

(ker( ), )f   زمرة جزئیة من الزمرة),( G

aكن لی G . 1یجب ان نبرھن علىker( ) ker( )a f a f   
)لیكن  ) ker( )f b e b f  

1 1 1 1( ) ( ) # ( ) # ( ) ( ) # #( ( )) ( ) #( ( ))f a b a f a f b f a f a e f a f a f a e         
1 ker( )a b a f   (ker( ), )f   زمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G

)ker(}{نفرض )  2( ef 
a,لیكن  b G بحیث ان( ) ( )f a f b

1 1 1 1ker( ) ( ) ( ) # ( ) ( ) #( ( ))a b f f a b e f a f b e f a f b e              

1ولكن  ker( ) { }a b a b e f e      الدالةf متباینة
.متباینة fنفرض الدالة : الاتجاه الأخر 

)لیكن  ) ker( )f a e a f   ولكن( ) ( ) ( )f a f e f e e   
)kerمتباینة fبما ان الدالة  ) { }f e a e   

)8.7(مثال
)دالة من الزمرة fلتكن  , ) إلى الزمرة( , )    معرفة بالصیغة

0

1,
( )

1,
en

f n
n


  




a,لیكن  b 
,إذا كانت ) 1( ea b  فان ،ea b  ،( ) 1, ( ) 1f a f b 

( ) 1 1 1 ( ) ( )f a b f a f b     
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ea ،0bإذا كانت) 2(  0فانa b  ،( ) 1, ( ) 1f a f b  
( ) 1 1 ( 1) ( ) ( )f a b f a f b       

ebإذا كانت إذا كانت ) 3( ،0a 0فانa b  ،( ) 1, ( ) 1f a f b  
( ) 1 ( 1) 1 ( ) ( )f a b f a f b       

a,0إذا كانت إذا كانت ) 4( b  فان ،ea b  ،( ) 1, ( ) 1f a f b   
( ) 1 ( 1) ( 1) ( ) ( )f a b f a f b       

f   تماثلker( ) { : ( ) 1} ef a f a    

)9.7(مثال
برھن على ان 

)1 (4 4( , ) ( , )Z G   حیث ان{ 1,1, , }G i i  )2 (( , ) ( , )   
: البرھان 
f:4نعرف الدالة ) 1( Z G (0)بالصیغة 1, (1) , (2) 1, (3)f f i f f i     

.تقابلیة وتماثل fتشاكل ، أي ان الدالة fمن الواضح ان 
سنبرھن بطریقة التناقض ) 2(

f:نفرض توجد دالة    تشاكل ، أي ان الدالةfتقابلیة وتماثل
1بما ان    وان الدالةf شاملة یوجدx  بحیث ان( ) 1f x  

(2 ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) 1f x f x x f x f x        
2)بما ان  ) (0) (0) 1 ( )f x f f f e e      بما ان الدالة ،f متباینة

0 2 0x x   
(0)اصبح لدینا  1, (0) 1f f   وھذا یناقض كون الدالةfمتباینة .

) 10.7(مبرھنة
),(لتكن Hزمرة جزئیة سویة من الزمرة),( Gفان الدالةHGG /:  المعرفة بالصیغة

( )a a H   لكلGaتكون تماثل  شامل وانH)ker( .الدالة تسمى بالدالة القانونیة
(Canonical Function)بیعیة أو الدالة الط(Natural Function)

: البرھان 
)لیكن ) 1( ) , ( ) ,a a H b b H a b G      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b H a H b H a b             تماثل
x/لیكن ) 2( G H  یوجدa G بحیث انx a H ن ، لك( )a a H  

( )a x    شاملة
)3 (1ker( ) { : ( ) } { : } { : }a G a e H a G a H H a G a a e H H               

)11.7(نتیجة
),(لتكن Hزمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G فانھ توجد زمرة ،)#,(Gو),( GGHomf  بحیث

Hfأن  )ker(.
: البرھان 

)نأخذ  , #) ( / , )G G H   ،f  أي ان ،: /f G G H المعرفة بالصیغة
( )f a a H  لكلGaتكون تماثل  شامل وانH)ker(.

ملاحظة 
a,نلاحظ  التماثل الطبیعي ھو دالة شاملة ولكن لیس على العموم  متباین لأنھ إذا كان   b G بحیث ان

1a b G 
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)فان  ) ( )a b a H b H      

) 12.7(مبرھنة
),(تتشاكل مع الزمرة nة كل زمرة دائریة منتھیة ذات رتب) 1( nnZ .
)كل زمرة دائریة غیر منتھیة تتشاكل مع ) 2( , ).
.كل زمرتین دائریتین من نفس الرتبة متشاكلتین ) 3(

: البرھان 
))لتكن  ), )a  زمرة دائریة مولدھاa

))بما ان الزمرة ) 1( ), )a  منتھیة ذات رتبةn2 1( ) { , , , , }na e a a a   . نعرف الدالة
: ( ) nf a Z بالصیغة

( ) [ ]kf a k،0,1, , 1k n  .ھولة یمكن اثبات الدالة وبسf أي ان الدالة (تشاكل
)تماثل وتقابلیة

))بما ان الزمرة ) 2( ), )a   غیر منتھیة( ) { : }na a n   . نعرف الدالة: ( )f a  
بالصیغة 

( )kf a k،k  . وبسھولة یمكن اثبات الدالةf أي ان الدالة تماثل وتقابلیة(تشاكل(
) 13.7(مبرھنة

),(لتكن  G ولیكنGa. عرف الدالةGGf a : بالصیغةxaxf a )( لكلGx

فان .
.Gaتقابلیة لكل afالدالة ) 1(
)2(baba fff * لكلGba ,حیثتمثل تركیب الدوال
)3(),( GF تشكل زمرة حیث}:{ GafF aG .

: البرھان
)1 (

x,لیكن : متباینة afالدالة ) ا( y G بحیث ان( ) ( )a af x f y
x y a x a y     

1aلیكن : شاملة afالدالة ) ب( y G y G     1، نضعx G x a y   

وان 
1 1( ) ( ) ( )af x a x a a y a a y e y y           

xلیكن ) 2( G

*( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a a bf f x f f x f b x a b x a b x f x         
a,لیكن ) 3( b Gf f F,a b Gf F a b G a b G        .

a*بما ان  b G a b a bf f F f f f   
)كنلی) ا( ) ( ) , ,a b c a b c a b c Gf f f f f f f f f F      لان تركیب الدوال عملیة

تجمیعیة 
eبما ان ) ب( Gf F e G   وان,a e a e a e a e a af f f f f f f f     ef 

عنصر محاید 
1لیكن ) ج(

1
G a Ga

f F a G a G f F
      

1 1 1 1,a e a ea a a a a a
f f f f f f f f    

     1a
f  نظیر العنصرaf

( , )GF  زمرة



46

Cayley Theorem)(مبرھنة كیلي  )14.7(مبرھنة
),(أذا كانت  G زمرة فان),(),( GFG 

: البرھان
:لدالة نعرف ا Gf G F بالصیغة( ) af a f لكلa G

بقي ان نبرھن . شاملة fالدالة من الواضح ان
a,لیكن : تماثل fالدالة ) 1( b G

( ) ( ) ( )a b a bf a b f f f f a f b    
a,لیكن : متباینة fالدالة ) 2( b G بحیث ان( ) ( )f a f b

( ) ( )a b a bf x f x f f    لكلa b a x b x x G      

ملاحظة 
)لتوضیح ھذه المبرھنة ، تأمل الزمرة , ) دالة الضرب الیساریة بالنسبة للعنصرa وھي الدالة

af المعرف بالصیغة( )af x a x  لكلx  وھذا یعني الدالة ،afنقل أو إزاحة لھا التأثیر في
)مبرھنة كیلي تؤكد ان الزمرة . aالعناصر بمقدار  , ) والزمرة( , )GF  لانتقالات خط الأعداد

.الحقیقیة غیر متمازیین بمقدار مایخص صفاتھما الجبریة
The Fundamental Theoremsالمبرھنات الأساسیة

)Factor Theorem(مبرھنة التحلیل  )15.7(مبرھنة
),(لتكن GGHomf  حیثf ولتكن . شاملة),( H زمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G بحیث

)ker(أن  fH  . یوجد تماثل وحید فانھ: /g G H G  بحیث أنf g   حیث تمثل الدالة
. القانونیة 
: البرھان 

:نعرف الدالة  /g G H G  على النحو( ) ( )g a H f a  لكلa G
: معرفة تعریفا حسنا gیجب ان نبرھن  ان  ) 1(

aنفرض  H b H   حیث,a b G1a b H   
)ker(بما ان  fH 1 ker( )a b f   1( )f a b e   

1 1( ) ( ) ( ) # ( ) ( ) # ( )f b f a a b f a f a b f a e f a        
تماثل gیجب ان نبرھن ) 2(

a,لیكن  b G
(( ) ( )) (( ) ) ( ) ( ) # ( ) ( ) # ( )g a H b H g a b H f a b f a f b g a H g b H           

aلیكن ) 3( G
( ) ( ) ( ( )) ( )( )f a g a H g a g a      لان( )a a H  f g  

:نفرض توجد دالة أخرى : وأخیرا نبرھن الوحدانیة  /h G H G  بحیث انf h  
aلیكن  G( ) ( ) ( )( ) ( ( )) ( )g a H f a h a h a h a H      h g .

ملاحظة 
:الدالة ) 1( /g G H G في مبرھنة التحلیل تسمى بالدالة المحتثة .
:الدالة ) 2( /g G H G  شاملة :

bلأنھ لو فرضنا  G 
f:بما ان  G G  شاملة یوجدa G بحیث ان( )f a b( ) ( )b f a g a H   

a/وھذا یعني انھ یوجد  H G H  بحیث ان( )g a H b .
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)16.7(نتیجة
:الدالة  /g G H G نة التحلیل تكون متباینة  أذا وفقط أذا كان في مبرھHf )ker(.

: البرھان 
ker( ) { : ( ) } { : ( ) } { : ker( )} ( ( ))g a H g a H e a H f a e a H a f ker f           

eحیث   تمثل العنصر المحاید في الزمرة( , #)G 

:وكن الشرط الضروري والكافي لتكون الدالة  /g G H G  تكون متباینة إذا وفقط إذا كان
ker( )g e H H   وفي ھذه الحالة یكون الشرط الضروري والكافي ھو(ker( ))f H  والذي

Hfیكافئ الاحتواء  )ker(.
ملاحظة 

fعلى ضوء المتساویة  g  من مبرھنة التحلیل بقولنا ان الدالة ، غالبا ما یوصف الاستنتاجf

)یمكن ان تحلل ضمن زمرة القسمة  / , )G H  . فان . أي بالتناوبf یمكن ان تحلل.

)17.7(مثال
)إذا كانت  , #)G  زمرة ابدالیة فانf یمكن دائما ان تحلل ضمن زمرة القسمة المبادلة

( / [ , ], )G G G   وكذلك[ , ] ker( )G G f
1 1[ , ]a b a b a b    

1 1 1 1 1 1([ , ]) ( ) ( ) # ( ) # ( ) # ( ) ( ) # ( ) #( ( )) #( ( )) [ ( ), ( )]f a b f a b a b f a f b f a f b f a f b f a f b f a f b           

)وبما ان  , #)G ة ابدالی[ , ] ker( ) ([ , ]) [ ( ), ( )]a b f f a e f a f b e      

)Fundamental Theorem(المبرھنة الأساسیة )17.7(مبرھنة
)تماثل من الزمرة fإذا كانت  , )G   على الزمرة( , #)G   فان)#,()),ker(/( GfG 
: البرھان 

. نفس اسلوب برھان مبرھنة التحلیل 
ملاحظة 

أي لیس بالضرورة ان تكون " في " في منطوق المبرھنة الأساسیة بكلمة " على" إذا أبدلت الكلمة 
)/)ker,(()),(#(شاملة  فان    fالدالة GffG 

)18.7(مثال
:لتكن ) 1( ( , ) ({ 1,1}, )f     دالة معرفة بالصیغة

0

1,
( )

1,
en

f n
n


  




nلكل  

)kerتماثل وان fنلاحظ ان الدالة  ) ef   0وكذلك/ ker( ) / { , }e ef      
})0باستخدام المبرھنة الأساسیة نحصل على  , }, ) ({ 1,1}, )e     

)لتكن ) 2( , )G  ، زمرةa G . نعرف الدالة: ( , ) ( , )f G  بالصیغة( ) nf n a لكلn 
فان 

( / ker( ), ) (( ), )f a  
)19.7(مبرھنة

GGaعرف الدالة .Gaزمرة ولیكن G)(*,لتكن  : 1بالصیغة)(  axaxa

xلكل G فان)(GAa  .
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: البرھان 
x,لیكن : تماثل aیجب ان نبرھن ) 1( y G

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a ax y a x y a a x a a y a x y                

a  تماثل
yلیكن : شاملة  aیجب ان نبرھن ) 2( G

1xنضع  a y a  x G ك وكذل
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )a x a x a a a y a a a a y a a y                  

a تماثل
x,لیكن : متباینة aیجب ان نبرھن ) 3( y G بحیث ان( ) ( )a ax y 

1 1x y a x a a y a        a  متباینة.

ملاحظة 
الدوال التي من الصیغةa ،a G تسمى  بالتشاكل الداخلي(Inner Automorphism)

),(للزمرة G المتولدة
،أي أن GInn)(لمجموعة ھذه التشاكلات الداخلیة بالرمزسنرمز.aبواسطة العنصر

}:{)( GaGInn a  .
إذا كانت,*)(G زمرة ابدالیة فان( )G تحتوي على عنصر واحد فقط وھو الدالة الذاتیة ، أي ان

( ) { }GInn G  .
)20.7(مبرھنة

),(لتكن Gزمرة فان)),(( GInnحیث تمثل تركیب الدوال یشكل زمرة تسمى بزمرة
وفي الحقیقة . G)(*,للزمرة (Inner Automorphisms)التشاكلات الداخلیة 

)),(( GInnتشكل زمرة جزئیة سویة من الزمرة)),(( GA.
: البرھان 

,لیكن )1( ( )a b Inn G  
1 1 1 1( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a a bx x b x b a b x b a a b x a b x        

              

a b a b    ( )a b Inn G   
)لیكن ) 2( )a Inn G 

a e a e a      وكذلكe a e a a     e  عنصر محاید
)لیكن ) 3( )a Inn G 

1 1a ea a a
    

    1وكذلك 1a ea a a
     

  1a
   نظیر

aالعنصر  

)بما ان تركیب الدوال عملیة تجمیعیة   ( ), )Inn G  زمرة جزئیة من الزمرة
)),(( GA .

)بقي ان نبرھن ) 4( ( ), )Inn G  لیكن :  سویة( ), ( )a Inn G f A G  
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1 1 1 1 1 1 1

1
( )

( )( ) ( )( ) ( ( )( )) ( ( ) ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )
a a a

f a

f f x f f x f f x f a f x a f a f f x f a

f a x f a x

  



      



       

   

  

1 ( )af f Inn G    

)21.7(مبرھنة 
),(أذا كانت  G زمرة فان)),(()),(/( GInnGCentG 

: البرھان 
:لتكن  ( )f G Inn G دالة معرفة بالصیغة( ) af a  لكلa G

دالة شاملة fمن الواضح ان 
a,لیكن  b G( ) ( ) ( )a b a bf f a b f a f b         تماثل

ker( ) { : ( ) } { : }e a e Gf a G f a e a G I         

)kerومن تعریف تساوي الدالتین نستنتج ان   )a f1وفقط إذا كان  إذاa x a x   لكل
x G وبالتالي یكون
ker( )a f  إذا وفقط إذا كانa x x a   لكلx Gker( )a fوفقط إذا كان  إذا

( )a Cent G لكلx G
( ) ker( )Cent G f  . باستخدام المبرھنة الأساسیة ، نحصل على

)),(()),(/( GInnGCentG .
)22.7(مبرھنة

)تماثل من الزمرة fلیكن , )G   على الزمرة( , #)G  ولتكنGH  بحیث أنHf )ker( فان
))((1 HffH .

:البرھان 
)1بما ان  ( ))H f f H لأيGH  . 1بقي ان نبرھن( ( ))f f H H 

)1یكن ل ) ( ) ( ( ))f a f H a f f H   یوجدh H بحیث ان( ) ( )f a f h
1 1( ) #( ( )) ( ) #( ( ))f a f h f h f h  1 1ker( ) ( )a h f f a h e       

بما ان 
1 1 1( ( )) ( ) ker( )f f H H a H a h h H a h H f H             

(Correspondence Theorem)مبرھنة التقابل )23.7(مبرھنة
),(یوجد تقابل متباین بین تلك الزمرة الجزئیة H من الزمرة),( Gبحیث أنHf )ker( ومجموعة

H),#(كل الزمر الجزئیة   من الزمرة)#,(G بالتحدیدH المعرفة بالصیغة)(HfH .
: البرھان 

یجب ان نبرھن التقابل المشار إلیھ ھو شامل ، بعبارة أخرى ) 1(
)إذا كانت , #)H  أي زمرة جزئیة للزمرة)#,(G فیجب ان نعطي زمرة جزئیة ما مثل),( H للزمرة

),( G مع كونHf )ker( بحیث یكون لھا( )f H H  1لننجز ھذا یكفي ان نأخذ( )H f H 
1( ( ), )f H    زمرة جزئیة  من الزمرة),( Gأي ان ،),( H زمرة جزئیة من الزمرة),( G

eبما ان  H 1 1ker( ) { } ( )f f e f H   
)1شامل  fبما ان  ( ))f f H H   

قابل متباین الآن یجب ان نبین على ان ھذا الت
)1لتكن , )H  ،2( , )H زمرتین جزئیتین للزمرة),( G 1بحیث 2ker( ) , ker( )f H f H  فإذا كان

1 2( ) ( )f H f H
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1 1
1 2 1 2( ( )) ( ( ))H H f f H f f H    

ملاحظة 
، أي ان الجزئیة السویة وذلك یاخذ الدالة القانونیة یمكن تطبیق المبرھنة في حالة الزمر

: /G G H  بحیث ان( )a a H   لكلa G

)24.7(نتیجة
),(لتكن Hزمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G.ھنالك تقابل متباین بین تلك الزمرة الجزئیة),( K من

),(الزمرة Gبحیث أنKH ومجموعة كل الزمر الجزئیة من زمرة القسمة),/( HG.
)25.7(مثال

)إذا كانت  , )G  دائریة منتھیة رتبتھا زمرةn فان( , )G  لھا زمرة جزئیة واحدة رتبتھاm لكل قاسم
لاحظ ان .ولا تمتلك أیة زمرة جزئیة فعلیة أخرى nبالنسبة  إلى mموجب
)بما ان  , ) ( , )n nG Z  

)فلا یوجد نقص في العمومیة عند تعاملنا مع  , )n nZ  . بالإضافة إلى ھذا( / ( ), ) ( , )n nn Z   ،
)وحسب النتیجة أعلاه وجود تقابل متباین بین تلك الزمر الجزئیة للزمرة  , )لتي تحتوي المجموعة ا

( )n  والزمرة الجزئیة للزمرة( , )n nZ 

)26.7(مبرھنة
)تماثل من الزمرة fلیكن , )G   على الزمرة( , #)G . أذا كانت),( H زمرة جزئیة سویة من الزمرة

),( G بحیث أنHf )ker( فان( / , ) ( / ( ), )G H G f H   .
: البرھان 

:بما ان  ( , ) ( , #)f G G  ، تماثل شامل),( H زمرة جزئیة سویة من الزمرة),( G

( ( ), #)f H  یكون زمرة جزئیة سویة للزمرة( , #)G  وبھذا تكون ،( / ( ), )G f H 
زمرة

:دعنا الآن نعرف الدالة   / ( )g G G f H على النحوg f   حیث: / ( )G G f H   
aتحدد لكل عنصرgلاحظ ان  G بالصیغة( ) ( ( )) ( ) # ( )g a f a f a f H  

f,بما ان كل من     تماثل فانg تماثل
)kerبقي ان نبرھن  )g H

)بما ان  ) # ( )f H e f H تمثل العنصر المحاید للزمرة( / ( ), )G f H 
1ker( ) { : ( ) ( )} { : ( ) # ( ) ( )} { : ( ) ( )} ( ( ))g a G g a f H a G f a f H f H a G f a f H f f H         

)1kerوعلیھ  ) ( ( )) ker( )g H H f f H f H    
)وعلیھ باستخدام المبرھنة الأساسیة نحصل على   / , ) ( / ( ), )G H G f H   

ملاحظة 
: مبرھنة الأساسیة وكالاتي یمكن برھان ھذه المبرھنة بدون ال

:نعرف الدالة  / / ( )g G H G f H بحیث ان( ) ( ) # ( )g a H f a f H  بسھولة نبین انg معرفة
. تعریفا حسنا ،   وإنھا تماثل تقابلي 

)27.7(نتیجة 
)تماثل من الزمرة fلیكن , )G   على الزمرة( , #)G . أذا كانت)#,(H  زمرة جزئیة سویة

)/),(()/,(فانG),#(من الزمرة  1  HGHfG

: البرھان 
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)بما ان  , #)H  زمرة جزئیة سویة للزمرة)#,(G1( ( ), )f H    زمرة جزئیة سویة
),(للزمرة  G 1وكذلك تكون( / ( ), )G f H   1زمرة بالإضافة إلى ذلكker( ) ( )f f H 

1نحصل على () وباستخدام المبرھنة 1( / ( ), ) ( / ( ( )), )G f H G f f H      
f:بما ان الدالة  G G  1شاملة( ( ))f f H H   

1( / ( ), ) ( / , )G f H G H       

)28.7(مبرھنة
),(أذا كانت  H،),( K زمرتین جزئیتین من الزمرة),( G بحیث أن),( K سویة فان

),/(),/(  KKHKHH

: البرھان 
)یجب ان نبرھن ) 1( , )H K   أي : زمرة جزئیة سویة

)1نبرھن )h H K h H K     لكلh H
x,لیكن  H K h H  x H  وx K
),(بما ان  K 1زمرة جزئیة سویةh x h K   

1بما ان  1 ,h x h H K h x h H x h H           وعلیھ( , )H K 
زمرة جزئیة سویة

)یجب ان نبرھن ) 2( , )H K  زمرة جزئیة للزمرة),( G

x,لیكن  y H K 1 1 2 2,x h k y h k     1حیث 2 1 2, , ,h h H k k K 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 3 2 3 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,x y h k h k h k k h h k k h h k h k k k                        

1 1 1 1 1
1 2 2 3 2 1 2 2 3 2( ) ( ) , ,x y h h h k h h k h h h k h k h                

1x y H K   ( , )H K   زمرة جزئیة للزمرة),( G

:نعرف الدالة ) 3( /H H K K   بالصیغة( )h h k   لكلh H
Hلاحظ ان  H e H K    لھذا فان یمكن الحصول علیھا بتركیب الاحتواء

:H H H K   مع الدالة القانونیة: /K H K H K K    بعبارة أخرى ،
K H    . نلاحظ ان تماثل وان( ) /H H K K  

)kerالآن یجب ان نبرھن   ) H K  
Kنلاحظ ان  e K مثل العنصر المحاید لزمرة القسمة ی( / , )H K K 

ker( ) { : ( ) } { : } { : }h H h K h H h K K h H h K H K            
)/,()/,(وباستخدام المبرھنة الأساسیة ، نحصل على   KKHKHH.

)29.7(مثال
,(3))كل من  ), ((4), )  زمرة جزئیة سویة من الزمرة( , )(3)ضافة إلى ذلك ، إ (4)   ،

(3) (4) (12) 
(3))باستخدام المبرھنة أعلاه نحصل / (12), ) ( / (4), )  

ملاحظة 
یمكن التأكد من

12بما ان   4 4((3) / (12), ) ({0,3,6,9}, ), ( / (4), ) ( , )Z      ولذلك فان
12 4 4({0,3,6,9}, ) ( , )Z  
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)7(تمارین 
ت أیة من الدوال التالیة تمثل تمالا أم لا ؟ مع البرھان  بین فیما إذا كان1.7

:الدالة ) 1( ( , ) ( , )f     معرفة بالصیغة( )f x x  لكلx 
:الدالة ) 2( ( , ) ( , )f      معرفة بالصیغة( )f x x لكلx 
:الدالة ) 3( ( , ) ( , )f     معرفة بالصیغة( ) 1f x x  لكلx 
:الدالة ) 4( ( , ) ( , )f      2معرفة بالصیغة( )f x x لكلx 

:الدالة ) 5( ( , ) ( , )f     معرفة بالصیغة( ) x
f x

q
)q عدد صحیح ثابت غیر

xلكل ) صفري 
:الدالة ) 6( ( , ) ( , )f     معرفة بالصیغة( )f x nx)n عدد صحیح ثابت  لكل

x 
)تماثل من الزمرة fلیكن2.7 , )G  الزمرة  إلى( , #)G .
)تمثل العنصر المحاید للزمرة eإذا كانت )1( , )G  . 1برھن على انker( ) ( ( ))f f f e
)إذا كانت ) 2( , #)G  برھن على ان . زمرة ابدالیة[ , ] ker( )G G f 
8لتكن 3.7 8( , )Z 8حیحة معیار زمرة الأعداد الص ،(( ), )a  12زمرة دوارة منتھیة رتبتھا .

نعرف الدالة  
8: ( )f Z a  بالصیغة

3 6 9(0) (4) , (1) (5) , (2) (6) , (3) (7)f f e f f a f f a f f a       
تماثل fبرھن على ان الدالة) 1(
8صف الزمرتین الجزئیتین ) 2( 8( ( ), ), (ker( ), )f Z f 

1برھن على ان ). 3(
8( ), )f H 8زمرة جزئیة من الزمرة 8( , )Z  إذا علمت ان

6{ , }H e a
:اثبت ان الدالة4.7 ( , ) ({1, 1, , }, )f i i     المعرفة بالصیغة( ) nf n i لكلn  تكون

.تماثل، ثم عین نواتھ
)تماثل من الزمرة fلیكن5.7 , )G  إلى نفسھا ، ولتكن{ : ( ) }H a G f a a   . برھن على ان

( , )H  زمرة
)جزئیة من  , )G  .

)لتكن6.7 , )G  زمرة ، ولتكنa G . برھن على ان:f G G المعرفة بالصیغة
1( )f x a x a   لكلx G

.تكون تماثل تقابلیة 
)لتكن كل من  7.7 , )G  ،( , #)G  زمرة ولیكن( , ) ( , #)G G   . إذا كانت الزمرة : برھن على ان

( , )G  دوارة(ابدالیة(
)فان الزمرة  , #)G  دوارة(ابدالیة.(

)قابلي بین الزمرتین اثبت ان لا یوجد تشاكل ت8.7 , ), ( , )   .
تكون متشاكلة 2برھن على ان كل الزمر المنتھیة رتبتھا 9.7

1إذا كانت10.7 3 1 3{1, , }
2 2

i i
G

   
2حیث 1i   .برھن على ان( , )G عین فیما إذا كان . زمرة

3 3( , ) ( , )G Z  
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)تماثل من الزمرة f ،gلیكن كل من 11.7 , )G الزمرة  إلى( , #)G . عرف الدالة:h G G 
بالصیغة  

( ) ( ) # ( )g a f a g a لكلa G . برھن علىh تماثل إذا كانت الزمرة( , #)G  ابدالیة.
)البسیطةتماثل من الزمرة fلیكن12.7 , )G الزمرة على( , #)G . برھن على ان أما( , ) ( , #)G G  

.تافھfأو التماثل 
)لتكن 13.7 , )G  برھن على الدالة . زمرة:f G G 1المعرفة بالصیغة( )f x x  لكلx G

تكون تماثل إذا وفقط 
)إذا كانت الزمرة  , )G ابدالیة .
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Directحاصل الضرب المباشر للزمر.8 Product of Groups
A,لتكن كل من B.مجموعة الضرب الدیكارتي)Cartesian Product (للمجموعتین,A B

Aیرمز لھ بالرمز B بالشكل ویعرف{( , ) : , }A B a b a A b B    ویرمز أحیانا للمجموعة ،
A A 2بالرمزA .

Aمن الواضح أن B B A  وكذلك نلاحظ انھ إذا كانت كل من,A Bمجموعة غیر خالیة فانA B
. غیر خالیة أیضا

)1.8(مبرھنة
1لتكن كل من 2( , ), ( , #)G G1فان. زمرة 2( , )G G  وتسمى زمرة حاصل ضرب للزمرتین (تكون زمرة

1 2( , ), ( , #)G G

),(),(),#(غة معرفة بالصیحیث dbcadcba  1وتكون 2( , )G G  أبدالیة أذا وفقط أذا  كانت كل
1من  2( , ), ( , #)G G

1كانت كل من وإذا. أبدالیة 2( , ), ( , #)G G 1زمرة منتھیة فان 2 1 20( ) 0( ) 0( )G G G G   .
: البرھان 
1لیكن )   1( 2( , ), ( , )a b c d G G 

1 1,a c G a c G     2وكذلك 2# ,b d G b d G   

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , # )a b c d G G a c b d G G      
1لیكن ) 2( 2( , ), ( , ), ( , )a b c d e f G G 

(( , ) ( , )) ( , ) ( , # ) ( , ) (( ) , ( # ) # ) ( ( ), #( # ))
( , ) ( , # ) ( , ) (( , ) ( , ))

a b c d e f a c b d e f a c e b d f a c e b d f

a b c e d f a b c d e f

       
  

  
  

 تجمیعیة
1إذا كان ) 3( 2,e e 1یمثلان العنصران المحایدان للزمرتین 2( , ), ( , #)G G 1على التوالي فان 2( , )e e e

1لان  لكل یكون عنصر محاید للعملیة  2( , )a b G G فان
1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , # ) ( , )a b e a b e e a e b e a b    ذلك وك

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , # ) ( , )e a b e e a b e a e b a b    
1لیكن ) 4( 2( , )a b G G 1 1 1

1 2( , ) ( , )a b a b G G     
1 1 1 1 1

1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , # ) ( , )a b a b a b a b a a b b e e e         
1وكذلك  1 1 1 1

1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , # ) ( , )a b a b a b a b a a b b e e e         

1 2( , )G G  زمرة.
)2.8(مثال

)1 (( , )  حاصل ضرب الزمرة( , )  مع نفسھا حیث( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d   عنصرھا
(0,0)المحاید ھو 

)ونظیر العنصر  , )a b ھو( , )a b .
)2 (( , )   حاصل ضرب الزمرتین( , ), ( , )    حیث( , ) ( , ) ( , )a b c d a c bd  عنصرھا

(0,1)المحاید ھو 
)ونظیر العنصر  , )a b 1ھو( , )a b 
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3إذا كانت ) 3( 2G Z Z  {0,1,2}فان {0,1} {(0,0), (0,1), (1.0), (1,1), (2,0), (2,1)}G    وان
2 3( , )Z Z  زمرة

3ابدالیة حیث  2( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d   ونظیر العنصر (0,0)عنصرھا المحاید ھو( , )a b

)1ھو  , )a b 

)3.8(مبرھنة
1لتكن كل من  2( , ), ( , #)G G 1زمرة فان 2 2 1( , ) ( , )G G G G   

: البرھان 
1 2 2 1: ( , ) ( , )f G G G G   ( , ) ( , )f a b b a

1 2( , )a b G G 

. تماثل تقابلي fبسھولة اثبات الدالة 
)4.8(مبرھنة

1لتكن كل من  2( , ), ( , #)G G 1زمرة ولتكن 2 1 2,A e G B G e    فان
)كل من ) 1( , ), ( , )A B  1زمرة جزئیة سویة من الزمرة 2( , )G G .
)2(2 1( , #) ( , ), ( , ) ( , )G A G B   .

:البرھان 
1 2 1 2 1 2 2 1{( , ) : }, {( , ) : }A e G e b b G B G e a e a G       

1بما ان ) 1( 2( , )A e e A  

1لیكن  1 1 2( , ), ( , )e b e b A حیث
2

1
1 2 1 2 2# ,b b G b b G    2لان( , #)G زمرة

2

1 1 1
1 1 1 2 1 1 1 1 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , # )e b e b e b e b e b b A      

( , )A  1زمرة جزئیة  من الزمرة 2( , )G G .
)1لیكن  , )e b A ،1 2( , )x y G G 1

2 2# # ,y b y G b y G    
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , # # ) ( , # # )x y e b x y x y e b x y x e x y b y e y b y A              
( , )A  1زمرة جزئیة سویة من الزمرة 2( , )G G 

)وبالمثل نبرھن  , )B  1زمرة جزئیة سویة من الزمرة 2( , )G G 
f:2نعرف الدالة ) 2( G A 1بالصیغة( ) ( , )f b e b 2لكلb G

1) ا( 2 2,b b G1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 2( # ) ( , # ) ( , ) ( , ) ( ) ( )f b b e b b e b e b f b f b    
f  تماثل
1) ب( 2 2,b b G1 2( ) ( )f b f b1 2 1 1 1 2( , ) ( , )b b e b e b   

f  متباینة
yلیكن ) ج( A 2یوجدb G 1بحیث ان( , )y e b 1ولكن( ) ( , )f b e b

 2یوجدb G بحیث( )f b yf  شاملة
)2وعلیھ  , #) ( , )G A  1وبالمثل نبرھن( , ) ( , )G B  

)5.8(مبرھنة
( , )H 1( , )G ،( , #)K

)2الزمرة , #)G فان ،
)1 (( , )H K  1زمرة جزئیة سویة من الزمرة 2( , )G G 
)2 (1 2 1 2( / , ) (( / ) ( / ), )G G H K G H G K     
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: البرھان 
1بما ان  2 1 2( , ) ,H K e e H K e H e K       

,لیكن   , , ( , ), ( , )a c H b d K a b c d H K    1 1, #a c H b d K    
1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , # )a b c d a b c d a c b d H K          

( , )H K  1زمرة جزئیة  من الزمرة 2( , )G G 
)لیكن  , )a b H K  ،1 2( , )x y G G 1 2, , ,x G a H y G b K    

)بما ان  , )H 1زمرة جزئیة سویة من الزمرة( , )G 1x a x H    

)وكذلك  , #)K2زمرة جزئیة سویة من الزمرة( , #)G1 # #y b y K  
1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , # # )x y a b x y x y a b x y x a x y b y H K             

( , )H K  1زمرة جزئیة سویة من الزمرة 2( , )G G 
1بما ان كل من )  2( 1 1 2 2 2: / , : /G G H G G K   دالة تماثل شامل

1نعرف الدالة    2 1 2: ( / ) ( / )f G G G H G K  1 2( , ) ( ( ), ( ))f a b a b 

1 2( , )a b G G 

1لیكن ) ا( 2 1 2, , , ( , ), ( , )a c G b d G a b c d G G    

1 2(( , ) ( , )) ( , # ) ( ( ), ( # )) (( ) ), ( # ) # ))f a b c d f a c b d a c b d a c H a c H       

1 2 1 2(( , ) ( , )) (( ) ( ), ( # ) ( # )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , ) ( , )f a b c d a H c H a H c H a b c d f a b f c d           
f  تماثل

1) ب( 2,  ةf 

،)17.7مبرھنة (
1نحصل على  2 1 2( / ker( ), ) (( / ) ( / ), )G G f G H G K    

1لكن  2ker( ) {( , ) : ( , ) ( , )}f a b G G f a b H K   

1 2 1 2 1 2ker( ) {( , ) : ( ( ), ( )) ( , )} {( , ) : ( , # ) ( , )}f a b G G a b H K a b G G a H b K H K         

1 2ker( ) {( , ) : ( , ) }f a b G G a b H K H K     

1 2 1 2( / , ) (( / ) ( / ), )G G H K G H G K      

)6.8(ةمبرھن
)لتكن كل من , ), ( , )H K  زمرة جزئیة سویة فعلیة من الزمرة),( G بحیث

,}{أن eKHKHG  فان),(),( KHG .
: البرھان 

aلیكن  G
aبما ان   h k a H K G H K        حیث,h H k K 

f:نعرف الدالة  G H K  بالصیغة( ) ( , )f a h k لكلa G
معرفة تعریفا حسناfیجب ان نبرھن ) 1(

1نفرض  1 2 2h k h k   1بحیث ان 2 1 2, , ,h h H k k K 1
2 1 2 1h h k k    

1بما ان 
2 1 2 1h h K k k K      1ولكن 1

2 1 2 11h h H K h h H      
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}بما ان  }H K e 1
1 2 2 1h h h h e     1وبالمثل نبرھن 2k k

1 1 2 2( , ) ( , )h k h k 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )f a f b f h k f h k     f معرفة تعریفا حسنا
a,لیكن : تماثل fیجب ان نبرھن الدالة ) 2( b G1 1 2 2,a h k b h k     حیث

1 2 1 2, , ,h h H k k K 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2( ) (( ) ( )) (( ) ( )) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )f a b f h k h k f h h k k h h k k h k h k f a f b              
f  تماثل

bلیكن : شاملة fیجب ان نبرھن الدالة ) 3( h k b H K     حیث,h H k K 
: متباینة fیجب ان نبرھن الدالة ) 4(

)7.8(مثال
)1  (( , ) ( { 1,1}, )       لان كل من( , ), ({ 1,1}, )    زمرة جزئیة سویة من الزمرة( , ) 

وكذلك 
{ 1,1} {1}    ،{ 1,1}    

)الزمرة ) 2( , ) كتابتھا على شكل لایمكنH K {0}حیثH  {0}وK 
)نفرض : سنبرھن بطریقة التناقض  , ) ( , )H K   

 یوجدn H ،m K بحیث ان,n m nm  nm H K   وھذا لا
.یجوز

)8(تمارین
),(),(برھن على ان 1.8 nmnmmn ZZZ   عندما. . ( , ) 1g c d n m 

,{0,4,8}لیكن 2.8 {0,3,6,9}H K  . 12ھل ان 12( , ) ( , )Z H K   ھان؟ مع البر.
)برھن على ان الزمرة 3.8 , ) لایمكن كتابتھا على شكلH K {0}مالم تكنH  أو
{0}K 
1لتكن كل من 4.8 2( , ), ( , #)G G 1زمرة ولتكن 2 1 2,A e G B G e   لى ان برھن ع
.Bقابل للمبادلة مع كل عنصر من Aكل عنصر من) 1(
1كل عنصر من    ) 2( 2G GA

.Bمن 
)3(1 2 1 2( / , ) ( , ), ( / , ) ( , )G G A B G G B A      
1لتكن كل من 5.8 2( , ), ( , #)G G 1زمرة دائریة  بحیث أن 20( ) , 0( )G n G m  یرھن على ان

1 2( , )G G  تكون
.عددا  أولیا ,nmدائریة أذا وفقط أذا كان كل من 

),(لتكن 6.8 G ولتكن زمرة}:),{( Gaaa  برھن على ان
)1(),(),(  G
)2(),(  زمرة جزئیة سویة من الزمرة),( GG  أذا وفقط أذا كانت),( Gأبدالیة.


