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محاضرات الدكتور نوري فرحان المیاحي
في 

Functional Analysis I) 1(تحلیل دالي 
Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة . 1

، بعض الأمثلة المھمة، المجموعات المتناظرة ، المجموعات المتوازنة، المجموعات ةالخطیاتالفضاء
الدوال الخطیة، ، ، التحدبلجمع المباشر، الاستقلال الخطي، القواعد والبعدالماصة، الفضاءات الجزئیة، ا

.فضاءات القسمة
Normed Spacesالفضاءات المعیاریة.  2

المعیاریة ، جداء الفضاءات المعیاریة،الفضاءات شبھالفضاء المعیاري، بعض الأمثلة المھمة، تعریف 
.ضاءات المعیاریةمبادئ متریة في الفالمعاییر المتكافئة،

Banach Spacesفضاءات بناخ . 3
.بعض الأمثلة المھمةفضاءات بناخ، ، التقارب في الفضاءات المعیاریة

Continuous Liner Functionsالدوال الخطیة المستمرة . 4
اریة القابلة الفضاءات المعی،الاستمراریة، القیدیة، فضاءات الدوال الخطیة المقیدة، تشاكل الفضاءات المعیاریة

.للفصل
Hilbert Spacesفضاءات ھلبرت. 5

فضاء ھلبرت الابتدائي، تعریف فضاء ھلبرت مع بعض المبرھنات المھمة، التعامد، المجموعات المتعامدة 
.الأحادیة، القاعدة الأحادیة
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Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة .1
لیمثل حقل Fوسوف  نستخدم الحرفوحقل الأعداد العقدیة بالرمزقیقیة بالرمزمن المألوف أن یرمز لحقل الأعداد الح

.الأعداد الحقیقیة أو العقدیة مالم نذكر خلاف ذلك
)  1.1(تعریف

,,،عناصرھاXھو المجموعة غیر الخالیةFعلى الحقل)Linear space(الفضاء الخطي yxتسمى  بالمتجھات)(vectors
: تحقق البدیھیات الآتیة 

)1(X زمرة تبادلیة جمعیة ، أي أن( , )X لعنصر المحاید الجمعي فيونرمز ل. زمرة تبادلیةX 0بالرمزX.
:توجد دالة ) 2( F X X  تسمى عملیة الضرب القیاسي(Scalar Multiplication) تحقق الشروط الآتیة:
) ا(  yxyx   لكل,x y X ولكلF)ب(  xxx  

xلكل X ولكلF ,
) ج(   xx   لكلx X ولكلF xx) د(, لكلXx حیث العنصر المحاید ألضربي  .

ملاحظة 
Fإذا كان  فان  الفضاء الخطي على ،Fیسمى بالفضاء الخطي الحقیقي ،(The Real Vector Space) ویسمى بالفضاء

Fعندما (The Complex Vector Space)الخطي  العقدي   .

.لمبرھنة الآتیة تبین الخواص العامة للفضاءات الخطیة  وسنترك برھانھا للقارئ لأنھ ینتج مباشرة من التعریفا
)2.1(مبرھنة

:فأن ، Fفضاء خطیا على الحقل Xإذا كان 
)1(0. 0x  لكلXx
)2(00  لكلF
)3(     xxx   لكلF ، لكلXx
Xyxإذا كان )4( , فانھ یوجد عنصر وحیدXz بحیثyzx 
)5 (  yxyx   لكلXyx , و لكلF
0إذا كان ) 6( x0   0أوx
xxوكان0xإذا كان  )7(  21  21فان  
0x،0,0إذا كان ) 8(  y  و كانyx   فانyx .

.فیما یلي أمثلة متنوعة على فضاء المتجھات 
) 3.1(مثال

المعرفة بالشكلnFعددا طبیعیا، فان المجموعة nحقلا وكانFإذا كان: )nFالفضاء()1(
  1, , : , 1, 2,3, ,n

n iF x x x x F i n    

لعملیتي الجمع و الضرب القیاسي المعرفتین كالآتي بالنسبة Fخطیا علىتكون فضاء
     1 1 1 1, , , , , ,n n n nx y x x y y x y x y        لكل, nx y F

   1 1, , , ,n nx x x x x       لكلnx F ولكلF.
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1حقلا، وكان  Fإذا كان ) :   pفضاء) ( 2( p   فان المجموعةp المعرفة بالشكل

 1 2
1

, , : , pp
i i

i

l x x x x F x




 
     
 



بالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب القیاسي المعرفتین كالآتيFتكون فضاء خطیا على
   1 2 1 2 1 1 2 2, , , , ( , , )x y x x y y x y x y        لكل, px y

   1 2 1 2, , , ,x x x x x       لكلpx ولكلF
المعرفة بالشكلحقلا، فان المجموعة Fإذا كان ) : فضاء) ( 3(

  1 2{ , , : , , 1, 2, }i i ix x x x F x k i       

بالنسبة لعملیتي Fتكون فضاء متجھات على الحقل). iولكن لا یعتمد على xعدد حقیقي یعتمد على xkحیث (
)2.1.10(الجمع والضرب القیاسي المعرفتین في المثال

فضاء ) (4( baC حقلا، فان المجموعة Fإذا كان) : , baC المعرفة بالشكل,
}f دالة مقیدة ومستمرة    FbafbaC  ,:,

بالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب المعرفتین كالآتيFتكون فضاء خطیا على الحقل 
      xgxfxgf  لكل , ,f g C a b

     f x f x  لكل ,f C a bولكلF

) 4.1(تعریف
XF,A B X ،G FA B ،GA  :

{ : , }, { : , }A B a b a A b B A a a A         

ملاحظات
كانتإذا)1( aA )لمجموعة أي أن اA نكتب ). تحتوي على عنصر واحد فقطBa  بدلا من  Ba  حیث أن

 BbbaxBa  Baوتسمى المجموعة: بإزاحةB بواسطةa.
Bفان  A0إذا كان )  2( A B 
)3( 

a A

A B a B


  
}إذا كانت)4( }فنكتبAبدلا من{ }A  حیث أن :A a a A  

وبصورة خاصة   AaaAA  AAإذا كانت (Symmetric)مجموعة  متناظرة Aویقال أن.1: 

وعلیھ فان  AA  تكون متناظرة لكلXA .
) 5.1(تعریف

إذا (Balanced Set)مجموعة متوازنة  Aیقال أن . Fعلى الحقلXمجموعة جزئیة في الفضاء الخطي Aلتكن
Fلكل AAكان   ,1.

)6.1(مبرھنة 
A,لتكن كل من  Bمجموعة متوازنة في الفضاء الخطيXعلى الحقلF فان كل منA B ،A B  ،A B تكون

.Xمتوازنة في
:البرھان
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1,Bبحیث أن Fلیكن B A A   

( )x y x A B    BAy  AyBy ,
 AxBx  , AxBxBAx ,
 BABABA )( مجموعة متوازنة وبالمثل نبرھنA B مجموعة متوازنة

BAالآن نبرھن   متوازنة
)لیكن  ) ( )x a b x A B      حیث,b B a A  bax 

AلانAaبما أن  A وكذلكb B  لانA B 
( )A B A B A B x A B         مجموعة متوازنة .

)7.1(مبرھنة 
AAفأن 1بحیث أن Fعلى الحقل لیكنXمجموعة متوازنة في الفضاء الخطي Aلتكن   وعلیھ كل مجموعة

.متوازنة تكون متناظرة
: البرھان 
Aمتوازنة Aبما أن A   لكلF 1و AA 1عندما

AAنحتاج أن نبرھن    : لیكنAx 

00بما أن    . ضع



11 

متوازنة Aبما أن  AAAx 
 AxAxAA  )(A A  

11نضع : متناظرة  Aبقي أن نبرھن   

Aبما أن  A A A A    متناظرة.
)8.1(تعریف

)Absorbs(بأنھا تمتص Aیقال عن المجموعة .Fعلى الحقل Xخطيمجموعة جزئیة في الفضاء ال,BAلتكن كل من
ABبحیث أن  A0أذا وجد Bالمجموعة   0لكل  .قال عنویA ماصة بأنھا(Absorbing) إذا كان لكلXx

0یوجد  بحیث أنx A.
) 9.1(تعریف

Mإذا كانتXمن) Subspace(بأنھ فضاء جزئي Mیقال عان . Fقـلعلى الحXمجموعة جزئیة من الفضاء الخطي Mلتكن
.Xبالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب القیاسي المعرفتین علىFفضاء متجھات على الحقل

یكون فضاء M،  فأنFعلى الحقل Xمجموعة جزئیة غیر خالیة من الفضاء الخطيMبسھولة یمكن برھان إذا كانت 
:إذا تحققت الشروط التالیة Xجزئیاً من

Myxإذا كان  ) 1( ,  فأنMyx 
Mxفأن  MxوFإذا كان) 2(

Myxیكافئان الشرط إذا كان (2)و(1)الشرطان  ,وكانF Myxفان,  وكذلك نستطیع أن نبرھن أنM

MMMإذا كان  Xیكون فضاء جزئیاً من  وM0 لكلF ,
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ملاحظة 
یكون فضاء جزئیا }0(نفسھ یكون فضاء جزئیا والمجموعة Xوجد على الأقل فضائیین  جزئیین ھما یXلكل فضاء خطي 

.تسمى فضاء جزئیا فعلیاMفانXمجموعة جزئیة فعلیة في Mإذا كانت. یسمى الفضاء الجزئي الصفري
)10.1(مبرھنة 

21إذا كان كل من , MMفضاء جزئیا من الفضاء الخطيXعلى الحقلFفان
)1 (21 MM  یكون فضاء جزئیا منX.
)2(21 MM یكون فضاء جزئیا منX 21إذا و فقط إذا كان MM 12أو MM 
)3(21 MM  یكون فضاء جزئیا منX  21ویحتوي على كل من , MM.

: البرھان 
1بما أن ) 1( 2 1 2 2 10 0 , 0M M M M M M       

1لیكن   2, , ,F x y M M    1 2, , ,x y M x y M 

21بما أن كل من  , MM   فضاء جزئي2 1,x y M x y M      

1 2x y M M     21وعلیھ MM  فضاء جزئي منX .
.                             للقارئ (2)،(3) یترك برھان 

)11.1(تعریف
F .XAعلى الحقل   Xمجموعة جزئیة من فضاء الخطي      Aلتكن  

یرمز لھ بالرمز وAبواسطة المجموعة( Generated)المولد  A أو الرمز Aspan.
: و من التعریف مباشرة یمكن إثبات الآتي 

)1 (][AA )2 ( A =  تقاطع كل الفضاءات الجزئیة فيX والتي تحتوي علىA.
)3(A یكون فضاء جزئیاً فيX إذا و فقط إذا كانت AA .

)12.1(تعریف
1ولیكنFفضاء خطي على الحقلXلیكن 2, , , nx x x Xل للمتجھیقاx Xبأنھ تركیب خطي(Linear Combination)

1للمتجھات 2, , , nx x x إذا كان
1

n

i i
i

x x


 ، حیثi F  1لكل, 2, ,i n 

)13.1(مبرھنة
فان  Fعلى الحقلXمجموعة جزئیة غیر خالیة في الفضاء الخطي Aإذا كانت

 
1

: , , 1, , ,
n

i i i i
i

A x x F x A i n n  



 
      
 

  

:  البرھان

لتكن      
1

: , ,
n

i i i i
i

B x x F x A n  



 
     
 
 

بما أن  A فضاء جزئي ویحتوي علىA فأن  ، A یحتوي على كل التراكیب الخطیة إلىA  AB  . من جھة
ولكن . Aفضاء متجھات و یحتوي Bأخرى یمكن برھان Aر فضاء جزئي یحتوي اصغA   BAوعلیھ

  BA .
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ملاحظات
}0إذا كانت) 1( }A x 0سنكتب[ ]x 0بدلا من[{ } ]x  0وعلیة 0[ ] { : }x x F  

Axو Xمجموعة جزئیة في Aذا كانت إ) 2( 0  فان  0xA ھو الفضاء الجزئي المولد  بواسطة
المجموعة   0xA   وان    FAaxaxxA   ,:00

) 14.1(تعریف 
إذا ) Maximal Subspace(فضاء جزئي أعظمي Mیقال عن. Fعلى الحقل Xفضاء جزئیاً فعلیاً في الفضاء الخطيMلیكن

XNMبحیث   Xفضاء جزئیاً في Nإذا كان:  تحقق الشرط الآتي    فانXN .
وبسھولة یمكن إثبات   

ئي أعظمي إذا وفقط إذا فضاء جزMفانFعلى الحقل Xفضاء جزئیاً فعلیاً في الفضاء الخطي Mإذا كان 
]0كان { }]X M x  0لكلx M  .وعلیھ لكلXx 0لھ تمثیل وحیدxmx  حیثMmF  ,

) 15.1(تعریف
21لیكن كل من , MMخطي فضاء جزئي من الفضاء الXعلى الحقلF . 21یقال عن , MM منفصلان)Disjoint( إذا كان

 021 MM

)16.1(تعریف
21لیكن كل من , MMفضاء جزئیا من الفضاء الخطيX على الحقلF نعیقالX بأنة جمع مباشر(Direct Sum) إلى

21 , MM )21ویكتب MMX ( إذا كان لكلXxیمثل بشكل وحید بالصیغة
221121 ,, MmMmmmx 

21ومن الممكن برھان MMX   إذا و فقط إذا كان 021 MM  21و MMX 

ملاحظة
21الفضائیین الجزئیین جمعاً مباشراً إلىXإذا كان الفضاء الخطي  , MM 21أي MMX  2فانM یسمى الفضاء الجزئي

(Complement Subspace )1MX)21 , MM (
.برھان  كل فضاء جزئي یمتلك فضاء جزئیا مكملا 

)17.1(تعریف
المجموعة المنتھیة .Fفضاء خطیا على الحقلXلیكن  nxx Linear)تسمى معتمدة خطیا Xمن المتجھات في 1,...,

Dependent)1إذا وجدت 2, , , n F   1ث أنلیست جمیعھا أصفار بحی 2 2 2 0n nx x x     
بعبارة أخرى المجموعة المنتھیة (Linear Independent) وما عدا ذلك یقال أن المجموعة مستقلة خطیا 1, , nx x تكون

1مستقلة خطیا إذا كان  2 2 2 0n nx x x      021فان  n .
تكون مستقلة خطیا و ما Aمستقلة خطیا إذا كان كل مجموعة منتھیة غیر خالیة من Aیقال أن Xمجموعة جزئیة من Aإذا كانت 

.بحیث تكون معتمدة خطیا Aر خالیة من مجموعة معتمدة خطیا أي إذا وجدت مجموعة منتھیة غیAعدا ذلك یقال أن 
ملاحظات 
XAXxولتكن Fفضاء خطیا على الحقلXلیكن   ;0

.علیھ فأن كل فضاء جزئي یكون مجموعة معتمدة خطیاتكون معتمدة خطیا وAفان A0إذا كان )(1
00إذا كان ) (2 x فان المجموعة 0x مستقلة خطیا.
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)18.1(مبرھنة
XBAولتكن Fفضاء خطیا على الحقل Xلیكن  

.تكون مستقلة خطیاAًمستقلة خطیا فان Bإذا كانت)(2.تكون معتمدة خطیاBًمعتمدة خطیا فان Aإذا كانت)(1
: البرھان

1) (AAD D
D D B A B    معتمدة خطیا.

.وھذا تناقض) 1حسب (یا تكون معتمدة خطBمعتمدة خطیا فأن Aإذا كانت )(2
) 19.1(تعریف

مستقلة Aإذا كانت Xإلى(Basis)قاعدةAیقال أن . Fعلى الحقلXمجموعة جزئیة غیر خالیة في الفضاء الخطيAلتكن 
Xخطیا وتولد  AX  .
المجموعة nee }0,1,,0,{}0,1,0,,0,{}0,0,,1,0{حیث1,...., 21   neee تشكل قاعدة إلىn وتسمى بالقاعدة
الطبیعیة 
ملاحظة 

إذا كانت  0Xجموعة جزئیة مستقلة خطیا منفلا توجد مXوعلیھ فانXلیست لھا قاعدة .
.فضاء خطي غیر صفري یمتلك قاعدة 

)20.1(تعریف
Dimension) ببعدXـاعـدة إلىیسمى عدد عناصر الق. Fفضاء متجھات على الحقـلXلیكن )X وغالبا ما  یكتب

Xdim لیدل على بعدX .
الفضاء الخطي الصفري    0X بالرغم من أن لیس لھ قاعدة فیعامل على أن بعده یساوي صفر 0dim X . یقال أن

إذا كان بعده صفراً أو عدد صحیح موجب و یقال ( finite–dimensional)) أو ذي بعد منتھي (منتھي البعد Xالفضاء الخطي 
.( Infinite–dimensional)انھ غیر منتھي البعد إذا كان عدد عناصر قاعدتھ غیر منتھي 

dimنلاحظ أن n n إذا كانn على الحقل ،dim 2n n عندماnعلى.
كانتفضاء متجھات منتھي البعد وXمن السھل أن نثبت، أنھ إذا كان 1 , , nx x   قاعدة لھ فان كلXx یمثل

iبشكل وحید بالصیغة   

n

i
i xx 




1
 لكلFi 

فانnفضاء خطي ذو البعد Xإذ كان : ملاحظة 
تحتوي على Xیة في أي مجموعة جزئ) 1( 1n من المتجھات تكون معتمدة خطیا.
من المتجھات فأن nتحتوي على Xمجموعة جزئیة في Aإذا كانت ) 2(
.Xفإنھا قاعدة إلى Xمولدة إلى Aإذا كانت)ب.  (Xمستقلة خطیا فإنھا قاعدة إلى Aإذا كانت )ا(

)21.1(مبرھنة
XMفان Xفضاء الخطي المنتھي البعد فضاء جزئیا من الMإذا كان) 1( dimdim     إضافة إلى ذلك فانھ

XMإذا كان  dimdim  فانXM .
21إذا كان كل من ) 2( , MM فضاء جزئیاً من الفضاء الخطي المنتھي البعدX           فان

   212121 dimdimdimdim MMMMMM 
و بصورة خاصة     2121 dimdimdim MMMM 

یترك للقارئ :البرھان 
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Convexityالتحـدب 
)22.1(تعریف 

Convex(مجموعة محدبة Aیقال أن. Fقلعلى الحXجزئیة في الفضاء الخطيمجموعةAلتكن Set (  إذا كان
  Ayx   Ayxلكل 1 ,  10ولكل   . بعبارة أخرىA تكون محدبة إذا كان  AAA   لكل    1

10  
.المجموعة الخالیة والمجموعة التي تحتوي على عنصر واحد فقط تكون مجموعة محدبة 

) 23.1(مثال
. كل فضاء جزئي ھو مجموعة محدبة ولكن العكس غیر صحیح دائما 

: الحـــل 
Myxفان Xفضاء جزئیاً في الفضاء الخطيMإذا كان  لكلMyx , ولكلF ,

1نضع    , 0 1,        

 1x y M    لكلMyx , 10ولكل  M  مجموعة محدبة
:ثال الآتي ولإثبات العكس نأخذ الم

2Xلیكن  ولیكن  2, : 0, 0M x y x y    .نلاحظ أنM ًمجموعة محدبة ولا تمثل فضاء جزئیا .
ملاحظة

، فأن   Xمجموعة جزئیة في الفضاء الخطي Aإذا كانت   AAA    . في الواقع إذا كان
 Ax  فان  Aaax  ,x a a A A        ولكن AAA  

. والمبرھنة التالیة تبین متى تتحقق المساواة
) 24.1(مبرھنة
محدبة إذا وفقط إذا كان A، فان Xمجموعة جزئیة في فضاء الخطيAإذا كانت  AAA   لكل,  
:البرھان

من الواضح أن  .   مجموعة محدبة Aنفرض   AAA    .
یجب أن نبرھن     AAA  

AAxلیكن     bax  حیث أنAba  ,   bax














نضع   














1 بما أن     ، R ,0

بما أن   110

مجموعة محدبة Aبما أن    Aba  Abaأي أن 1 



 






وعلیھ فأن  Ax    ومنھا نستنج AAA    AAA  
لإثبات الاتجاه الأخر،  نفرض    AAA   لكل,  

1001لتكن     من الفرض نحصل     AAAA   11
لذلك فأن   AAA   . مجموعة محدبةAوعلیھ فأن 1
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)25.1(مبرھنة 
BA,XFF BA 

،A B ،Aكون مجموعة محدبة في تXًأیضا   .
: البرھان

BAyxلیكن  )  1(  ,,10         فانBbbAaabaybax  21212211 ,,,,,
مجموعة محدبة ,BAبما أن كل من     BbbAaa  2121 1,1 

             21212211 1111 bbaababayx  
ذلك فأن ل 1x y A B     وعلیھ فأنBA مجموعة محدبة.
BAyxلیكن ) 2( , 10ولتكن   AyxByx ,,,

مجموعة محدبة  ,BAبما أن كل من      AyxByx  1,1
  BAyx   .مجموعة محدبة BAوعلیھ فأن  1

Ayxلیكن ) 3( , 10و  ,x z y w    حیثAwz ,
مجموعة محدبة فأن Aبما أن    ( 1 ) 1z w A z w A           

بما أن     Ayxwzz   )1(1)()1(
A تكون محدبة.
) 26.1(تعریف

تسمى غلاف محدبAتحتوي على Xاصغر مجموعة محدبة في. Xمجموعة جزئیة في الفضاء الخطي Aلتكن 
(Convex hull) للمجموعةA ویرمز لھا بالرمز Aconv        .

: من التعریف مباشرة یمكن إثبات ما یلي 

)1 ( AconvA)2 ( Aconvتقاطع جمیع المجموعات المحدبة التي تحتوي علىA

)3 (A  مجموعة محدبة إذا وفقط إذا كانت AconvA 

) 27.1(تعریف
1ولیكن Fفضاء خطیا على الحقلXلیكن  2, , , nx x x X یقال عن المتجھXx بأنھ تركیب محدب)Convex

Combination ( 1للمتجھات, , nx xإذا كان
1

n

i i
i

x x


 0، حیثi  ،
1

1
n

i
i





) 28.1(مبرھنة

، فانXمجموعة جزئیة في الفضاء الخطي Aإذا كانت 

 
1 1

: 0, 1 ,
n n

i i i i i
i i

conv A x x x A  
 

 
     
 
 

: نالبرھا

لتكن   
1 1

: 0, 1 ,
n n

i i i i i
i i

B x x x A  
 

 
     
 
 

BxxxAxولیكن  i

n

i
ii

n

i
ii  

 11
,0,1, 
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بما أن     AconvAAconvxi 

سنبرھن بطریقة الاستقراء الریاضي على  أنھ  Aconvx
، فأن   2nإذا كان  1 1 2 2 1 1 21x x x x x       

أن  بما    AconvxxAconv 21 مجموعة محدبة  ,, Aconvx
. nونبرھن على إنھا صحیحة عند 1nنفرض أن العبارة صحیحة عند  

1إذا كان  2 1 0n        1فانn  وعلیھ فأن Aconvxxx ni

n

i
i 

1


...0أما إذا كان   121  n   .   121نضع ...0,1  nn 

نفرض    



 i
i   نحصل على ،  111 1

1

1

1

1

1
 






















n

i
i

n

i

i
n

i
i

    Aconvxx nn 1111 ... 

بما أن   Aconv مجموعة محدبة   Aconvxxx nnnn    1111 ...
iiوبما أن    Aconvxxx nnnn    1111 لذلك فأن ... B conv A

بقى أن نبرھن أن   conv A B

BAبسھولة یمكن إثبات     AconvA

لذلك فأن conv A B   وعلیھ فأن  BAconv .
Liner Functionsالدوال الخطیة

YXن لیكن  كل م YXfیقال عن الدالة . Fخطیا على الحقل فضاء, :بأنھا دالة خطیة  إذا كان
)()()( yfxfyxf  

Fلكل  Xyxولكل , ,. الدالة الخطیةFXf : بالدالیة الخطیةتسمى(Linear Functional)
YXfالدالة الخطیة kernel)(نواة. Xعلى  : یرمز لھا بالرمز)ker( fوتعرف كالأتي:

    0:ker  xfXxf

أن أي     0ker 1 ff . وبسھولة یمكن إثبات)ker( f فضاءً جزئیاً منX .  وكذلك   0ker f إذا وفقط إذا كانت ،
YXویقال عن . متباینةfًالدالة  ) خطیاYًشاكلتیXیقال أو( متشاكلین خطیا ,

) (Linear Isomorphic،) یكتب)( YX  إذا وجدت دالة خطیة تقابلیةYXf : مثل ھذه الدالة تسمى بالتشاكل الخطي
)Linear Isomorphism. (

)29.1(مبرھنة
,إذا كان كل من ,X Y Z فضاء متجھات على الحقلF وكان كل منZYgYXf  دالة خطیة فان:,:

ZXfg :یمثل دالة خطیة.
:  البرھان 

XyxFلیكن    ,,, 

          
   

( )( ) ( ( ))g f x y g f x y g f x f y g f x g f y

g f x g f y

       

 

      

 



 
fg ًدالة خطیة.
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) 30.1(مبرھنة
YXfلیكن : دالة خطیة وكانتXAYB  ، فأن,

.Yفي) وعة محدبةأو مجم(یكون فضاء جزئیاً Af)(فان Xفي) أو مجموعة محدبة ( فضاء جزئیاً Aإذا كانت) 1(
1)(فان Yفي) أو مجموعة محدبة ( فضاء جزئیاBًإذا كانت) 2( Bf  ًفي ) أو مجموعة محدبة(یكون فضاء جزئیاX.

: البرھان
.Yفضاء جزئیاً فيAf)(، سنبرھن أنXفضاء جزئیاً فيAنفرض) 1(

     YAxxfAf  :
) فضاء جزئیاAًلان (A0بما أن )()0(0)( AffAf 

لیكن  AfyyF  21 ,,,  1یوجد 2,x x A أنبحیث   1 1 2 2,y f x y f x 

     212121 xxfxfxfyy  
فضاء جزئیاً  Aما أنب   AxxAfyy 2121 

.مجموعة محدبة Aوبنفس الطریقة یمكن أن نبرھن إذا كانت 
1)(، سنبرھن أن Yفضاء جزئیاً في Bنفرض أن )2( Bf  جزئیاً في فضاءX

     XBxfXxBf  :1

)1واضح أن    )f B  
لیكن   1

1 2, , ,F x x f B       Bxfxf 21 ,

فضاء جزئیاً Bبما أن    Bxfxf  21    1
1 2 1 2x x f B f x x B        

وعلیھ فأن Bf 1 فضاء جزئیاً فيX .وبالمثل یمكن البرھنة إذا كانتB مجموعة محدبة.
) 31.1(مبرھنة
منتھي البعد وكانت خطیافضاء Xإذا كان  1, , nx x قاعدة إلىX فان لأي مجموعة ، nyy من المتجھات nمكونة من 1,...,

YXfتوجد دالة خطیة وحیدة Yخطي فضاء الالفي  : بحیث أن  ii yxf للكi.
: البرھان 

بما أن. Xxلیكن  nxx لھ تمثیل وحید ، أي أن xقاعدة 1,...,
1

n

i i
i

x x


  حیث أنi F 

YXfنعرف الدالة :كالآتي     :  i

n

i
i yxf 




1


: یجب أن نبرھن 

(1)f لیكن : دالة خطیةXyxF  ,,,   إذا ،i

n

i
ii

n

i
i xyxx 




11

,  فأن

  i

n

i
ii xyx 




1

وعلیة

       yfxfyyyyxf i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii   

 111

(2)  ii yxf 
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nii xxxx .....1...1 
  iii yyxf  .1

(3)f إذا كان: دالة خطیة وحیدةYXg : دالة خطیة بحیث أن  ii yxg 

فأننا نحتاج أن نبرھن    xfxg  لكلXx.

Xxxلیكن     لھ تمثیل وحید ، أي أنi

n

i
i xx 




1


     xfyxgxgxg i

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii 







 

 111
.

)32.1(مبرھنة
YXfلتكن  : أذا كان.دالة خطیةXفان الفضاء الجزئي . منتھي البعد)(Xfیكون منتھي البعد أیضا .

:البرھان
كان إذا  0dim X  فان 0X وان      0:  XxxfXf    0dim Xf .
إذا كان    0dim  nX . نفرض nxx ,...,1قاعدة إلىX ولیكن Xfy

یوجدXx  بحیث  yxf 

لھ تمثیل وحید، أي أن Xxقاعدة إلىبما أن 
1

n

i i
i

x x


 ،Fi   وان   
1

n

i i
i

f x f x




 
1

(1)
n

i i
i

y f x


 

لتكن ، )(),...,( 1 nxfxfBB  تمثل قاعدة إلى Xf . وعلیھ یكن)(Xfمنتھي البعد .
.Sylvester’s Lawالمبرھنة التالیة تسمى بقانون سلفستر 

)33.1(مبرھنة
YXfلتكن  : إذا كان. دالة خطیةX منتھي البعد فان))(dim())dim(ker()dim( XffX 

: البرھان
nXلیكن  )dim(  بما أن ،)ker( f فضاء جزئي من  Xf ker منتھي البعد

ولیكن     kfnk  kerdim
نفرض kxx ,...,11  قاعدة إلى)ker(},...,{ 11 fxx k ًمستقلة خطیا.

,...,1توجد مجموعة من المتجھات  kn xx بحیث أن
 nkk xxxx ,...,,,..., 11  تكون قاعدة إلىX.

یجب أن نبرھن   )(),...,( 12 nk xfxf  تكون قاعدة إلى)(Xf أي نبرھن ،
)1(2 مولدة إلى)(Xf : لیكن)(Xfy یوجدXx بحیث أن)(Xfy

لھ تركیب وحیدXxقاعدة إلى بما أن 

i

n

i
i xX 




1
،Fi 

nnkkkk xxxxx    ...... 1111
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1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ... ... ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )k k k k n n k k k k n ny f x f x x x x f x f x f x f x                       بما أن
)ker( fxi   لكل( ) 0 1,2,..,if x i k  لكلki ,...,2,1)(...)( 11 nnkk xfxfy   

.Xf)(مولدة إلى 2وعلیھ فأن 
)2(2ًلیكن: مستقلة خطیا

0)(...)( 11  nnkk xfxf  0)...)( 11 nnkk xxf 
 )ker(...11 fxx nnkk 

)ker(قاعدة إلى 1بما أن  f

kknnkk xxxx   ...... 1111

0...... 1111   nnkkkk xxxx 

بما أن المتجھات  nxx مستقلة خطیا1ً,...,  0...... 11 nkk 

2  2مستقلة خطیاً وعلیھ فأن قاعدة إلى)(Xf.
))dim(ker()dim())(dim( fXknXf 

)dim(ker()dim(()dim)((وبذلك یكون  XffX .
) 34.1(نتیجة
YXfلتكن  : إذا كان كل من. دالة خطیة,X Y منتھي البعد بحیثdim( ) dim( )X Y فان الدالةfًتكون متباینة

. إذا وفقط إذا كانت شاملة 
: البرھان

ةًمتباینfنفرض أن الدالة خطیة        0ker0kerdim ff

حسب قانون سلفستر 
))(dim())dim(ker()dim( XffX 

))(dim()dim( XfY 
وعلیھ فأن  XfYf  دالة شاملة .

شاملةً fس، نفرض أن الدالة خطیة وبالعك   XfY  وان ،dim( ) dim( ) dim ( )X Y f X 
نستنتج من ذلك أن        0kerdim0ker  fffدالة متباینة.

ملاحظة
. لیس بالضرورة أن تتحقق ھذه النتیجة في حالة الفضاءات ذات الأبعاد غیر المنتھیة 

) 35.1(مبرھنة
nFX، فان  nذا بعد منتھي Fعلى الحقل خطیافضاء Xإذا كان  
:البرھان

لتكن  nxx لھ تمثیل وحیدXxفان كلXقاعدة إلى 1,...,
1

n

i i
i

x x


 ،Fi 

nFXfنعرف الدالة : كالأتي :   nxf  ,...,1 . من السھل أن نبرھن أنfًتتشاكلا  خطیا.
) 36.1(مبرھنة

XYإذا كان كل من  YXفانFمنتھي البعد على الحقلخطیا فضاء ,  إذا وفقط إذا كانYX dimdim .
: البرھان
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YXنفرض     ًیوجد تشاكلاً خطیاYXf :       0kerوان fYXf

بما أن 
          )dim(dim0dimkerdimdim YYXffX 

nnیكون ) 35.1(حسب المبرھنة  FXFY  YXوعلیھ یكون , .
Quotient Spacesفضاءات القسمة   

المجموعة XxولتكنFعلى الحقلXفضاء جزئیاً من الفضاء الخطي Mلیكن  MmmxMx 
وبصورة مشابھة، المجموعة .  xمتولدة بواسطة XفيMإلى( Left Coset)تسمى مشاركة یسرى 
 MmxmxM  من الواضح أن كلا xمتولدة   بواسطة XفيMإلى)Right Coset(مشاركة یمنىتسمى:

MxxMمن   xMMx الیة إذا ھي عملیة أبدXبما أن عملیة الجمع في. Xمجموعة جزئیة في,  وعلیھ
xMفسوف تسمى للسھولة بالمشاركة إلىMفيXمتولدة بواسطةx     .

:بسھولة یمكن إثبات النتائج التالیة
MMx، فانMxإذا كان )1( وبصورة خاصةMM 0)لانM0.(
)2(MyxMyMx .
MXلیكن  /}:{بعبارة أخرى . XفيMیمثل المجموعة التي عناصرھا جمیع المشاركات إلى/ XxMxMX 

)37.1(مبرھنة 
MXفان . Fفضاءً جزئیاً من الفضاء الخطي على الحقلMلیكن  بالنسبة لعملیتي Fیكون فضاء خطیا على الحقل /

الجمع والضرب القیاسي المعرفتین كالآتي
)1 (     x M y M x y M       لكل,x y X

)2  ( x M x M    لكلF  ولكلx X

:البرھان
XyxXyxلیكن    وعلیھ فأن Xxفان Fوكذلك إذا كان ,

  MXMyxMXMx /,/ MX .مغلقة بالنسبة لعملیتي الجمع والضرب القیاسي /
. ألان نبرھن ھاتین العملیتین المعرفتین تعریفا حسنا 

MxMxXxxMyMyXyyلیكن   ,,,,,
MxxMyyینتج من ذلك، أن     ,

فضاء جزئيMبما أن      Myyxx

        MyxMyxMyxyx  ////

 عملیة الجمع فيMX مرة أخرى ، . معرفة تعریفا حسنا /
  FMxxMxxMxx   ,MxMx  

MXأي أن الضرب القیاسي في  .یكون كذلك معرفاً تعریفا حسنا /
. لكي یكتمل البرھان یجب أن نحقق جمیع شروط الفضاء الخطي  وھذا ما یترك للقارئ لأنھ ینتج مباشرة

MXالفضاء الخطي  تكون المتجھ الصفري Mة المشاركة والمجموع. Mبالنسبة إلىXیسمى فضاء القسمة إلى/
.في ھذا الفضاء) أي العنصر المحاید الجمعي ( 
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)38.1(مبرھنة 
MXXفان الدالة. Fعلى الحقلXفضاء جزئیاً من الفضاء الخطي Mلیكن /:  المعرفة بالشكلMxx )(

أو Canonical functionتسمى بالدالة القانونیة الدالة M)ker( )تكون دالةً خطیة شاملةً وان Xxلكل 
).Normal functionتسمى بالدالة السویة  

:البرھان
)1 ( لیكن : دالة خطیةXyxF  ,,, 

)()()()()()( yxMyMxMyxyx  
 دالة خطیة.

)2 ( لیكن : شاملMXy / یوجدXx بحیثMxy  yMxx)( شامل.
)3   (M)ker(

      MMxXxMMxXxMxXx  ::)(:)ker( 

ملاحـــظة
Xyxلیس على العموم متباینة لأنھ إذا كان الدالة  , بحیثMyx  فانMyMx  وبالتالي

)()( yx  .
)39.1(مبرھنة 

21لیكن كل من  , MM فضاء جزئیاً من فضاء المتجھاتXعلى الحقلF 21بحیث أن MMX  21فان / MXM 
12وكذلك  / MXM .

:البرھان 
21عرف الدالة  /: MXMf 2: كالأتي)( Mxxf  1لكلMx

یجب أن نبرھن
)1 (f 121لیكن : دالة خطیة ,,, MxxF 

)()()()()()( 21222122121 xfxfMxMxMxxxxf  
)2 (f 121لیكن : دالة متباینة , Mxx  بحیث)()( 21 xfxf  2221221 MxMxMxx

1212121بما أن  MxxMMxx 
ولكن  00 212121  MMxxxx

)3 (f 2لیكن : دالة شاملة/ MXy یوجدXx 2بحیثMxy 
2111بما ان  MMXyxx  1121بحیث , MxMy 
 2112121)( MxxyMxMxxfyfشاملة.

) 40.1(مبرھنة 
)dim()dim()/dim(منتھي البعد فان Xإذا كانت . Xفضاء جزئیاً من الفضاء الخطي  Mلیكن  MXMX 

:البرھان 
nXmMلیكن   dim,dim 1یوجد فضاء جزئيM منX 1بحیث أنMMX 

mnM

MMX




1

1

dim
dimdimdim

MXMبما أن  /1   فانmnMMX  1dim)/dim(
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The Space of Linear Functionsفضاء الدوال الخطیة 
X,لیكن كل من  Y فضاء خطیا على الحقلF . مجموعة جمیع الدوال الخطیة منXإلىY یرمز لھا بالرمز

),( YXL   أي أن ،}f  دالة خطیة( , ) { : ,L X Y f X Y  .إذا كانYX فنكتب ،)(XL بدلا من),( XXL .
),(نلاحظ أن YXL0),(وذلك لان YXL)0 نعرف الجمع والضرب القیاسي كالأتي ). تمثل التحویل الصفري:

)1 (      xgxfxgf   لكل),(, YXLgf .
)2 (    xfxf    لكل),( YXLf  ولكلF.

),(ن  YXLF.
),(أن YXL  مغلق بفعل العملیتین

لیكن(1)  YXLgf ,,  ولیكنXyxF  ,,, 
      

))(())(())()(())()((
)()()()(
ygfxgfygyfxgxf

ygxgyfxfyxgyxfyxgf







   YXLgf ,
لیكن (2) YXLfF ,,  ولیكنXyxF  ,,, 

                    yfxfyfxfyfxfyxfyxf   )(
   YXLf ,

:مما تقدم نستنتج المبرھنة الآتیة 
) 41.1(مبرھنة

YXإذا كان كل من ),(فان . Fفضاء خطیا على الحقل, YXLالفضاء الخطي على الحقلF بالنسبة لعملیتي الجمع
).أي في الشكل الطبیعي للجمع والضرب القیاسي للدوال ( والضرب القیاسي المعرفتین أعلاه

) 42.1(مبرھنة
YXلیكن كل من ),(فان الفضاء الخطي Fفضاء خطیا منتھي البعد على الحقل, YXL یكون منتھي البعد أیضا

Y)X)(dim(dimY),L(Xdimوان .
:البرھان 
},...,{لتكن  1 nxx قاعدة إلىX،},...,{ 1 myy قاعدة إلىY         . mYnX dim,dim

),(المطلوب ھو إنشاء قاعدة إلى  YXL مكونة منnm من المتجھات في),( YXL . لكل زوج من الأعداد
),(الصحیحة ji حیثnimj ,...,1,,...,1  یوجد تحویل خطي وحیدYXf ij : .بحیث أن









kiy

ki
yxf

j
jikkij

0
)( 

}{یجب أن نبرھن أن  ijf قاعدة إلى),( YXLأي نبرھن أن ،:
),(مولدة إلى :  أولاً  YXL : لیكن),( YXLf Yxf i niلكل )( ,...,1

},...,{بما أن 1 myy مولدة إلىY



m

j
jiji yxf

1
)(  ،Fij 

nk ,...,1  ،



m

j
jkjk yxf

1
)( 
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m

j

m

j

n

i
kijij

n

i
jijij

m

j
jikij

n

i
k xfyyxf

1 1 111 1
)))(()()()( 

fو 
 

m

j

n

i
ijij f

1 1
)( لھما نفس التأثیر على القاعدة إلىX .بما أنf  دالة خطیة 

 

m

j

n

i
ijij ff

1 1
)(  ،

),(تولدوعلیھ فأن   YXL.
نفرض: مستقلة :ثانیاً 

0)(
1 1

 
 

m

j
ijij

n

i

f

Fijبحیث أن  . إذا وحدنا قیمة ھذا المقدار عند المتجھkx أن ) كما في أعلاه(فینتج

0))((
1 11

 
 

m

j
kijij

n

i

m

j
jkj xfy 

},...,{بما أن  1 myy مستقلة خطیة0...21  kmkk 

.,ijلكل قیم 0ijنستنج أن kبتغیر 
)43.1(تعریف

),(الفضاء الخطي . Fفضاء خطیا على الحقلXلیكن FXL ) المتكون من كل الدالیان الخطیة علىX ( یسمى
)بالفضاء الثنائي الجبري  Algebraic Dual Space Xویرمز لھ بالرمزXإلى(  .أي أن

}f  دالیة خطیة  ,:{, FXfFXLX 

فضاء خطیا منتھي البعد وكانتXنستنج أن، إذا كان) 42.1(من المبرھنة  nxx فان المجموعةXقاعدة إلى 1,...,
 nff بحیث أن 1,...,









ji

ji
xf jiji 1

,0
)( 

Xتكون قاعدة إلى  وتسمى بقاعدة ثنویة إلىX  وعلیھ نستنتجXX dimdim .
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Normed Spacesالفضاءات المعیاریة. 2
) 1.2(تعریف 

.الدالة . Fفضاء خطیا على الحقلXلیكن : X  تسمى معیار)Norm (علىXإذا تحققت البدیھیات الآتیة
)1 (0x   لـكلXx)                             .2 (0x   0إذا وفقط إذا كانx.
)3(xx    لكلXx ولكلF)   .4 (yxyx   لكلXyx ,.

ائي ھو الثن) Normed space(الفضاء المعیاري  .,X حیث ،X فضاء خطیا على الحقلF معیار .و
بدلا من Xوسوف نكتب Xعلى  .,Xفي حالة عدم وجود التباس.

حظة ملا
.كل فضاء جزئي من فضاء معیاري یكون فضاء معیاریاً أیضا

) 2.2(تعریف 
p:الدالة .Fفضاء خطیا على الحقلXلیكن X  تسمى شبھ معیار)Semi-Norm (علىX إذا تحققت

ةالبدیھیات الآتی
)1 ()()()( ypxpyxp  لكلXyx ,)   .2 ()()( xpxp   لكلXx ولكلF.

ملاحظة
)(0یكون معیار إذا كانpشبھ المعیار xp 0عندماx . لتكن تمثل عائلة من شبھ المعاییر المعرفة على

بحیث أن pتوجد على الأقل Xxإذا كان لكل ) Separating(بأنھا فصل یقال عن . Xالفضاء الخطي 
0)( xp

المبرھنة التالیة تبین بعض خواص شبھ المعاییر 
)3.2(مبرھنة

فان   Fوعلى الحقل Xشبھ معیار على الفضاء الخطي pإذا كانت
)1(0)0( p)          .2()()( xpxp  لكلXx
)3 ()()( yxpxyp  لكلXyx ,)4()()()( yxpypxp  لكلXyx ,
)5 (0)( xp لكلXx)6 ( المجموعة 0)(:)(  xpXxpN تكون فضاء جزئیا منX

}:)(1{المجموعة ) 7(  xpXxA تكون محدبة ، متوازنة وماصة فيX.
: البرھان 

. تستنتج مباشرة من التعریف )  3(، ) 2(، ) 1(الخواص 
)4 (

  yyxx 
)()())(()( ypyxpyyxpxp 

( ) ( ) ( ) (1)p x p y p x y   
)وبنفس الطریقة ، فأن  ) ( ) ( ) (2)p x y p x p y     نحصل على )  2(، ) 1(من

)()()()( yxpypxpyxp 
)()()( yxpypxp   .
)()()(بما أن    ) 5( yxpypxp  لكلXyx ,
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)()(0نأخذ   yxpxp (0)(0،   بما أن(  xpxp لكلXx

)(0)()0(0بما أن )    6(  ppNpN 
,)(لیكن  pNyx  وF , 0)(,0)( ypxp

0)()()()()(  ypyxpxpxpyxp 
 0)( yxp 

XyxFXyxyxpبما أن   ,,,0)( ) 5حسب(
 0)()()( yxppNyxpN فضاء جزئیا.

Ayxلیكن )ا)    (7( , 10و   1)(,1)( ypxp

)()1()()(1)())1(()())1(( ypxpypxpypxpyxp  

)(1,)1()(1)(1,)(1بما أن   ypxpypxp 
  )1()()1()(1))1(( ypxpyxp

 AyxA )1( محدبة.
AAیجب أن نبرھن على أن 1بحیث Fلیكن )   ب( 

Axyxلیكن    بحیث أنAyyp  1)(
)()()(بما أن  ypypxp   1وكذلك(1)(1)(1و(  ypypxp 

 AxAمتوازنة
ولیكن Xxلیكن )  ج(  )(0 xp

AxxpAx    1)( 11 AxA مجموعة ماصة .

الآن نذكر بعض المتراجحات المھمة بدون برھان 

p,إذا كان)Holder’s inequality(متراجحة ھولدر)1( q111بحیث


qp
فأن 
1 1

1 1 1
( ) ( )p q

i i i i
i i i

x y x y
  

  

2pوبصورة خاصة إذا كانت  2فانq   وان
1 1
2 2

1 1 1
( ) ( )i i i i

i i i

x y x y
  

  وتسمى

Cauchy(شوارز–متراجحة كوشي  - Schwar's inequality.(
فان1pإذا كانت)MinKowsk's inequality(متراجحة منكوفسكي)2(

p

i

p

i

p

i

p

i

pp

i
ii yxyx

1

1

1

1

1

1




























 



فیما یلي بعض الأمثلة المھمة على الفضاءات المعیاریة 
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)4.2(مثال 
xxیصبح فضاء معیاریاً إذا وضعنا  Fأن الفضاء الخطي   لكلFx.

: الحل
0x0xبما أن )  1(

)2  (0 0 0x x x    

xلیكن  ) 3( F  ،F    فانxxxx  

Fyxلیكن ) 4( ,   فانyxyxyxyx  .

)5.2(مثال 

.لتكن الدالة  : n  معرفة بالصیغة
2
1

1

2 







 



n

i
ixx  لكل 1, , n

nx x x  ،  معیاراً على .فانn

:  الحل
02بما أن    )  1( ix   1لكل, ,i n  0فانx 

)2   (
1
2

2 2 2

1 1
0 0 0 0

n n

i i i
i i

x x x x
 

 
       

 
  1,2لكل, ,i n 

0ix   1لكل, 2, ,i n 0x   .
فان   nx ،لیكن  )  3(   1 1, , , ,n nx x x x x                       وعلیھ

  xxxx
n

i
ii

n

i
i  

















 



2
1

1

2
2
1

1

2

,لیكن ) 4( nx y فان     1 1 1 1, , , , , ,n n n nx y x x y y x y x y        وعلیھ

 
2
1

1

2








 



n

i
ii yxyx

باستخدام متراجحة منكوفسكي ، نحصل على  

.yxyxyx
n

i
i

n

i
i 

















 



2
1

1

22
1

1

2

)6.2(مثال 
.لتكن الدالة   : n  معرفة بالصیغة

1

n

i
i

x x


 لكل 1, , n
nx x x  ،  معیاراً على  .فانn

: الحل 
,1لكل  0ixبما أن  ) 1( ,i n  0فانx 

)2 (
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1
0 0 0

n

i i
i

x x x


     1لكل, 2, ,i n 0ix   1لكل, 2, ,i n 

0x   .
فان   nx ،لیكن  ) 3(   1 1, , , ,n nx x x x x     وعلیھ

i

n

i
ii

n

i

n

i
i xxxxx   

 111

,لیكن ) 4( nx y فان     1 1 1 1, , , , , ,n n n nx y x x y y x y x y        وعلیھ

  1
1 1 1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

x y x y x y x y x y
   

           
)7.2(مثال 

.لتكن الدالة : n  معرفة بالصیغة nxxxx ,...,,max 21لكل 1, , n
nx x x  ، معیاراً على .فانn

:  الحل
,1لكل  0ixما أن  ب) 1( ,i n  0فانx 

)2 (
 10 m ax , ..., 0 0i nx x x x     1,2لكل, ,i n 0ix   لكل

1,2, ,i n 0x   .
فان   nx ،لیكن  ) 3(   1 1, , , ,n nx x x x x     وعلیھ

     1 1 1max , , max , , max , ,n n nx x x x x x x x           

,لیكن ) 4( nx y فان     1 1 1 1, , , , , ,n n n nx y x x y y x y x y        وعلیھ
   
   

1 1 1

1 1

max , , max , ,

max , , max , ,
n n n n

n n

x y x y x y x y x y

x x y y x y

      

   

 

 

)8.1(مثال

.لتكن الدالة  : p  ،1 p   معرفة بالصیغة
p

i

p

ixx

1

1








 





لكل  1, , , p
nx x x    فان ،

.pیمثل معیاراً على  .
:الحل

)4(ونبرھن البدیھیة.واضح برھانھا وكما في الأمثلة السابقة ) 3(، ) 2(، ) 1(البدیھیات   
)4 (

,لیكن   px y فان     1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , ,x y x x y y x y x y       وعلیھ

p

i

p

ii yxyx

1

1








 





باستخدام متراجحة منكوفسكي ینتج
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yxyxyx
p

i

p
i

p

i

p

i 
















 









1

1

1
1

1

) 9.2(مثال 
.لتكن الدالة :    معرفة بالصیغةii xx sup معیار على .فان.

:  الحل
).7.2(مشابھ لحل مثال 

)10.2(مثال
لیكن 1,0CX   ولتكن الدالة. : X  معرفة بالصیغة  max : 0 1f f x x   لكلXf   فان.

.Xمعیاراً على
: الحل
بما أن ) 1(  0xf لكل 1,00  xf

)2(
      0 max : 0 1 0 0 0,1f f x x f x x        

   0 0,1 0f x x f     

Xfلیكن ) 3(  ،

      max : 0 1 max : 0 1f f x x f x x       

  max : 0 1f x x f    

Xgfلیكن ) 4( ,

        max : 0 1 max : 0 1f g f g x x f x g x x        

    10:max  xxgxf

      gfxxgxxf  10:max10:max.

)11.2(مثال
لیكن  1,0CX  ولتكن الدالة. : X  معرفة بالصیغة  xdxff 

1

0
Xfلكل    . من السھل یمكن أن

وبصورة عامة إذا كانت  .   Xمعیار على  .نثبت   p1  فان المجموعة  ، baLp والمعرفة بالشكل ,

   








 
b

a

pp dxfFbafbaL ,,:,

بالنسبة لعملیتي الجمع والضرب القیاسي المعرفة على الدوال وكما  في المثالFتمثل فضاء خطیا على الحقل
وكذلك یكون فضاء معیاري بالنسبة للمعیار )6.2(

. baLf p ,  pb

a

p
dxxff

1
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SpaceProductفضاء حاصل الضرب  
X,لتكن كل من Y.مجموعة الضرب الدیكارتي)Cartesian Product (للمجموعتین,X Yیرمز لھ بالرمزYX 

:    ویعرف كالآتي   YyXxyxYX  ,:,
XYYXمن الواضح أن   وكذلك نلاحظ انھ إذا كانت كل منXY YXمجموعة غیر خالیة فان,  غیر خالیة

X,إذا كان كل من . أیضا Y فضاء خطیا على الحقلF من الممكن تعریف عملیتي الجمع والضرب القیاسي على
YX بالشكل الآتي
)1 (     21212211 ,,, yyxxyxyx  لكل   1 1 2 2, , ,x y x y X Y 

)2(   , ,x y x y   لكل ,x y X Y   ولكلF

YXمع ھاتین العملیتین ببساطة نستطیع أن نبرھن أن    فضاء خطیا على الحقلF .
)12.2(مثال

إذا كان كل من    12 .,,., XY  فضاء معیاریاً فان .,YX  یكون فضاء  معیاریاً حیث
   21,max, yxyx  لكل  YXyx ,

:الحل
01بما أن ) 1( x لكلXx ،0

2
y لكلYy  0, yx لكل  YXyx ,

)2(
   1 2 1 2

( , ) 0 max , 0 0, 0 0, 0 , 0x y x y x y x y x y          

یكن ل) 3(  YXyx , ،F فان( , ) ( , )x y x y  

         1 2 1 2 1 2
, max , max , max , ,x y x y x y x y x y         

لیكن )  4(    YXyxyx 2211 فان ,,,     21212211 ,,, yyxxyxyx 

       1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 1 2 2
, , max , max ,x y x y x x y y x x y y      

       1 1 2 2 1 1 2 21 2 1 2
max , max , , ,x y x y x y x y   

.  معیار علىYX .
)13.2(تعریف 

لیكن كل من 
21

، یقال أن المعیارXمعیار على الفضاء الخطي.,.
1

یكافئ المعیار.
2

أو المعیاران . ( .
12

.,.

ویكتب ) متكافئان 
21

بحیث أن    ,baإذا وجد عددان موجبان.~.
1 2 1

a x x b x  لكلx X

)14.2(مثال
لیكن 

1
2

2
1 2

1 1
,

n n

i i
i i

x x x x
 

 
   

 
  لكل 1,...,

n
nx x x    فان

21
.~.

:  الحل
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شوارز  - ة كوشيحمن متراج
1 1
2 2

2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

x y x y
  

   
    
   

   لكل,i ix y 

,1لكل   1iyنضع  ,i n   .    نحصل على
2
1

1

2
1

1

2

1
1















 



n

i

n

i
i

n

i
i xx

nxxxx
nn

a .11
2121



ولكن   
12

1 xxb   وعلیھ
21

.~..

.المأخوذة التالیة تسمى مأخوذة التراكیب الخطیة ونترك برھانھا للقارئ 
)15.2(مأخوذة

لتكن  1, , nx xمجموعة مستقلة خطیا في الفضاء المعیاريX . یوجد عدد حقیقي موجبc بحیث أن

1 1

n n

i i i
i i

x c 
 

  لكلi F  ،1, ,i n 

)16.2(مبرھنة 
. المنتھي البعد تكون متكافئةخطيجمیع  المعاییر على فضاء 

: البرھان 
0dimمنتھي البعد ولیكن خطيفضاء Xلیكن  nX  .   ولیكن كل من

12
یجب .   Xمعیاراً على .,.

أن نبرھن  
21

.~..
}1لتكن , , }nx x قاعدة إلىX)لانnX dim . (  لكلXx یوجد تمثیل وحید

1
, (1)

n

i i i
i

x x F 


  

1 1
1 11

(2)
n n

i i i i
i i

x x x 
 

   

نضع    1 1 1
max , , nk x x  kxi   لكلni ,...,1

1
1 1

(3)
n n

i i i
i i

x k 
 

  

نحصل ) 3(و ) 2(من 

1
1

(4)
n

i
i

x k 


  

بما أن المجموعة 1, , nx x0مستقلة خطیا فحسب مأخوذة التراكیب الخطیة یوجدcبحیث أن

1 12

(5)
n n

i i i
i i

x c 
 

  

نحصل على  )  5(و)1(من 
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2
1

(6)
n

i
i

x c 


  

نحصل على    )  6(و) 4(من 
21

x
c

k
x     . نضع

k

c
a  نحصل

1 2
(7)a x x 

نحصل )  6(و ) 4(نستبدل المعیار في 

2 1
1 1

(8), (9)
n n

i i
i i

x k x c 
 

   

نحصل   )  9(و ) 8(من 
12

x
c

k
x    .  نضع

c

k
b  نحصل

2 1
(10)x b x 

نحصل  )  10(و ) 7(ومن 
121

xbxxa   وعلیھ فأن
21

.~..

Concepts of Metric in Normed Spacesمبادئ متریة في الفضاءات المعیاریة   
d:الدالة. تمثل مجموعة الأعداد الحقیقیة مجموعة غیر خالیة ، Xالفضاء المتري،لتكن لنتذكر X X  

:إذا تحققت البدیھیات التالیةXتسمى دالة متریة على 
)1 (0),( yxd لكلXyx ,      .)2(0),( yxd إذا وفقط إذا كانyx .
)3 (),(),( xydyxd  لكلXyx ,.)4 (),(),(),( yzdzxdyxd لكلXzyx ,,.

),((Metric Space)الفضاء المتري  dXXdX .
Xyxبالنقاط ولكل Xوكذلك تسمى عناصر المجموعة  , یسمى العدد الحقیقي),( yxdن النقطتین بالبعد بیxy,

. بالبعد أو المسافةdكما تسمى   
.الخواص المتریة في الفضاء المعیاري

)17.2(مبرھنة
.كل فضاء معیاري یكون فضاء متریاً

: البرھان 
d:نعرف الدالة . فضاء معیاریاً X),.(لیكن X X   بالصیغة( , )d x y x y  لكل,x y X

نلاحظ آن ھذه الدالة تحقق جمیع شروط الدالة المتریة وكما یلي 
XyxXyxلیكن ) 1(  ,)Xفضاء خطي    (( , ) 0 0d x y x y    

)2 (yxyxyxyxd  000),(

Xyxلیكن ) 3( ,( , ) ( , )d x y x y y x d y x     

Xzyxلیكن ) 4( ,,( ) ( )x y x z z y x z z y         
( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y  

),(، وعلیھ فأن تمثل دالة متریةdلذلك فأن  dXفضاء متري.
ملاحظات

تحقق الخواص الآتیة) كما في المبرھنة أعلاه(بواسطة المعیار (induced)المحتثة dالدالة المتریة) 1(



441ر 
Functional Analysis I) 1(داليتحلیل 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

27

),(),() ا( yxdzyzxd  لكلXzyx ,,.
),(),()ب( yxdyxd  ل لكFXyx  ,,.
xdx),0() ج(  ) المعیارx یمثل المسافة بینxوالصفر (Xx.
.لیس بالضرورة أن یكون كل فضاء متري ھو فضاء معیاري والمثال التالي یوضح ذلك) 2(

)18.2(مثال
)}0({فضاء خطیا غیر صفري Xلیكن  X ولتكنRXXd : معرفة كالآتي









yx

yx
yxd

0
1

),(

),(ویسمى Xدالة متریة على dفأن من السھل أن نثبت أن  dXمتري المبعثر بالفضاء ال(discrete metric space)
.محتثة بواسطة معیارdولكن لا یمكن أن تكون 

)19.2(تعریف 
Xxفضاء  معیاریاً ولتكن Xلیكن  0 . إذا كانrعدداً حقیقیاً موجباً فان المجموعة}:{ 0 rxxXx 

یرمز للكرة المفتوحة التي . نصف قطر الكرةrبمركز الكرة ، 0xویسمى (Open ball)تسمى كرة مفتوحة 
)(بالرمز rونصف قطرھا 0xمركزھا النقطة  0xBr  وعلیھ}:{)( 00 rxxXxxBr  والكرة المغلقة

(Closed ball) 0التي مركزھا النقطةx ونصف قطرھاr یرمز لھا بالرمز)( 0xBr وتعرف بالصیغة
}:{)( 00 rxxXxxBr 

وبصورة خاصة المجموعة    1:01  xXxBتسمى كرة مفتوحة أحادیة)Open unit( وتسمى المجموعة
   1:01  xXxB كرة مغلقة أحادیة)Closed unit . (                                    وبسھولة یمكن أثبات

       0 0 1 0 0 10 , 0r rB x x rB B x x r B   

)20.2(مثال
. ت المفتوحة والمغلقة مجوعات محدبةفضاء معیاریاً فأن الكراXإذا كان

: الحل
نبرھن الكرة المفتوحة  0xBr0التي مركزھا النقطةxونصف قطرھاrمجموعة محدبة .

لیكن  0,,10 xByx r  فانrxyrxx  00 ,

یجب أن نبرھن     01 xByx r 
       000 11 xyxxxyx  

         0 0 0 0 01 1 1 1x y x x x y x x x y x r r r                       

بما أن    ,01لان  11,       01 xByx r  وعلیھ 0xBr مجموعة محدبة .
وبالمثل نبرھن   0xBrجموعة محدبة م .

)21.2(تعریف 
إذا كان لكل Xفي )  Open set(مجوعة مفتوحة Aیقال أن . Xمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاريAلتكن 

Ax  0یوجدr   بحیث أن  AxBr .
:الحقائق الآتیة ) كما في الفضاءات المتریة ( Xیمكن إثبات في الفضاء المعیاري
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X,كل من (2).     كل كرة مفتوحة ھي مجموعة مفتوحة (1)    مجموعة مفتوحة .
.من المجموعة المفتوحة یكون مجموعة مفتوحة ) نتھي أو غیر منتھي م(اتحاد أي عدد (3)  
.تقاطع أي عدد منتھي من المجموعات المفتوحة یكون مجموعة مفتوحة (4)
.مجموعة مفتوحة إذا وفقط إذا كانت تساوي اتحاد كرات مفتوحة AفانXAإذا كانت (5)
)22.2(یفتعر

) Ax)Interior pointیقال أن النقطة . Xمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاري Aلتكن 
A إذا وجدor  بحیث أن  AxBr A

 Aint 0آوA.من السھل یمكن أن نثبت  أن
(1)  AA int)2( Aint مجموعة مفتوحة.

)(3A   مجموعة مفتوحة إذا وفقط إذا كان  AA int)(4    AA intintint 
)5( Aint اتحاد جمیع المجموعات المفتوحة المحتواة فيAوعلیھ فان Aintاكبر مجموعة مفتوحة محتواة فيA .
)(6    ArBxrAxA  0,0:int 1.

)23.2(تعریف
إذا كانت مكملتھاXفي ) Closed Set( مجموعة مغلقةAیقال أن . Xمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاريAلتكن

)Complement ( مجموعة مفتوحة فيX) أيCA وببساطة یمكن إثبات الحقائق الآتیة) . مجموعة مفتوحة:-
X,كل من (2).     كل كرة مغلقة ھي مجموعة مغلقة 1)(  مجموعة مغلقة.

. اتحاد أي عدد منتھي من المجموعات المغلقة یكون مجموعة مغلقة (3)
.من المجموعة المغلقة یكون مجموعة مغلقة) منتھي أو غیر منتھي ( ي عددتقاطع أ4)(

) 24.2(مبرھنة 
.Xفضاء معیاریاً  فان كل مجموعة تحتوي على عنصر واحد فقط تكون مغلقة فيXإذا كان
: البرھان

لتكن   xA  لكي نبرھن  ،A مغلقة یجب أن نبرھنcA مفتوحة .
cAyAyxyyxلیكن    0

yxrrضع    ،   بما أن  0    ryxyBxyBA rr 

   c
r

c AyBA مفتوحة وعلیھA مغلقة.
) 25.2(نتیجة 

. كل مجموعة جزئیة منتھیة في الفضاء المعیاري تكون مغلقة 
: البرھان
Xمجموعة جزئیة منتھیة في الفضاء المعیاريAلتكن 

Aإذا كانت   فانAمغلقة أما إذا كانتA فانھ یوجدXxx n ,...,1

بحیث nxxA ,...,1 بما أن  ، ix  مجموعة مغلقة لكلni ,...,1 فأن ،
1

{ }
n

i
i

A x


 مجموعة مغلقة.
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)26.2( تعریف 
أو(Accumulation point)نقطة تجمعXxیقال أن النقطة . Xمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاريAلتكن 

، تحتوي نقطة    xمحتویة علىXفيGعة مفتوحة إذا كان لكل مجموAإلى المجموعة ) Limit point(نقطة  نھایة 
yxأخرى   من نقاطA . بعبارة أخرى إذا كانتG مجموعة مفتوحة فيXوكانتGx  فان  /A G x  .

.Aوتسمى بمشتقة AبالرمزAیرمز للمجموعة التي عناصرھا جمیع نقاط التجمع إلى
)27.2(تعریف 

AX .AAلتكن   )Closure (A

AAAأن أيAویرمز لھا بالرمز   ومن التعریف مباشرة.
-:و یمكن إثبات ما یلي 

(1)AA  ،AA (2)Ax 0إذا وفقط إذا كان لكلr یوجدAy بحیثryx 

)3(A مجموعة مغلقة    .)4(Aموعة مغلقة إذا وفقط إذا كان مجAA )5(AA 
)6(A تقاطع جمیع المجموعات المغلقة التي تحتوي علىA وعلیھAاصغر مجموعة مغلقة تحتوي علىA.
)7 (  1

0

0
r

A A r B


 
)28.2(مبرھنة 
. Xأیضا فضاء جزئي فيMفان Xفضاء جزئیاً من الفضاء المعیاري Mإذا كان
: البرھان

MMMMبما أن   Mوعلیھ  0,0

Myxلیكن    ,  ،F Myx: یجب أن نبرھن أن :   ,  
0rلیكن 

0  ،00إذا كانت   ) 1(
2



r  ،0

2



r

   یوجدMba , بحیث أن

2
r

ax   ،
2
r

by 

Mba، فضاء جزئي Mبما أن ,Mba  
       byaxbayx  

    r
rr

byaxbayx 






22

Myx  

MMyxفان      0  ،0أذا كانت  )  2(  0

0yyxأو 0إذا كانت  )  3(     أوxyx  وعلیھ، فأنMyx  .
.فضاء جزئي Mوعلیھ 

) 29.2(مبرھنة
فان Xمجموعة محدبة في الفضاء المعیاري Aلتكن 

)intإذا كان ) 1( ),x A y A  فان   1 intx y A    . 0لكل 1 



441ر 
Functional Analysis I) 1(داليتحلیل 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

30

)2  ( , intA Aمجموعة محدبة.
إذا كان )  3( int A  فان     int int , intA A A A 

البرھان
لیكن    )  1( yxz   1   : Az int0r

  AzBr 
بما أن  Ax int  01یوجد r بحیث  AxBr 

1
10نضع   .    rrr 

لیكن   zBz r1   بما أن    ،   rzuXuzBr  :rzz 1

2نضع    2 1
10 ( )

1
r r r z z


    


yبما أن    A   یوجدAa  2بحیث أنrya 

الآن ، نفرض      azz 


 11
12

بما أن   1
1

z y
x z x y


 


 

          ayzzxz  


11
12

   2 1 1 2 1 1 1
1 1 1( 1 ) ( 1 ) ( ) r

z x z z y a z z r z z r z z r 
   

                

 
12 2 rz A z B x  

مجموعة محدبة Aبما أن 2 21 ,z a A z a A     

لكن  1 1 2 1z A z z a      rB z A  وعلیھ Az int

لیكن  ) أ)   (2( 0 1, , intx y A      بما أن   ، inty A A A A   

باستخدام  1 نحصل على   Ayx int1   Aint مجموعة محدبة
0,لیكن ) ب( 1, x y A  یوجدAba ,   بحیث,x b r x a r   

مجموعة محدبة   Aبما أن  1a b A    

         byaxbayx   111

        1 1 1 1x y a b x a y b r r r                    

 1x y A    A عة محدبة مجمو .
برھان   3 یترك للقارئ .

Banach Spacesفضاءات بناخ . 3
)1.3(تعریف 

لتكن  nx متتابعة في الفضاء المعیاريX .عن المتتابعةیقال nxبأنھا
0بحیث أن، لكل Xxإذا  وجد Xفي(Convergent) متقاربة ) 1(  یوجدk  بحیثnx x    لكل

n k . ویقال أن النقطةx ھي نقطة تقارب للمتتابعة nx وتكتب بالشكلxxn
n




lim أوxxn  عندماn

0n: وھذا یعني أن  nx x x x   
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إذا كانت )Divergent( متباعدة ) 2( nxغیر متقاربة.
بحیث أن Zkیوجد  0إذا كان لكلXفي) Cauchy sequence(متتابعة كوشي ) 3( mn xx

n,لكل  m k

Mxnبحیث أن  M، إذا وجد عدد حقیقي موجب Xمتتابعة مقیدة في)  4(  لكلn .
)2.3(مبرھنة 

إذا كانت المتتابعة )1( nx متقاربة في الفضاء المعیاريXفان نقطة تقاربھا وحیدة.
.ي تكون متتابعة كوشXكل متتابعة متقاربة في الفضاء المعیاري)2(
إذا كانت ) 3( nx متتابعة كوشي في الفضاء المعیاريX كل متتابعة متقاربة في الفضاء وعلیھ .فأنھا مقیدة

.تكون مقیدة Xالمعیاري 
:البرھان

xxnنفرض  ) 1(    ،yxn   بحیث أنyx   . ولیكن  yx0

xxnبما أن    1یوجدk   بحیث
2

 xxn  1لكلkn 

yxnوكذلك     2یوجدk   بحیث
2

 yxn  2لكلkn 

نضع 21,max kkk  ،فیكون
2

,
2


 yxxx nn لكلkn 

    


 
22

yxxxyxxxyx nnnn

yxوھذا تناقض وعلیھ  فأن  .
لتكن) 2( nx متتابعة متقاربة في الفضاء المعیاريX

 یوجدXx    بحیث أنxxn ،
0لیكن  

xxnبما أن     یوجدZk بحیث أن

kn 
2

 xxn

kmnإذا كان   ,فأن ،

    



22
xxxxxxxxxx mnmnmn

وعلیھ فأن nxة كوشي في متتابعX.
1لیكن  )3(

بما أن   nx  متتابعة كوشي یوجدk 1بحیث أن mn xx لكل,n m k

1لیكن   km11  nn xx لكلkn 

11بما أن        knkn xxxx  11kn xx لكلkn  11 kn xx لكلkn 

نضع     1,...,,,max 121  kk xxxxM Mxn لكلn 
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)3.3(مبرھنة 
Ax، فان      Xمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاري    Aلتكن nxA

xxn .
:  البرھان

Axنفرض 
AAAبما أن     AAx Ax  أوx A 
فان من الواضح أن المتتابعة  Axإذا كان  x فيX  وانxx

Axفان  Axإما إذا كانت    

nلیكن  01


n
r xBrمجموعة مفتوحة وتحتوي علىx

xبما أن   A      /rA B x x      xxBAx
n

n /1 







 لكلn 

نلاحظ آن  nx متتابعة فيA   بقي أن نبرھن ، بأنxxn 

0لیكن    یوجد  أرخمیدسباستخدام خاصیةk   بحیث
k

1

بما أن   xBx
n

n 1
n

xxn

1
   لكلn 

knلیكن   
kn

11


k
xxn

1
xxn .

الاتجاه المعاكس نفرض   nx متتابعة فيA    بحیثxxn 

AAxأي أن    Axیجب أن نبرھن أن   
xوتحتوي على Xمجموعة مفتوحة في G،نفرض Axأما إذا كانت . ینتھي البرھان Axإذا كانت 

  0یوجدr  بحیث أن  GxBr .
0r  ،xxnبما أن     یوجدZk بحیث أن

rxxn    لكلkn  xBx rn   لكلkn 

Axnبما أن     لكلn      /rA B x x  

بما أن      / rx A x A A G x B x G       .

)4.3(مبرھنة 
لتكن كل من     nn xy xxyy، بحیث أن  Xمتتابعة في الفضاء المعیاري , nn  ، فأن,

)1 (yxyx nn )2 (xxn    لكلF

)3 (xxn )4 (yxyx nn 

البرھان
)1    (yyxx nn        yyxxyxyx nnnn 
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0,0بما أن    xxyy nn عندماnفأن ،
    0 yxyx nn  0عندماn

yxyxوھذا یعني ، أن     nn 

xxxxبما أن  ) 3( nn  0وكذلك xxn  عندماnفأن ،
0 xxn عندماn ،  أي أنxxn 

)4  (  yyxxyxyxyxyx nnnnnn 

0بما أن  xxn،0 yyn  عندماn 0، لذلك فأن yxyx nn عندماn.
)5.3(تعریف 

. ) Complete space(فضاء كامل Xیقال أن الفضاء المعیاري 
).Banach space( الكامل یسمى فضاء بناخ المعیاري

)6.3(مثال 
مع المعیارnFالفضاء 

1
2 2

1
( )

n

i
i

x x


  ،1 2( , , , ) n
nx x x x F یمثل فضاء بناخ.

:الحل
فضاء معیاريnFمن الواضح أن

لتكن  mxتتابعة كوشي في مnFn
m Fx  , ,m im nmx x x 

0لیكن    یوجدZk   بحیث أنm lx x   لكل,m l k
2 2 (1)m lx x    لكلklm ,

 nlnmlmlm xxxxxx  ,....,11

)2(
2

1

2 



n

i
ilimlm xxxx

نحصل على    )  2(، ) 1(من 
2

2

1

n

im il
i

x x 


  لكل,m l k .ینتج من ذلك أن
2 2

im ilx x   لكلklm ,im ilx x   لكلklm ,

iلذلك فأن لكل imxتكون متتابعة كوشي فيF.
Fxiیوجد i، لكل  علیھ فأن) .RأوCأماFلان ( كامل Fأنبما   أن بحیثiim xx 

نضع   n
n xxxFx ...,1. یجب ان نبرھن انxxm .

0لیكن     لكل ،km  نحصل

km   


xxxxxx m

n

i
iimm

2
2

1

2

 mx متقاربةnF كامل
nFفضاء معیاريnFأنبما   فضاء بناخ.

)7.3(مثال 
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الفضاء    plp 1مع المعیار







1

21

1

,...),()(
i

ppp

i lxxxxx

.یمثل فضاء بناخ
:الحل

).6.3(نتبع نفس الأسلوب المستخدم في حل المثال  
)8.3(مثال 

مع المعیارlالفضاء  lxxxxx iii ,...),(sup 2

.یمثل فضاء بناخ
: الحل

lفضاء معیاري.
لتكن  mx    متتابعة كوشي فيl lxm

 ,...,...,1 mnmm xxx 

0لیكن     یوجدZkبحیث أن
)1    (m lx x     لكل,m l k

 ,...,...,11 lnmnlmlm xxxxxx 

)2          (limiilm xxxx  sup

supiنحصل على)  2(، ) 1(من  i m i lx x   لكل,m l k ، قیم وعلیھ فأن لكلi

)3    (i m i lx x     لكل,m l k

  قیم لكلi  فان mix متتابعة كوشي فيF ، بما انF كامل
  mix  متقاربة  یوجدFxi   بحیث أنimi xx 

نضع    ,..., 21 xxx ، نبرھن أن  أنیجب lxxxm ,
أننستنتج ) 3(من 

)4       (i m ix x   لكلm k

أنبما  lxm یوجد عدد حقیقيmkبحیث
mi mx k لكل قیمi

  mimiii xxxx 

i i i m i m i m mx x x x x k        لكلm k lx

supmأننستنتج ) 4(من   i i m ix x x x     ، أنوھذا یعنيxxm 

l فضاء كامل وعلیھ فأنl یمثل فضاء بناخ .
)9.3(مثال

],[الفضاء  baCX   مع المعیارmax{ ( ) : }f f x a x b   لكلf Xیمثل  فضاء بناخ.
:الحل

) . 8.3(المستخدم في حل المثال الأسلوبنتبع نفس 
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)10.3(مثال
CX]1,0[الفضاء  مع المعیار

1

0

)( dxxff لكلXf یمثل فضاء بناخلا.

:الحل
المتتابعة  أخذنالو ، 3nلیكن  . فضاء معیاري Xمن الواضح أن nf بحیث

 






















11
2
1;0

1
2
1

2
1;1

2
1

2
10;1

x
n

n
xnnx

x

xf n

نبرھن أنیجب 
)1   ( nf متتابعة كوشي

mإذا كان   > n > ، فأن3

              

   

1
2

1
121 1

0 0
0

1
12

10
2

1 1

m n m n m n m n m n

m n

f f f f x d x f x f x d x f x f x d x f x f x d x

d x f x f x d x

        

   

   

 

   
1
2

1 1 1 1
1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

1 11 1
2 2

m n

m n m nf f f x d x f x d x mx m dx nx n dx

 

             

01بما أن   
2
1

 mmx      عندما
m

x
1

2
1

2
1



nm
ffff nmnm 2

1
2
10 عندماmn,{ }nf متتابعة كوشي

المتتابعة(2)   nfسنبرھن بطریقة التناقض. غیر متقاربة
Xfنفرض یوجد   بحیثffn ( ) lim ( )

n
f x f xn

 وعلیھ فأن











 101

1
2
10

x,

x,
f(x)

.دالة غیر مستمرة fلانوھذا تناقض
ملاحظة
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ولكن لیس بالضرورة أن یكون كل . سبق وان برھنا كل فضاء جزئي من فضاء معیاري یكون فضاء معیاریا أیضا          

فضاء جزئي من فضاء بناخ ھو فضاء بناخ لأنھ لیس كل فضاء جزئي من فضاء كاملا یكون كامل والمبرھنة الآتیة  

.لكتوضح ذ

) 11.3(مبرھنة 
.Xمجموعة مغلقة في Mیكون بناخ، إذا وفقط إذا، كانتMفضاء جزئیاً من فضاء بناخ، فان Mلیكن 

: البرھان 
فضاء كامل  Mفضاء بناخ Mنفرض

توجد متتابعةMxلیكن nx فيMبحیث أنxxn وعلیھ فأن nxتمثل متتابعة كوشي .
yxnبحیث أن Myیوجد فضاء كامل Mبما أن 

ولكن التقارب وحید  xy وعلیھ فأنMx . الآن نبرھن الاتجاه المعاكس نفرضMًفضاء مغلقا.
لتكن  nxكوشي فيمتتابعةM

بما أن   XMxn  متتابعة كوشي فيX

فضاء كامل Xوبما أن  nx متقاربة فيX أي یوجدXx بحیث أنxxn 

MxMxبما أن  n وبما أنMفضاء مغلق MM وعلیھ فأنMx

لذلك المتتابعة  nx متقاربة فيMM  فضاء كامل.
.تھي البعد یكون فضاء بناخالمبرھنة التالیة تبین كل فضاء معیاري من

)12.3(مبرھنة 
.فضاء معیاریاً منتھي البعد فانھ كامل Xإذا كان 

:البرھان 
0dimلیكن    nX  ولتكن nxx Xقاعدة إلى 1,...,

.متقاربةXفضاء كامل یجب أن نبرھن أن كل متتابعة كوشي في Xلكي نبرھن أن 
لتكن  myمتتابعة كوشي فيX

)1   (0m ly y  عندماlm, ، بما أنXyy lm  ,

 
1 1 1

, , , ,
n n n

m im i im l il i il m l im il i
i i i

y x F y x F y y x     
  

        
بما أن المجموعة   nxx بحیث أن 0cمستقلة خطیا، وباستخدام مأخوذة التراكیب الخطیة یوجد1,...,

)2                            (  



n

i
ilim

n

i
iilimlm cxyy

11


0نحصل ،) 2(و ) 1(من 
1




n

i
ilim  عندماlm,0وعلیھ فأنim il   عندماlm, لكل قیمi.

niإذن لكل   ,...,1  تكون im متتابعة كوشي فيF .
iimبحیث أنFiیوجد  iوفي كلتا الحالتین یكون كاملاً ، لذلك فأن لكل Rآو  Cأما Fبما أن   
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iنضع   

n

i
im xyXyyy 




1

, Xامل ك.

)13.3(نتیجة 
.Xمجموعة مغلقة فيMفانXفضاء جزئیاً منتھي البعد من الفضاء المعیاريMإذا كان 

: البرھان
.مغلق Mیكون  )  11.3(كامل    وحسب المبرھنةMمنتھي البعد   Mبما أن  

ملاحظة
المثال التالي . فلیس من الضروري أن یكون مغلقاXًفضاء جزئیاً غیر منتھي البعد من فضاء بناخMإذا كان 

.یوضح ذلك 
لیكن  1,0CX  ولیكن ,..., 10 ffM حیث  i

i xxf  نلاحظ أنM فضاء جزئي غیر منتھي البعد وغیر مغلق.
) 14.3(مبرھنة 

MXفان فضاء القسمةXفضاء جزئیاً مغلقاً من الفضاء المعیاريMلیكن وعلیھ إذا كان . یكون فضاء معیاریاً/
Xفضاء بناخ فانMX .یكون ذلك/

:  البرھان
نعرف الدالة  

1
. : /X M    بالصیغة MmmxMx  :inf1

یجب أن نحقق بدیھیات المعیار . Xمعیار على .حیث 
) (0mxبما أن    )1(

لان Mmmx  :inf موجودة وغیر سالبة .
01فأن   Mx  لكلMXMx /

MMxإذا كان ) أ()2(  )المتجھ الصفري فيMX /(
 MxMmxy  لكلMm

   MyyMmmxMx  :inf:inf
1

فضاء جزئي Mبما أن  M001 Mx

0إذا كان  ) ب(
1
Mx  فأن ،  0:inf  Mmmx توجد متتابعة وعلیة km فيM بحیث أن

0
1
 kmx عندماk0 kmx عندماk

xmk  عندماk Mx،
مغلقھ Mبما أن   MMMx

فضاء جزئي   Mبما أن  MxMMx.
,لیكن ) 3( /F x M X M  

فأن0،البرھان یكون واضحاً ، أما إذا كان 0إذا كان 

   1
inf : inf :m

x M x M x m m M x m M   


            
  

   1
inf : inf :x m m M x M x m m M            

)4(
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MXMyMxلیكن  /, 

          1 2 1 1 21 1
inf :x M y M x y M x m y m m M m M           

       1 2 1 1 2inf : inf :x m y m m M m M x y m m M         

     1 1 2 2 1 2 1 2

1 1

inf : inf : inf :x m m M x m m M x m y m m m M

x M y M

          

   

MXلذلك فأن  .فضاء معیاري/
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Continuous Liner Functionsالدوال الخطیة المستمرة. 4
YXfلنتذكر الدالة  : من الفضاء الخطيX إلى الفضاء الخطيY على الحقلFبأنھا دالة خطیة  إذا كان

)()()( yfxfyxf   لكلF Xyxولكل , ,. الدالة الخطیةFXf :  تسمى بالدالیة الخطیة
(Linear Functional) علىX .

) 1.4(تعریف
YXلیكن كل من     YXfیقال أن الدالة. فضاء  معیاریاً     , :Xx 00

Xxبحیث أن لكل 0یوجد 

   0 0f x f x x x     

YXfیقال عن الدالة.Xمستمرة إذا كانت مستمرة في جمیع نقاط fویقال أن الدالة  : بأنھا مستمرة تتابعینا
)Sequentially Continuity (عند النقطةXx 0 إذا كانت كل متتابعة}{ nx فيX 0بحیث أنxxn فان
)()( 0xfxf n  فيY

. التالیة توضح العلاقة بین مفھومي التقارب والاستمراریة المبرھنة
) 2.4(مبرھنة

YXلیكن كل من  YXfفضاء  معیاریاً، فان الدالة, :مستمرة في النقطةXx 0 كانت مستمرة  إذا وفقط
.تتابعینا عند تلك النقطة

:البرھان 
ولتكن،  0xمستمرة في النقطة      fنفرض الدالة    nxX0xxn  .
   0xfxf n 

Xxبحیث لكل  0یوجد0xمستمرة في النقطة f،بما أن 0لیكن

   0 0f x f x x x     

0,0بما أن     xxZk n     بحیث أن 0xxn لكلkn 

وعلیھ فأن       0xfxf n  لكلkn  ومن ذلك ینتج أن   0xfxf n 

.0xلنقطة مستمرة في اfونبرھن أن0xمستمرة تتابعیا في النقطة fنفرض أن الدالة .وبالعكس 
.0xغیر  مستمرة في النقطة fنفرض أن 

 0یوجد0بحیث لكل  یوجدXx  وان      00 xxxfxf

لكل Zn یوجدXxn    بحیث أن   
n

xxxfxf nn

1
00  

0xxnوھذا یعني أن  فيX ولكن  )( 0xfxf n  فيY

. 0xمستمرة في النقطة fوھذا تناقض
. المبرھنة التالیة تبین أن المعیار على فضاء المتجھات یكون دالة مستمرة 

) 3.4(مثال
f:فضاء معیاریاً فان الدالة Xلیكن X  المعرفة بالصیغة  xxf  تكون مستمرة .

: البرھان
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0xxnلیكن  فيX00  xxn عندماn.
    000 xxxxxfxf nnn 

0( ) ( ) 0nf x f x  عندماn

ذلك یعني ، أن     0xfxf n  أي أن ،f 0دالة مستمرة في النقطةx وعلیھf مستمرة.
) 4.4(تعریف

ZYXلیكن كل من ZYXfأن الدالةیقال. Fفضاء معیاریاً على الحقل,, : مستمرة في النقطة  YXyx 00 ,
:  إذا تحقق الشرط الأتي    00 ,, yxfyxf nn  0لكلxxn فيX0ولكلyyn  فيY.

) 5.4(مبرھنة
XXXfفان الدالیتینFفضاء معیاریاً على الحقلXكنلی : المعرفة الصیغة  yxyxf ,لكلXyx , ،
XXFg :المعرفة بالصیغة  xxg  ,  لكلXx لكلF تكونان مستمرتین .

: البرھان
00لتكن    (1) , xxyy nn  فيX .

            00000000 ,, yyxxyyxxyxyxyxfyxf nnnnnnnn 

0,0بما أن   00  xxyy nnفأن ،   0 0, , 0n nf x y f x y  عندماn

ینتج من ذلك ، أن    0 0, ,n nf x y f x y وعلیھ فأنf دالة مستمرة في النقطة 00 , yx وبما أن 00 , yx

XXfنقطة اختیاریة في    دالة مستمرة .
لتكن (2)  nفيFxxn ,0 فيX

    00,, xxxgxg nnnn  

       
    0000

00000,,

xxxxxx

xxxxxxxgxg

nnnnnn

nnnnnnnn









0بما أن 0, 0n nx x        عندماn  فأن ،   0, , 0n ng x g x   عندما
n 

وھذا یعني أن    0, ,n ng x g x وعلیھ فأنg دالة مستمرة .
. ت الخطیة المبرھنات التالیة تبین استمراریة التحویلا

) 6.4(مبرھنة
YXلیكن كل من YXfفضاء معیاریاً و, :إذا كانت. دالة خطیةf فإنھا تكون 0مستمرة في النقطة ،

. مستمرة في جمیع نقاطھا 
: البرھان

0xxnلتكن   فيXxxn  00

مستمرة في النقطة  fبما أن    000  fxxf n

بما أن   00 f وأنf   دالة خطیة ، فأن     00 xfxfxxf nn 

       0 0 0n nf x f x f x f x    
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f  0دالة مستمرة في النقطةxوعلیھ فأنf دالة مستمرة في جمیع نقاطھا .
) 7.4(مبرھنة
YXfإذا كانت : دالة خطیة من الفضاء المعیاريXإلى الفضاء المعیاريYفان ،fرة في جمیع أما مستم

.نقاطھا آو غیر مستمرة 
:البرھان
12لیكن , xxأیة نقطتین فيXولتكنf 1مستمرة في النقطةx0فان لكل0یوجدبحیث أن لكلXx

   1 1f x f x x x     

: الآن 1 2 1 2x x x x x x          1 2 1f x x x f x     

       1 2 1f x f x f x f x        2f x f x   

.دالة مستمرة fإذن. 2xدالة مستمرة في النقطة fأي أن 
) 8.4(مثال 
)ker(دالة مستمرة فانfإذا كان. Yإلى الفضاء المعیاريXدالة خطیة من الفضاء المعیاريfلتكن f

. غیر صحیح دائما مجموعة مغلقة ولكن العكس 
: الحل

    0ker 1 ff

بما أن 0مجموعة مغلقة فيY،f دالة مستمرة    01f مجموعة مغلقة فيX  fker مجموعة مغلقة.
وبالعكس ، لیكن    1,0,1,0 1CXCY  ولنفرض أن لھما نفس المعیار ،  10:sup  xx .

YXfعرف : كالأتي

 
xd

d
f




فان fkerمجموعة كل الدوال الثابتةker( )f ولكن : مغلقةf غیر مستمرة لان
إذا كانت  n

n xx لكل 1,0x 1فانn  ولكن  1n
nf nx n   0,1,2لكل,n  

) 9.4(مبرھنة
)ker(مستمرة إذا وفقط إذا ، كانتfفان. Xدالیة خطیة غیر صفریة على الفضاء المعیاريfإذا كانت  f مجموعة

.  مغلقة 
:البرھان

    0:ker,:  xfXxfFXf

ker)(مستمرة فانfإذا كانت  f 8.4المبرھنة كما في ( مجموعة مغلقة(
)ker(وبالعكس نفرض   f مجموعة مغلقة ونبرھنf مستمرة

0غیر مستمرة  في النقطة fغیر مستمرةfنفرض 
توجد متتابعة nxفيX0بحیثnx   ولكن  0nxf

یث أن   بح0یوجد  nxf

Xxلیكن 0   بحیث  10 xfلانf دالة شاملة
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ولیكن       n

n
nnn xf

x
xyyffy  00ker

ولكن   fxxyn ker0 00 وھذا تناقض لان)ker( f مجموعة مغلقة
f دالة مستمرة             .

Boundenesالقیـــدیـة    
)10.4(تعریف

بحیث 0kإذا وجد) Bounded(مجموعة مقیدة Aیقال أن. Xمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاريAلتكن
kxأن   لكلAx.

) 11.4(مبرھنة
فان العبارتین الآتیتین متكافئتانXمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاريAإذا كانت

(1)A  مقیدة
إذا كانت(2) nxمتتابعة فيAوكانت nمتتابعة فيF0بحیث أنnعندماn0فانnn xعندماn

: البرھان 
   12 

nnnnnn xxx   0

0بما أن  n00  nn  عندماn

مقیدة   وAوبما أن  nxفي  Axn  مقیدة
 0nn x  عندماn 00نستنتج من ذلك، أن nn x  عندماn

0nnوھذا یعني x

و لأجل أن نبرھن ، أن    21  . سنبرھن بطریقة التناقض

AxkیوجدZkلكل: مجموعة غیر مقیدة Aنفرض  بحیثkxk 11
kx

k

الآن  نضع  
kkk
10  0، ولكنkk x  وعلیھ یجب أن تكون(2)وھذا یناقضA مقیدة .

) 12.4(تعریف
YXلیكن كل من YXfفضاء  معیاریا ولكن, :یقال أن. دالة خطیةfمقیدة إذا كانت)(Af مجموعة مقیدة

.Xمجموعة مقیدة في Aلكل Yفي
) 13.4(مبرھنة
0kمقیدة إذا وفقط إذا وجد fفانYإلى الفضاء المعیاري Xدالة خطیة  من الفضاء المعیاريfإذا كانت

بحیث أن   xkxf  لكلXx

:البرھان
مقیدة ، لتكن  fنفرض  1:  xXxAAمجموعة مقیدة فيX

مقیدة   fبما أن  Af مجموعة مقیدة فيY

 یوجدok بحیث أن  kxf لكلAx
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Xxلیكن   

نضع      ، 0xإذا كان
x

x
yyAy  وعلیھ فان1

    kyfk
x

x
fkxf

x
xkxf 












1)(

)0(0فان0xا إذا كانأم f   وعلیھ  Xxxkxf 

مقیدة fنفرض الشرط في المبرھنة متحقق ونبرھن :  وبصورة معاكسة
01یوجد   Xمجموعة مقیدة فيAلتكن k1بحیثkx   لكلAx

بما أن      xkxf    لكلXx

   xkxf لكلAx لانXA  Afمجموعة مقیدة فيYf مقیدة.

. الخطیة تكون مستمرة إذا وفقط إذا كانت مقیدة دوال المبرھنة التالیة تبین أن ال
) 14.4(مبرھنة

. مقیدة إذا وفقط إذا كان مستمراً fفانYإلى الفضاء المعیاريXدالة خطیة من الفضاء المعیاريfكانتإذا 
:البرھان 

بحیث0kیوجدمقیدة  fنفرض   xkxf   لكلXx

Xxمستمر  في النقطة  fسنبرھن أن 0

نختار   0لكل
k


 

       0000 xxxxkxxfxfxf

     .0 kxfxff 0مستمرة في النقطةx

Xfنقطة اختیاریة في0xبما أن  مستمرة .
: سنبرھن بطریقة التناقض : مقیدةfمستمرة ونبرھنfنفرض:وبصورة معاكسة 

Xxnیوجد  Znلكلغیر مقیدة  fنفرض    بحیث أن  nn xnxf 

  111 









n

nn

n xf
xnxn

x
f

نضع  
n

n
nn xn

x
y

n
y 

1

0ny عندما nyn nعندما 0

مستمرfبما أن     00fyf n 0وعلیھ فان)( nyf

وھذا تناقض لان       1nyff مقیدة.
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) 15.4(مبرھنة
).مستمرة ( مقیدة fمنتھي البعد فانXإذا كان. Yإلى الفضاء المعیاريXدالة خطیة من الفضاء المعیاريfلتكن

:البرھان 
nXلیكن dimو nxx لھ تمثیل وحیدXxلكل: Xقاعدة إلى1,...,

Fxx ii

n

i
i 




1

   i
n

i
i xfxf 




1


     i
n

i
i

n

i
ii xfxfxf 




11



نضع         nxfxfk ,...,max 1فیكون  )1(
1





n

i
ikxf 

بحیث   0Cباستخدام مأخوذة التركیب الخطیة یوجد



n

i
i

n

i
ii Cxx

11


)2(1
1

x
C

n

i
i 





(2)من   , نحصل على  (1)  x
C

k
xf وعلیھf  13.4(مقیدة حسب المبرھنة. (

The Space Of Bounded Linear Functionsفضاءات الدوال الخطیة المقیدة
YXكن كل منلی YإلىXمن) المستمرة(مجموعة جمیع الدوال الخطیة المقیدة . Fحقل فضاء معیاریاً على ال,

),(یرمز لھا بالرمز  YXB أي أنf   دالة خطیة مقیدة   YXfYXB  :,
إذا كانXY  فنكتب ،)(XB بدلا من),( YXB

لیكن YXBgf ,, و, F  ،  بسھول یمكن إثباتgf   الآن نبرھن  أن  . دالة خطیةgf  
دةمقی

دالةً خطیةً مقیدةً,fgبما أن كل من  
  0,0یوجد 12  kk بحیث أن  xkxf 1 لكلXx و  xkxg 2 لكلXx

      xgxfxgf  
             xkkxgxfxgxfxgf 21  

gfوعلیھ    مقیدة   YXBgf ,

مما تقدم یمكن أن نستنتج المبرھنة الآتیة
) 16.4(مبرھنة

YXلیكن كل من  ),(، فأنFفضاء  معیاریاً على الحقل , YXB على الحقلخطيفضاءF بالنسبة لعملیتي
.الجمع والضرب القیاسي المعرفتین في الشكل الطبیعي
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)17.4(تعریف
YXلیكن كل من  YXfولتكنFفضاء معیاریاً على الحقل, :ًمعیار. خطیةًدالةf یعرف كالأتي:

  1,:sup  xXxxff

) 18.4(مبرھنة
YXلتكن كل من  YXfولتكن Fفضاء معیاریاً على الحقل , :ًإذا كانت                                   . دالةً خطیة

  1,:sup  xXxxfa

 












 0,:sup xXx
x

xf
b

  Xxxxfc   :0inf

فان   cbaxf  وأن  xfxf   لكلXx.
:البرھان 

نحصل على  cباستخدام تعریف  xcxf   لكلXx

1إذا كان  xcxc   cxf   لكلXx،1x

    cxXxxf 1:sup

)1(...cf 

نحصل على   bباستخدام تعریف  xbxf      0لكلxوبما أن
  Xxxxfc   :0inf

)2(...bc 
Xx ،0xلیكن

    











x

x
fxf

xx

xf 1

نضع 
x

x
yyXy  1)3(...ab 

faوبسھولة یمكن إثبات أن      وعلیھcbaf 

بقي أن نبرھن :الآن  xfxf    لكلXx منb نحصل على 
x

xf
b 

   xbxf  لكلXx ولكنbf   xfxf .
)19.4(مبرھنة

),(فضاء المتجھات  YXB 1{یمثل فضاء معیاراً بالنسبة للمعیار المعرف بالشكل,:)(sup{  xXxxff

البرھان
)(0بما أن ) 1( xf لكلXx 0)(xf لكلXx

)2 (
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0:0)(:0)(0,:0
)(

0}0,:
)(

sup{0}1,:)(sup{0)(





fXxxfXxxfxXx
x

xf

xXx
x

xf
xXxxfxf

,),(لیكن ) 3( YXBfF 

fxXxxf

xXxxfxXxxff









}1,:)(sup{

}1,:)(sup{}1,:))((sup{

,),(لیكن ) 4( YXBgf 
sup{ ( )( ) : , 1} sup{ ( ) ( ) : , 1}

sup{ ( ) ( ) : , 1}

sup{ ( ) : , 1} sup{ ( ) : , 1} ( ) ( )

( ) ( )

f g f g x x X x f x g x x X x

f x g x x X x

f x x X x g x x X x f x g x

f x g x

        

   

       

 

),( YXBًفضاء معیاریا.
)20.4(مبرھنة

),(فضاء  بناخ فأن Yإذا كان  YXBأیضا یكون فضاء بناخ.
:البرھان

),( YXB 19.4(فضاء معیار كما في المبرھنة .(
}{لتكن  nf متتابعة كوشي في),( YXB0 mn ff عندماmn,
فأن Xxلكل 

)())(()()( xffxffxfxf mnmnmn 

 0)()( xfxf mn عندماmn,)}({ xf n متتابعة كوشي فيY لكلXx

Yxfتوجد ) لأنھ فضاء بناخ(فضاء كامل Yبما أن  )( بحیث أن)()( xfxf n 

),( YXBf وعلیھ . ؟ لماذا ؟}{ nf متقاربة),( YXBفضاء بناخ.
)21.4(تعریف
),(. Fفضاء معیاریا على الحقل  Xلیكن   FXB )
أي أنX، ویرمز لھ بالرمز Xإلى(Dual Space)یسمى بالفضاء الثنائي ) Xعلى 

}f  دالیة خطیة مقیدةFXfX  :{

ملاحظات
منتھي البعد فأن خطیافضاء Xإذا كان ) 1( XX
فضاء بناخ Xفضاء معیاریاً  فأن Xإذا كان )2(
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)22.4(مثال
)یكون نفسھ أي أن nبرھن على أن الفضاء الثنائي إلى )n n  

البرھان 
)منتھي البعد nبما أن  ) ( )n n  
},...,{لیكن  1 nxx قاعدة إلىn ولتكنnx 

1

n

i i i
i

x x 


  

1 1 1
( ) ( ) ( ) , ( ) , 1, ,

n n n

i i i i i i i i
i i i

f x f x f x y y f x i n  
  

       

شوارز نحصل على –باستخدام متراجحة كوشي 

)))(()(()(
1

2
1

2

1 1

2
1

2  
 


n

i
i

n

i

n

i
iii yyxf 

1
2 2

1
( ) ( )

n

i
i

f x x y


 
}1,:)(sup{  xRxxff n





n

i
iyf

1

2
1

2 )(

 معیارfھو معیارn  أي أن



n

i
iyf

1

2
1

2 )(f y  1حیث( , , ) n
nY y y  

:وعلیھ الدالة  ( )n n    المعرفة بالشكل),...,()( 1 nyyyf  حیث)( ii xfy 

)تكون دالةً خطیةً  تقابلیةً    )n n    .
)23.4(مثال

.ھو الفضاء 1برھن على أن الفضاء الثنائي إلى
:البرھان
لتكن ke1قاعدة طبیعیة إلىحیث)( kike  أي أن ),,1,0,0(),,0,1,0(),,0,0,1( 321  eee

kفان 1xوعلیھ لكل 
k

k ex 





1
 حیثFk 

1نفرض :  الآن *( )f f   1دالیة خطیة مقیدة على

)(,)()()(
111

kk
k

kk
k

kk
k

kk efyyefefxf  














)حیث  )k ky f e لھ تمثیل وحید بواسطةf 1وكذلكke 

fefefy kkk  )(

  fyyy k
k

k sup)( 
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ر نفرض من جانب أخ )( kZZ . نعرف الدالةFg 1:   بالصیغة





1

)(
k

kk zxg 

)(1حیث   kxxgخطیة مقیدة

k
jk

kk
jk

kk zxxzzxxg supsup)(
11
 









 *1)(g . وأخیرا نبرھنj
j

yf sup

j
jk

kj
jk

kk yxyyxf supsup)(
11

 










 j
j

yf sup وعلیھj
j

yf sup وبذلك تكون الدالة  المعرفة بالصیغة   )(1*

)()( jyf  حیث)( jj efy ًتكون دالةً خطیةً متشاكلة.
)24.4(مثال

ppبرھن على أن الفضاء الثنائي إلى  ,1  ھوq 111حیث


qp
.

:البرھان 
لتكن  keقاعدة طبیعیة إلىp حیث)( kike  وعلیھ لكل،px  فانk

k
k ex 






1
 حیثFk 

)(*ن نفرض الآ pff  دالیة خطیة مقیدة علىp

)(,)(
1

kk
k

kk efyyxf 






111بحیث أن Rqلتكن 


qp
)(نضع .    

nknx بحیث
















we

ynk
y

y
n

k

q

k

kn

.,0

0,,



وعلیھ نحصل على 
qn

k
k

k
knn yyxf 








11

)( 

   pq

k
ppq

k
pp

knnn yfyffxfxf
11

)1(
1

)()()()( 



pq

k

q

kn yfyxf
1

)()(  
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fyy q
qn

k
k

p
qn

k
k  







1

1

11

1
)()(

fyنحصل على  nعندما . اختیار nبما أن  q
q

k
k 





1

1
)(

 q
ky )( . من جانب أخر نفرضq

kzz  Fgونعرف الدالة )( p :بالصیغة





n

k
kk zxg

1
)( 

pحیث 
kxg  )(خطیة ومقیدة.

q
q

k
k

q
q

k
k

p
p

k
kkk yxyyxf

1

1

1

1

1

1
)()()()( 













 

q
q

k
kyf

1

1
)(





 وعلیھ نحصل علىq
q

k
kyf

1

1
)(







qpوبذلك تكون الدالة    )(: المعرفة بالصیغة)()( kyf  حیث)( kk efy ًتكون دالةً خطیةً متشاكلة.

Separable Normed Spacesنفصال الفضاءات المعیاریة القابلة للا
)25.4(تعریف

كان إذاXفي ) Dense(بأنھا كثیفة Aیقال عن المجموعة . Xمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاري Aلتكن 
A X . ویقال عن الفضاء المعیاريX بأنھ قابل للانفصال)Separable (كان إذاX یحتوي على مجموعة كثیفة
.قابلة للعد

)26.4(مثال
.كثیفة وقابلة للعد في قابل للانفصال  لان مجموعة الأعداد النسبیة الفضاء المعیاري ) 1(
قابل للانفصال  لان المجموعة المكونة من جمیع الأعداد العقدیة التي أجزائھا الحقیقیةالفضاء المعیاري ) ) 2(

. والتخیلیة أعداد نسبیة تكون كثیفة وقابلة للعد في 
)27.4(مثال 

.یر قابل للانفصالغبرھن على أن الفضاء المعیاري 
: الحل 

مجموعة قابلة للعد في Aلتكن  },,{ 21 xxA  1حیث 2( , , )n n nx x x   
لیكن  )( kyyحیث أن














1,0

1,1

kk

kkkk

k

x

xx

y

المركبةkإلىkxy    ھيkkkkkk xyxy  ,1

1وعلیھ      
kxyAyA  لكل مجموعة جزئیة قابلة للعدAفيد وعلیھ لا توج

. غیر قابل للانفصال الفضاء مجموعة كثیفة قابلة للعد في 
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)28.4(مثال 
قابل للانفصال لكل pبرھن على أن الفضاء المعیاري  p1.

:الحل 
pلیكن  

nxx  nxنسبي أذا كان     xیقال أن   . )(     لكل قیمn.F  F  
.nد نسبیة لكل قیم أعداnxالجزء الحقیقي والجزء التخیلي إلى 

عدد نسبي  xالآن   :),0,0,,,,( 21
p

nxxxxA  

 المجموعةA قابلة للعد یعني أن نبرھنpA  وبذلك نحتاج فقط  إن نبرھنAp  لانpA .

pلیكن
iyy  0ولیكن)(

1







p

i
iy)أي أن المتسلسلة اللانھائیة متقاربة (

 یوجد عدد صحیح موجبm بحیث أن
21

p
p

mi
iy






1لیكن  2( , , , ,0,0, )nx x x x A   بحیث أن
m

yx
p

p

ii 2

 لكلmi ,,2,1 

1 1 1 2 2

p p p p pm
p p

i i i i i
i i i m

x y x y x y x m
m

 


 

   

           
 yxAyA ppقابل للانفصال.
)  29.4(مبرھنة
.یكون أیضا قابلاً  للانفصال Xفان قابل للانفصالX*بحیث أن Fفضاء معیاریاً على الحقل Xلیكن 
:البرھان

فضاء متري *Xبما أن كل فضاء معیاري ھو فضاء متري 
}:1{ولتكن    *  fXfM

Mفضاء جزئي من الفضاء المتري*X
معدود وكثیفة ، أي أن Mفي Aتوجد مجموعة جزئیة قابل للانفصال Mقابل للانفصال X*بما أن 

MAfffA n  ,,...},...,,{ 21

MAMfبما أن  n  لكل قیمnf n  nلكل قیم 1

}sup)(:1{بما أن   xxff nn لكل قیمn

 لكل قیمn یوجد المتجھ ،nnn xxxf ,1,
2
1)( 

) 1fنحصل على تناقض مع كون nxوجد إذا لم ی( 
}{متولد بواسطة المتتابعة Xفضاء جزئیاً مغلقاً في Nلیكن  nx أي أن}][{ nxN 

XNیجب أن نبرھن   نفرض ،XN  یوجدXx 0 بحیثNx 0، یوجدوعلیھ*Xf بحیث أن
1,0)( 0  fxf 0و)( xf لكلNx

1بما أن  fMf

Nxxfا أن بم nn  nلكل قیم )(0
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ffxffxffxfxfxf nnnnnnnnnn  )())(()()()(
2
1

1nx (لان (
2
1

ff n لكل قیمn AfB )(
2
حیث أن 1

}
2
1:{)(

2
1  fggfB

 Afذا تناقض لان وھMA  وعلیھ یجب أنXN  مجموعة كل التراكیب الخطیة لـnx والتي
.قابل للانفصالXXمعاملاتھا أعداد نسبیة تكون مجموعة معدودة دائما تقریباً كثیفة  في 

ملاحظة 
قابلاً للانفصال والمثال الآتي یوضح X*قابلاً للانفصال فلیس بالضروري أن یكونXإذا كان الفضاء المعیاري 

.ذلك 
*1لیكن     XX

)). 27.4(كما في المثال (غیر قابل للانفصالولكن)). 28.4(كما في المثال (لانفصال قابل ل1نلاحظ أن 

Isomorphic of Normed Spacesتشاكل الفضاءات المعیاریة 

)30.4(تعریف
X,لیكن كل من Yفضاء معیاراً على الحقلF .عن الدالة یقال:f X Y بأنھا تشاكل متري)Isomorphic ( أو

)Isomertry ( إذا كانyxyfxf  Xyxلكل )()( , . یقال أن الفضائیین,X Y متشاكلان متریا
)Isomorphic (إذا وجد تشاكل متري تقابلي بینھما.

)31.4(مثال
aولتكنFفضاء معیاریاً على الحقل Xلیكن  X . عرف الدالة:f X Xبالصیغة( )f x a x لكلx X .

.تشاكل متريfبرھن على أن 
:الحل

x,لیكن  y X( ) ( )f x f y a x a y x y       

)32.4(تعریف
X,لیكن كل من Yفضاء معیاریاً على الحقلF . یقال عن الدالة  الخطیة المتباین:f X Yاكل تشاكلاً متریاً بأنھ متش

(Isometric isomorphism) إذا كانxxf )( لكلXx . یقال أن الفضائیین,X Y ًمتشاكلان تشاكلاً متریا
(Isometric isomorphism) أو یقال متطابقان(Congruent)إذا وجدت دالة  إذا وجد تشاكل تقابلي، بعبارة أخرى

f:خطیة تقابلیة  X Y بحیث أنxxf )( لكلXx.
ملاحظة

f:إذا كانت الدالة   X Y  متشاكلة تشاكلاً متریاً فأنھا تشاكل متري لانyxyxfyfxf  )()()(
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)33.4(تعریف
X,كن كل من  لی Y فضاء معیاریاً على الحقلF . یقال عن الدالة الخطیة التقابلي:f X Y بأنھ تشاكل تبولوجي

Topological  isomorphism) (1,f f  . ائیین,X Y

.إذا وجد تشاكل تبولوجي بینھما(Topological  isomorphism)متشاكلان تبولوجیاً 
ملاحظة

.الفضاءات المتشاكلة تبولوجیاً لیس بالضرورة أن تكون متشاكلة تشاكلاً متریاً
)34.4(مبرھنة

X,لیكن كل من Yریاً على الحقل فضاء معیاF . فان,X Y متشاكلان تبولوجیا إذا وفقط ذا وجدت دالة  خطیة
f:شاملة  X Y وكذلك الثوابت الموجبة,a b بحیث أنxbxfxa  .Xxلكل )(

: البرھان
X,نفرض  Y ًمتشاكلین تبولوجیا یوجد تشاكل تبولوجي:f X Y أي أن  ،f دالة خطیة تقابلیة وان كل من

1,f f  دالة مستمرةf  0مقیدة وعلیھ یوجدb  بحیث أنxbxf )( لكلXx

fمستمرة 1fوبالمثل   مقیدة 0یوجدa بحیث أن)(xfxa  لكلXx.
.وبصورة متشابھة نبرھن الاتجاه المعاكس
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SpacesHilbertفضاءات ھلبرت. 5
)1.5(تعریف

,الدالة. Fفضاء خطیا على الحقلXلیكن : X X F تسمى بدالة الضرب الداخلي)Inner Product (علىX ،
:إذا تحققت البدیھیات الآتیة 

)1(0, xx لكلx X،)2 (0, xx0إذا وفقط إذا كانx،
)3 (xyyx ,,  حیثyx, تعني العدد المرفق للعددyx,

)4 (zyzxzyx ,,,   لكلXzyx ,,  لكلF

فضاء Xحیث X),,(ھو الثنائي) أو فضاء الضرب الداخلي) (pre-Hilbert Space(فضاء ھلبرت الابتدائي 
.في حالة عدم وجود التباس X),,(بدلا منXسوف نكتب .  Xضرب داخلي على ,,Fخطیا على الحقل 

ملاحظة 
.كل فضاء جزئي من فضاء ھلبرت الابتدائي یكون فضاء ھلبرت ابتدائي

)2.5(مثال
nXلیكن ) 1( F .عرف الدالة, : X X F   بالشكل




n

i
ii yxyx

1
1لكل , 2( , , , )nx x x x X  ،

1 2( , , , )ny y y y X  تمثل ضرباً داخلیاً علىX.

لیكن ) 2(





1

1
2 },:),,,({

i
iin xiFxxxxX  . عرف الدالةFXX :, بالشكل







1
,

i
ii yxyx لكلXyyyxxx  ),,(),,,( 2121  فان ،X تمثل فضاء ھلبرت الابتدائي.

]لیكن ) 3( , ]X C a b . عرف الدالةFXX :, بالشكل, ( ) ( )
b

a

f g f x g x dx  لكل,f g X ، فانXتمثل

.فضاء ھلبرت الابتدائي 
:الحل 
Xzyxلیكن )    1( ,, ولیكنF ,

2)ا(

1 1
, 0

n n

i i i
i i

x x x x x
 

   

2) ب(

1
0 0 , 0

n

i i
i

x x x x


     0لكل 1, 2, ,x i n   

) ج(
1

, ,
n n n

i i i i i i
i i i

x y x y x y y x y x
  

     

) د(
1 1 1

, ( ) , ,
n n n

i i i

x y z x y z xz yz x z y z       
  

        
.Xتشكل ضرباً داخلیاً على,الدالة
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)3.5(مبرھنة
فضاء ھلبرت الابتدائي، فان Xإذا كان

)1(0, ,0 0x x  لكلx X

)2 (, , ,x y z x y x z      لكلXzyx ,,  ولكلF ,

,إذا كان ) 3( ,x z y z لكلz X فانx y

:البرھان
)1 (

0, 0 0, 0 0, 0x x x   0,0,0,0,00,0.  خرى أو بطریقة أ  xxxxx

)2(
, , , , , , , , , ,x y z y z x y x z x y x z x y x z x x y x z                     

)3  (, ,x z y z لكلz X, 0 , , 0x y z x z y z      لكلz X

xبصورة خاصة، نضع  y X z x y    0 , 0x y x y x y x y        

)4.5(نتیجة
فضاء ھلبرت الابتدائي، فان Xإذا كان 

)1  (
1 1

, ,
n n

i i i i
i i

x y x y 
 

 )2  (
1 1

, ,
m m

j j j j
j j

x y x y 
 

 )3  (
1 1 ,

, ,
n m

i i j j i j i j
i j i j

x y x y   
 

  
:البرھان

)1(
، نلاحظ ،2nإذا كانت :   بطریقة الاستقراء الریاضي سنبرھن

2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1

, , , , ,i i i i
i i

x y x x y x y x y x y     
 

     
knنفرض العبارة صحیحة عندما    1ونبرھن صحتھا عندما kn.

1

1 1 1 1
1 1 1

1

1 1
1 1

, ( ) , , ,

, , ,

k k k

i i i i k k i i k k
i i i

k k

i i k k i i
i i

x y x x y x y x y

x y x y x y

    

  



   
  



 
 

   

  

  

 
).3(، )2(وبنفس الطریقة یمكن برھان . من الأعداد الصحیحة الموجبةnیع قیم وعلیھ فأن العبارة تكون صحیحة لجم

InequalityCauchy(شوارز –متراجحة كوشي )5.5(مبرھنة - Schwarz .(
:. فضاء ھلبرت الابتدائي Xلیكن X  ,x x xx X

yxyx , لكلXyx ,

: البرھان 
0xإذا كان 0أوy , 0x y   وینتھي البرھان .
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0yإذا كان   1نضع y
z z

y
   2لان 2

2 2
1 1, , , 1y y

z z z y y y
y y y y

    

x,یجب أن نبرھن    z x . لكلFفأن ،, 0x z x z   

2بما أن   2, , ,x z x z x x z z x z           2فان 2, , 0x x z z x     
2 2, , , , , , 0x x z x z x z x z x z z x         لكلF

22 , , ( , ) ( , ) 0x x z x z x z z x         لكلF
22 , , ( , ) ( , ) 0x x z x z x z x z         لكلF

22 , ( , )( , ) 0x x z x z x z        لكلF
2 22 , , 0x x z x z        لكلF

x,بما أن  z F نضع ،,x z  22، فان, , 0x z x x x z   

yبما أن
z

y
   1،فان, , , ,y

x y x y x y x x x x z x
y y

      

)6.5(مبرھنة
. كل فضاء ھلبرت الابتدائي یكون فضاء معیاریاً وعلیھ یكون فضاء متریاً

: البرھان 
:فضاء ھلبرت ولتكن الدالة  Xلیكن X    معرفة بالصیغة,x x x لكلx X یجب أن

.یحقق بدیھیات المعیارXنبرھن أن الفضاء 
,بما أن )     1( 0x x  لكلx X 0،فانx  لكلx X

)2   (0 , 0 , 0 0x x x x x x      

xلیكن )    3( X ولیكنF

, , ,x x x x x x x x        

x,لیكن )    4( y X

2بما أن   2 2, ,x y x x y y x y     وكذلك, , 2 Re( , )x y y x x y فان ،
2 2 22 Re( , )x y x x y y   

2بما أن  2 22 , Re( , ) ,x y x x y y x y x y      لكل,x y X

2بما أن   2 2 22 ( ) ,x y x x y y x y x y x y        لكل,x y X

x y x y    لكل,x y X وعلیھXفضاء معیاریا.
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)7.5(مبرھنة
فضاء ھلبرت الابتدائي ، فان Xلیكن 

)1 (222 ,Re2 yyxxyx  لكل,x y X ) المتطابقة القطبیة(
)2 (2222 22 yxyxyx  لكل,x y X ) قانون متوازي الأضلاع(

)3 (2 2 2 21, ( )
4

x y x y x y i x iy i x iy        لكل,x y X ) متطابقة الاستقطاب(

:البرھان 
)1(
22222 ,Re2,,,,,,, yyxxyyxyxxyyxyyxxxyxyxyx 

)2(
222 ,,, yxyyxxyxyxyx 
222 ,,, yxyyxxyxyxyx 

2222 22 yxyxyx 

)3(
نحصل على) 3(،)2(من 

xyyxyxyx ,2,222 ،222 ,, yxyiyxixyix 
222 ,, yxyiyxixyix  ,

xyyxyixiyixi ,2,222 

yxyixiyixiyxyx ,42222 

2وعلیھ  2 2 21, ( )
4

x y x y x y i x iy i x iy       

) 8.5(مبرھنة
2222فضاء معیاریاً بحیث أن  Xلیكن 22 yxyxyx  لكل,x y X ولتكن الدالة ،

, : X X F  2معرفة  بالصیغة 2 2 21, ( )
4

x y x y x y i x iy i x iy        لكل,x y X    ،

) . فضاء ھلبرت الابتدائي Xأي(Xتمثل ضرباً داخلیاً على,فان
: البرھان 

تحقق بدیھیات الضرب الداخلي ,یجب أن نبرھن على 
)1(

2 2 2 2 2 2 2 22 21 1, ( ) (4 0 (1 ) (1 ) )
4 4

x x x x x x i x ix i x ix x i i x i i x             

1ولكن    1 1 2, 1 1 1 2i i        2، فان 2 2 21, (4 2 2 ) 0
4

x x x i x i x x    

)2(
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20 0 , 0x x x x    

x,لیكن )   3( y X
2 2 2 21, ( )

4
x y x y x y i x iy i x iy       

2 2 2 2 2 2 2 21 1, ( ) ( ) ,
4 4

x y x y x y i x iy i x iy x y y x i y ix i y ix y x                

,لیكن )  4( ,x y z X ولیكن, F  
2 2 2 21, ( ( ) ( ( ) ) ) (1)

4
x y z x y z x y z i x y iz i x y iz             

ولكن 
2 2 2 2( ) ( ) 2 2x z x x z y x z y       
2 2 2 2 2( ) ( ) 2 2 ( ) (2)x y z x z y x z y x z y           

مرة أخرى 
2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 2 ( ) 2 2 ( ) (3)x z y z y x z y x z y x y z x x y z                 

نحصل على ) 3(، )2(من 
2 2 2 2 2 2( ) 2 2 (2 2 ( ) )x y z x z y y z x x y z          
2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 2 2 2 (4)x y z x y z x z y y z x           

x,باستبدال yنحصل)4(في
2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 2 2 2 (5)x y z x y z y z x x z y           

نحصل على )  5(، ) 4(بجمع 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) (6)x y z x y z x z x z y z y z             

نحصل على iوضرب الطرفین بـ(6)فيizبـ zاستبدال 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) (7)i x y iz i x y iz i x iz i x iz i y iz i y iz             

نحصل) 7(،)6(بجمع

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (8)

x y z x y z i x y iz i x y iz

x z x z i x iz i x iz y z y z i y iz i y iz

           

               
,وعلیھ   , , 4 , 4 , 4 ,x y z x z y z x y z x z y z      

,)  ا(وھذا بعني برھنا   , ,x y z x z y z   لكل, ,x y z X ب(وبالمثل نبرھن (, ,x y x y 

x,لكل  y X ولكلF أن  ینتج) ب(، )ا(ومن, , , ,x y z x z y z     لكل, ,x y z X ولكل
, F   تمثل ضرباً داخلیاً على,وعلیھX.
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ملاحظة 
. یوضح ذلك: والمثال الأتي. روري أن یكون فضاء ھلبرت الابتدائيفضاء معیاریاً فلیس من الضXإذا كان 

)9.5(مثال
]لیكن , ]X C a b baCX ,  ولیكنmax{ ( ) : }f f x a x b   لكلf X

)انظر ا(فضاء معیاري Xلاحظ أن 9.3 ) .(X
2 2 2

f g f g   لبعض ،,f g X

)لتكن  ) 1, ( ) x a
f x g x

b a


 


]لكل  , ]x a b 1، نحصل علىf g .

   
ab

ax
xgxfgf




 12

   
ab

ax
xgxfgf




 11

4222514 22222  gffgfgf

.المبرھنة الآتیة تبین أن الضرب الداخلي على فضاء الخطي دالة مستمرة 
)10.5(مبرھنة

. Xفي فضاء ھلبرت الابتدائي
nxإذا كانت ) 1( xوكانتny y  فان, ,n nx y x y

}إذا كانت كل من ) 2( }nx ،{ }nyمتتابعة كوشي فيX  فان{ , }n nx y تكون متتابعة كوشي فيF.
:البرھان 
)1 (

, ( ), ( ) , , , ,n n n n n n n nx y x x x y y y x y x y y x x y x x y y            

, , , , ,n n n n n nx y x y x y y x x y x x y y       

, , , , , , , ,n n n n n n n n n nx y x y x y y x x y x x y y x y y x x y x x y y              

, ,n n n n n nx y x y x y y x x y x x y y       

nxبما أن  x 0، فانnx x  عندماnكذلك بما أن ، وny y 0، فانny y  عندماn

, , 0n nx y x y   عندماn

,، نلاحظ أن    )1(كما في )   2( ,n n m m m n m n m m n m n mx y x y x y y x x y x x y y       

,مقیدة ، فان nx ،myبما أن  كل من   , 0n n m mx y x y  عندماn.
)11.5(نتیجة

في فضاء ھلبرت الابتدائي  
nxإذا كان) 1( x فانnx x

}إذا كانت) 2( }nx متتابعة كوشي فيXفان المتتابعة{ }nx متقاربة .
.دالة مستمرة,)3(
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)12.5(تعریف
مع الضرب Fفضاء خطیا على الحقلXبعبارة أخرى إذا كان. فضاء ھلبرت الابتدائي الكامل یسمى فضاء ھلبرت 

2إذا كان الفضاء المتري المتولد بواسطة المعیار . یكون فضاء ھلبرت Xفان ,الداخلي ,x x x ًفضاء كاملا.
)13.5(مثال

مع الضرب الداخلي nالفضاء ) 1(
1

,
n

i i
i

x y x y


 1لكل 2 1 2( , , , ), ( , , , ) n
n nx x x x y y y y     یكون

.فضاء ھلبرت

مع الضرب الداخلي 2الفضاء  )2(
1

, i i
i

x y x y




 2لكل
1 2 1 2( , , ), ( , , )x x x y y y     یكون فضاء

.برت ھل
)14.5(مثال

]1,1[الفضاء CXمع الضرب الداخليFXX :, المعرف بالصیغةxdxgxfgf 



1

1

)()(,

Xgfلكل  ,,یكون فضاء ھلبرت لا.
: الحل 

ملاً والسبب في ذلك ھو انھ لو أخذنا المتتابعة مع الضرب الداخلي لیس فضاء كاXسوف نبرھن  أن الفضاء nf

بحیث أن

 






















11,1

10,

01,0

x
n

n
xnx

x

xf n

2

2

( )0 ,
3m n n m n m n m

n m
f f f f f f f f

n m


        عندماmn,

}وھذا یعني، أن  }nf متتابعة كوشي  ولكن ھذه المتتابعة غیر متقاربة فيX

nfالآن لو فرضنا أن   f 

1, 1 0
lim ( )

0, 0 1n

x
f(x) f x

n x

  
    

f X لأنھا غیر مستمرة.
)15.5(مثال

. كل فضاء ھلبرت ھو فضاء بناخ ولكن العكس غیر صحیح دائما 
: الحل 

ھلبرت فانھ یكون فضاء ھلبرت الابتدائي ویكون كاملاًفضاء Xإذا كان
. فضاء معیاریاً وكاملاً أي فضاء بناخ Xوبما أن كل فضاء ھلبرت الابتدائي ھو فضاء معیاري ، لذا فان

,وبالعكس فان الفضاء 2pX p ھو فضاء بناخ
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,لكي نبرھن 2pX p  لیس فضاء ھلبرت یكفي إن نبرھن بعدم تحقیق قانون متوازي الأضلاع .

,لیكن  (1, 1,0,0, ), (1,1,0,0, )px y x y       وعلیھ
1

2 px y  ،2x y x y   
2 2 2 22 2x y x y x y     

)16.5(مبرھنة
.فأنھا تحتوي على عنصر وحید لھ اقل معیار Xمجموعة مغلقة محدبة في فضاء ھلبرت Aإذا كانت
البرھان 

}infلیكن  : }d x x A  باستخدام تعریفdتوجد متتابعة{ }nx فيA بحیث أنnx d. یجب أن
}نبرھن }nx 0متتابعة كوشي ،  أي نبرھنn mx x 0n mx x  عندما,n m

n,مجموعة محدبة  وان  Aبما أن  mx x A
1 ( )
2 n mx x A  باستخدام تعریفd نحصل على أن

1 ( )
2 n mx x d   2وعلیھ (1)n mx x d  

2بما أن   2 2 22 2n m n m n mx x x x x x    
2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 4n m n m n m n mx x x x x x x x d        

mxالآن ، بما أن  d وكذلكmx d عندما,n m  2، فان 2 2 2 2 22 2 4 2 2 4 0n mx x d d d d     

0nوعلیھ  mx x  عندما,n m أي أن ،{ }nx متتابعة كوشي فيA

xكامل، فانھ  یوجدXبما أن X بحیث أنnx x

}بما أن المتتابعة }nx  فيx A A  ولكنAلقة ، فان مجموعة مغx A A A  

n nx d x x x x     

بقي أن نبرھن الوحدانیة 
x,نفرض إن  y A  بحیثx d ،y d

1مجموعة محدبة Aبما أن  12 ( ) ( )
2 2

x y d x y d x y A        

2: الآن  2 2 2 2 2 2 20 2 2 2 4 0x y x y x y x y d d d           

2بما أن 20 0 0 0x y x y x y x y x y            

)17.5(مبرھنة
0x،ولتكنXمجموعة غیر خالیة، مغلقة ومحدبة في فضاء ھلبرتAلتكن A .ر وحید  فانھ یوجد عنصa A

0بحیث أن  0( , )x a d x A 

: البرھان
0بما أن  0 0( , ) inf{ ( , ) : } inf{ : }d x A d x x x A x x x A    

)0لیكن  , )d d x A .باستخدام تعریف infتوجد متتابعة{ }nxفيA 0بحیث أن nx x d 

}یجب أن نبرھن أن  }nx 0متتابعة كوشي أي نبرھنn mx x  عندما,n m
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A,n mx x A
1 ( )
2 n mx x A  d

0
1 ( )
2 n mx x x d   02وعلیھ ( ) 2 (1)n mx x x d   

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2
0 0 0

( ) ( ) 2 2 ( ) ( )

2 2 2 ( )

n m n m n m n m

n m n m

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x

            

      

0الآن ، بما أن  nx x d  0وكذلك mx x d عندما,n m 0، فانn mx x  عندما,n m،
}أي أن  }nx متتابعة كوشي فيA

aیوجدكامل Xبما أن X بحیث أنnx a

}بما أن المتتابعة  }nx فيA فان ،a A ولكن المجموعة ،A مغلقة ، فانa A A A  

0 0n nx x x a d x x     

a,نفرض:   لبرھان الوحدانیة  b A0بحیث أنx a d  ،0x b d 
2 2 2 2 2 22 2

0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) 2 2 ( ) ( ) 2 2 2 ( ) 0a b x b x a x b x a x b x a d d x a b                  
2 0a b  

2بما أن  20 0 0 0a b a b a b a b a b            .
)18.5(تعریف

X,كل من لیكن   Y       فضاء ھلبرت على الحقلF .الخطیة التقابلیة  دالة یقال عن ال:f X Y
(Hilbert Isomorphic)yxyfxf ,)(),( Xyx , .,X Y

(Isomorphic)إذا وجد تشاكل ھلبرت بینھما.
)19.5(مبرھنة 

X,لیكن كل من Y فضاء ھلبرت على الحقلF.ولیكن:f X Y ًفان العبارتین الآتیتین متكافئتان ةًخطیدالة
)1 (( )f x x لكلx X)      .2  (( ), ( ) ,f x f y x y لكل,x y X.
:البرھان 

(2) (1)
x,لیكن  y X ،F

( ) ( ) ( )x y f x y f x f y      

2222ولكن   ),Re(2 yyxxyx  
2222 )())(),(Re(2)()()( yfyfxfxfyfxf  

xxfyyfولكن   )Re(),Re),()((وعلیھ  )(,)( yfxfyx   لكلF

Fإذا كان    1نأخذ إما إذا كانF   نأخذ
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,,),()(1i:  أولا yfxfyx

yxyfxfالتخیلي وعلیھ یكون    ,)(),( .
(1) (2)

2نحصل على  ) 2باستخدام. Xxلیكن  2( ) ( ) ( ), ( ) ,f x x f x x f x f x x x    

SetsOrthonormalالمجموعات المتعامدة الأحادیة  
) 20.5(تعریف
x,فضاء ھلبرت الابتدائي ولیكنXلیكن  y X یقال أنx عمودي(Orthogonal)علىy یكتب( إذا كانx y (
,إذا كان 0x y .

ملاحظات 
xالتعامد علاقة متناظرة أي أن إذا كان) 1( yفانy x لان

yxyxyxxyxy  0,00,0,

0,0لانXxلكل  x0فري عمودي على جمیع المتجھات أي أن  المتجھ الص) 2( x لكلXx

0xفانxxإذا كان) 3(  لانxxxxx  0,0

لان  Fلكلyxفانyxإذا كان) 4(  00,,   yxyx

)21.5(مثال
,1عمودیاً على كل من المتجھاتXإذا كان المتجھ , nx xXX

.ixعلى أي تركیب خطي إلى 
: البرھان 
kx x 1لكل, 2, ,k n , 0ix x   1لكل, 2, ,k n 

كن لی
1

n

i i
i

z x


 حیثi F  1لكل, 2, ,i n 
1

, , , 0
n n

i i i i
i i

x z x x x x 
 

    
x z                                               .

)22.5(مثال
x,لیكن y في فضاء ھلبرت الابتدائيمتجھینX 1بحیث أن yx .برھن على أنyx  عمود علىyx .
: الحل

2 2, , , , , , , 1 1 0x y x y x x x y y x y y x x y x y y            

) 23.5(مبرھنة
x,إذا كان yاء ھلبرت الابتدائيمتجھین متعامدین في فضX 2فان 2 2 2

x y x y x y    

: البرھان
,بما أن  , 0x y y x x y   وعلیھ فان

2 2 2 2 2, , , , , 0 0x y x y x y x x x y y x y y x y x y             

2بالمثل نبرھن    2 7
x y x y  .
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)24.5(نتیجة
,1إذا كانت المتجھات , nx x أي أن( متعامدة مثنى مثنىi jx x لكلji  (في فضاء ھلبرت الابتدائيXفان

2
2

1 1

n n

i i
i i

x x
 

 
.رئ قامن السھل برھنة ذلك بطریقة الاستقراء الریاضي ونترك ذلك كتمرین لل

)25.5(تعریف
xالمتجھ.Xمجموعة جزئیة غیر خالیة في فضاء ھلبرت الابتدائيAلتكن X یسمى متجھاً عمودیاً علىA ) یكتب

x A  (إذا كانx y  لكلx A.
)26.4(تعریف

A,لتكن كل من B مجموعة جزئیة غیر خالیة في فضاء ھلبرت الابتدائيX . یقال أنA عمودیھ علىB )تكتبA B (
xإذا كان  y  لكلx Aولكلy B .

ملاحظة 
1إذا كان كل من  2,M M فضاء جزئیاً في فضاء ھلبرت الابتدائيX1بحیث أن 2M M1فان 2 {0}M M 

)27.5(تعریف
Aالمجموعة المكملة عمودیا  لـلمجموعة Xمجموعة جزئیة غیر خالیة في فضاء ھلبرت الابتدائي Aلتكن

(Orthogonal Complement)یرمز لھا بالرمزAوتعرف كالآتي:
{ : } { : }A x X x y y A x X x A        

)وكذلك نعرف   )A  التي تكتب بالشكلAفیمكن أن نعبر عنھا كالآتي:
{ : } { : , 0 }A x X x y y A x X x y y A           

)28.5(مبرھنة
فضاء ھلبرت الابتدائي فان Xلیكن

)1  ({0} X )2 ({0}X  
: البرھان 

)1    (    XxXx  0:0)2     (   0:  xxXxX

)29.5(مبرھنة
A,لتكن كل من  Bمجموعة جزئیة غیر خالیة في فضاء ھلبرت الابتدائيX  . فان

)1 ( 0 AA)2    (
 AA

BAإذا كانت)  3(    فان  AB)4   ( BA    إذا وفقط إذا كان AB

: البرھان 
لیكن ) 1( AAxAxAx   ,xx0x 0 AA

لیكن  ) 2( Axyx لكل Ay Ax Ax AA

لیكن) 3( Bxyx لكلBy
BAyxبما أن   لكلAyAxAB  

نفرض(4)
 BAنبرھن و AB
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بما أن  BAAB )3حسب(
Bولكن  B )2حسب( AB .وبالمثل نبرھن العكس.
)30.5(مبرھنة

.Xفضاء جزئي مغلق في A، فان Xاء ھلبرت الابتدائيمجموعة جزئیة غیر خالیة في فضAإذا كانت
:البرھان 

0بما أن  x لكلAxAA   0
x,لیكن  y A ولیكن, F   لكلz A نحصل على, , , (0) (0) 0x y z x z y z          

 Ayx  وعلیھ فان ،A فضاء جزئي فيX .
أي أن نبرھن (فضاء مغلق Aالآن نبرھن أن    AA.(

لیكن  Ax توجد متتابعة}{ nx فيA بحیث أنxxn 

,لكل  0nx y y A   لكلn .
,بما أن    0 , ,nx y x y x y   لكلA A x A y A      

.Xفضاء جزئي مغلق فيAوعلیھ فان 
)31.5(تعریف

إذا X .A(Orthogonal)مجموعة جزئیة في فضاء ھلبرت الابتدائيAلتكن
Ayxلكلyxكان  ,وyx ویقال عن المجموعة ،A متعامدة أحادیة(Orthonormal)A

1x لكلAx.وبعبارة أخرى یقال أنAمتعامدة أحادیة إذا كان














yx

yx

yx

,1

,0
,

Ayxلكل   , .وبصورة خاصة یقال أن المتتابعة}{ nx متعامدة إذا كانmn xx لكلmn  ویقال  متعامدة ،
أحادیة إذا كان 














mn

mn

xx mn

,1

,0
,

ملاحظة
100المجموعة المتعامدة الأحادیة لا تحتوي على المتجھ الصفري لان  .

)32.5(مثال
]لیكن  , ]X C    ولتكن( ) sin( )nf x nxالمتتابعة فان{ }nfلان . متعامدة

, ( ) ( ) sin( )sin( ) 0n m n mf f f x f x dx nx mx dx
 

  

   
nلكل  m . وكذلك إذا كانت( ) cos( )ng x nx فان المتتابعة{ }ngمتعامدة.
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)33.5(مبرھنة
Xمجموعة متعامدة من المتجھات غیر الصفریة في فضاء ھلبرت الابتدائي Aلتكن  

}المجموعة ) 2.  (تكون مستقلة خطیاً Aالمجموعة ) 1( : }x
B x A

x
  تكون متعامدة أحادیا

:البرھان 

}1لیكن  ) 1( , , }nx x مجموعة منتھیة فيA  فان
2

1 1
0 0 0

n n

i i i i
i i

x x 
 

    

iبما أن  jx x  2لكل 2

1
0

n

i i
i

x i j


   0، بما أنix  0لكلix i  لكلi 0وعلیھi 

.iلكل 
)34.5(مبرھنة

,1لتكن , nx xمتجھات متعامدة أحادیا في فضاء ھلبرت الابتدائيX .لكلx X

)1 (
2

22

1 1
, ,

n n

i i i
i i

x x x x x x x
 

    لكلx X

)2 (2 2

1
,

n

i
i

x x x


 لكلx X

)3 (
1

( , , )
n

i i j j
i

x x x x x x


  لكلx X ولكل قیمj

: البرھان
)1(

i,لیكن  ix x 
2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,

, , , ,

n n n n

i i i i i i i i
i i i i

n n n n

i i i i i i i i
i i i i

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

  

   

   

   

     

   

   

   
2 2

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

, , , ,
n n n n n n n n

i i i i i i i i i i i i i i i
i i i i i i i i

n n n n n n n

i i i i i i i

x x x x x x x x x x x x x

x x x x

        

      

       

      

        

         

       

      
2

22

1 1
, ,

n n

i i i
i i

x x x x x x x
 

   

بما أن)  2(
2

2 22 2

1 1 1
, , 0 , 0

n n n

i i i j
i i i

x x x x x x x x x x
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)3(

1 1 1
, , , , , , , ,

n n n

i i j j i i j j i i j
i i i

x x x x x x x x x x x x x x x x x
  

      
بما أن 














ji

ji

xx ji

1

,0
,

1
, , , , 0

n

i i j j j
i

x x x x x x x x x


     وعلیھ
1

( , , )
n

i i j j
i

x x x x x x


  لكلXx ولكل قیمj.

)Bessel’s Inequality(متراجحة بیزل)35.5(نتیجة

}{لتكن nx متتابعة متعامدة أحادیا في فضاء ھلبرت الابتدائيX  2فان

1

2
, xxx

i
i 





.Xxلكل

)Gram-Schmidt Theorem(شمت –مبرھنة كرام ) 36.5(مبرھنة
}{إذا كانت  ny   من المتجھات (متتابعة (X .

}{أحادیاً لتكن  nx فيX بحیث أن],...,,[],...,,[ 2121 nn yyyxxx  لكل قیمn .
)یبرھن بطریقة الاستقراء الریاضي(یترك للقارئ :   البرھان
) 37.5(مبرھنة

}{ nxX}{ nF .






2

1i
i .




n

i
iin xy

1
}{ ny







1i

ii xy .

: البرھان 





m

i
iim

n

i
iin xyxy

11
, 

mإذا كان  n k m n    حیثk 

1 1

n k n k

m n k i i m n k i i
i i

y y x y y x 
 

 
 

     

2
2 2 2 2

1 1 1
0

n k n k n k

m n i i i i i
i n i n i n

y y x x  
  

     

      
{ }ky  متتابعة كوشي ، بما أنX فضاء كامل}{ ny متقاربة.

)38.5(تعریف
}{لتكن nxمتتابعة في فضاء ھلبرت الابتدائيXبحیث




n

i
in xy

1

، فتكتب xتتقارب إلى





1i

ixx.



441ر 
Functional Analysis I) 1(داليتحلیل 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

67

)39.5(مبرھنة
}{ن لتك nxمتتابعة متعامدة أحادیا في فضاء ھلبرت الابتدائيX ولیكن






1i

ii xx   ،





1i

ii xy فان

)1 (





1

,
i

iiyx )2 (kkxx , لكل قیمk)    .3 (
2

1

2

1

2 ,









i

i
i

i xxx 

: البرھان 
افرض   ) 1(

1 1
,

n n

n i i n i i
i i

t x s x 
 

  ,n nt t s s yxts nn ,, 

1 1 , ,
, , ,

n n

n n i i i i i j i j i j
i i i j i j

s t x x x x     
 

     
1,0نضع ) 2(  kj  لكلkj  فانkkxx ,
)3(

.
2

1

2

11

2 ,, 













i

i
i

i
i

ii xxxxx 

)40.5(تعریف
A{0}إذا كانت (Total Set)مجموعة كلیة Aیقال أن. Xمجموعة جزئیة في فضاء ھلبرت الابتدائيAلتكن  .

}وبصورة خاصة یقال عن المتتابعة }nxفي فضاء ھلبرت الابتدائيX .بأنھا كلیة إذا تحقق الشرط الأتي:
 "nxx لكل قیمn 0فانx"

ملاحظة
.X}0{فضاء ھلبرت الابتدائي فان Xكل فضاء ھلبرت الابتدائي یكون مجموعة كلیة لان اذا كان 

)41.5(مثال
},,{المجموعة ) 1( 21 eeA  0,,0,1,0,(بحیث( ne 2تكون مجموعة كلیة في.
}1,,,,{المجموعة ) 2( 2 xxA  تكون مجموعة كلیة في],[ C.

)42.5(تعریف 
(Orthonormal Basis)قاعدة متعامدة أحادیة Aیقال أن. Xمجموعة جزئیة في فضاء ھلبرت الابتدائيAلتكن 
متعامدة أحادیة وكلیة  أي أن Aإذا كانت  Xإلى 

)1 (A  متعامدة أحادیة)2  (Aكلیة.
ملاحظة

.منتھي البعدXالقاعدة للفضاءات الخطیة  إلا إذا كان في مفھوم Xإن ھذه المجموعة لا تعني قاعدة 
)43.5(مبرھنة

.كل فضاء ھلبرت غیر الصفري یحتوي على قاعدة متعامدة أحادیا 
:  البرھان

یترك للقارئ
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تـمـارین
ةیساسامیھافم. 1

)2,1,(ھالتي تجعل المتجkجد قیمة1.1 k3من 2,0,3(,)3,1,2(كتركیب خطي للمتجھین( .
فضاء جزئي إذا و فقط إذاMبرھن أن. Xمجموعة جزئیة غیر خالیة من فضاء المتجھاتMلتكن2.1

Myxانك  لكلMyx ,   ،F.
123لیكن كل من 3.1 ,, MMMفضاء جزئیا لفضاء المتجھاتXعلى الحقلF  . برھن أن

31إذا كان ) أ( MM    ،32 MM    321فان MMM .
) ب(      3213231 MMMMMMM .

31إذا كان ) ج( MM    فان    321321 MMMMMM .
لتكن4.1   )7,3,6,3(,)2,1,4,2(,)2,1,4,2(,)3,1,2,1(,)14,5,4,2(,)11,4,2,1(  AB

برھن على أن    BA .
xyzروط الواجب وضعھا على أوجد الش5.1 )3بحیث تجعل المتجھ ,, , , )x y y ینتمي إلى الفضاء الجزئي

)0,1,2(,)2,1,1(,)4,3,0(المتولد بالمتجھات  321  xxx.
بین أن الفضاء الجزئي 6.1 ( , ,0) : ,M x y x y  3من 12یتولد بالمتجھین , xx

)0,2,1(,)0,1,0() ا( 21  xx)0,1,2(,)0,3,1()  ب( 22  xx

7.1   4 4
1 2( , , , ) : 0 , ( , , , : 0, 2 }M x y z w x y z M x y z w x y z w          

1برھن على أن كل من ) ا( 2,M M 4فضاء جزئیاً في)  .1جد بعد كل من )  ب 2,M M1و 2M M.
بحیث أن. Fعلى الحقل Xمجموعة جزئیة منتھیة في فضاء المتجھات ,ABلتكن كل من 8.1

ھل أن . مستقلة خطیاBAًالمجموعة      0 BA؟ ولماذا ؟
A,إذا كانت كل من 9.1 B مجموعة جزئیة غیر خالیة من فضاء المتجھاتX على الحقلF . اثبت أن

فان BAإذا كان ) ا(   BA )         .ب  (     BABA .
)        ج(    AA )                       .إذا كانت ) د BA  فان   BA .

1لیكن كل من 10.1 2,M M 3فضاء جزئیاً في 2بحیث أن 1 1 2dim 2dim 1,M M M M  

3أن   برھن على
1 2M M .

المتولد بالمجموعة 5الفضاء الجزئي في1Mلیكن11.1 )2,5,0,9,2(),2,2,1,4,1(),4,3,3,1(  1ولیكنM

الفضاء الجزئي المتولد بالمجموعة  )6,5,1,3,1(),5,6,1,8,2(),3,2,2,6,1(  جد
)dim(,)dim( 2121 MMMM .

12لیكن كل من 12.1 , MM فضاء جزئیا من فضاء المتجھات المنتھي البعدX ولیكنnX dim ،

2
dim 1

n
M  ،

2
dim 2

n
M  . ھل أن 021 MM ؟؟  ولماذا

12لیكن كل من 13.1 , MM فضاء جزئیا من فضاء المتجھاتXولتكن 1, , nx x 1قاعدة إلىMو 1, , my y
والمجموعة2Mقاعدة إلى mn yyxx ,...,,,..., 21ھل أن. Xقاعدة إلى11 MMX ؟ ولماذا ؟
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:22لتكن ) 2(14.1  fھل أن. دالةfإذاةً خطی
1) ا( 2 1 2( ) ( , , ) (0, , , )f x f x x x x   2لكلx)  .1) ب 2 2 3( ) ( , , ) ( , , )f x f x x x x   2لكلx.

XLf)(لتكن ) 4(15.1 ولیكن xxfXxA  .Xفضاء جزئي منMأنبرھن على :)(
),(لیكن16.1 YXLf  برھن على أنfمتباینة إذا وفقط إذا كانت )(,),(),( 21 nxfxfxf  مستقلة

عندما تكون المجموعة nxx ,,1 مستقلة.
),(لیكن17.1 YXLf ولیكنYX dimdim 0برھن على أن یوجد متجھ غیر صفریةxفيXبحیث

)(0أن  0 xf.
),(لیكن18.1 YXLf برھن على أن | ker( )X f Y
XLf)(لیكن19.1 بحیث أن)ker()ker( 2ff   برھن على أن)()ker( XffX .
),(لیكن20.1 YXLf 0بحیث أنnfلبعض Zn .0إذا كانت)( 0

1  xf nالمجموعةبرھن على أن
 2 1

0 0 0 0, ( ), ( ), , ( )nx f x f x f xتكون مستقلة خطیاً فيX.
f,ولیكنFعلى الحقلخطیافضاء Xلیكن21.1 g X بحیث أن)ker()ker( gf  . برھن على

gfبحیث أنFأن یوجد .
2ین مختلفینتخطیدالتین جد 22.1 3, :f g  1)یحققان, 5) (1, 5) (2,4,0)f g     .
f:لیكن23.1  3(1بحیث أنةًخطیدالة( f .5(جد(f.
f,ولیكنعلى الحقلخطیافضاء Xلیكن24.1 g X  . 3عرف الدالة:h X   بالشكل )(,0),()( xgxfxh 

.ةخطیدالة hبرھن على أن. Xxلكل
XLf)(لیكن25.1 0122بحیث أن  ff1جدf.
3ةالخطیدالة جد قاعدة إلى نواة ال26.1 2:f   2,(المعرف بالصیغة(),,( zyxzyxf .

المعیاریة الفضاءات . 2
X,لیكن كل من1.2 Yفضاء متجھات على الحقلFولیكنYXf :تشاكلاً خطیاً ولیكن

2
معیار على.

Y .عرف الدالة
1

. : X بالصیغة
21 )(xfx لكلXxبرھن على أن

1
.Xمعیاراً على.

)(2لیكن2.2  nxx جدx  ا(إذا كانت  (
n

nx 2
1

2


 )ب  (
n

xn

1


Xاصغر فضاء جزئي مغلق فيA][برھن على أن . Xمجموعة جزئیة في الفضاء المعیاريAلیكن3.2

.Aیحتوي على
A,لتكن كل من4.2 Bجزئیة في الفضاء المعیاريمجموعةX.برھن على أن المجموعةBA مفتوحة فيXفي

.مفتوحةBمفتوحة أوAحالة
XMبرھن على أن. Xي الفضاء المعیاريفضاء جزئیاً مغلقاُ فMلیكن5.2   إذا وفقط إذا  كانint( )M .
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فضاءات بناخ . 3
؟ ولماذاتكون فضاء جزئیاً مغلقاً  منAھل أن. Fتمثل مجموعة كل المتتابعات المتقاربة فيAلتكن1.3
فضاء  جزئي كامل جزئي 0Aبرھن على أن. Fتمثل مجموعة كل المتتابعات المتقاربة إلى الصفر في0Aلتكن2.3

.في
3.3
4.3

الدوال الخطیة المستمرة . 4
1.4
2.4
3.4
4.4
5.4

فضاءات ھلبرت . 5
برھن على أن  . فضاء ھلبرت الابتدائيXلیكن 1.5

2
222 )(

2
12

2
1

yxzyxyzxz 

Xzyxلكل  ,,.
x,لیكن2.5 yریین متعامدین في فضاء ھلبرت الابتدائيمتجھین غیر صفX . برھن على أن المجموعة{ , }x y

.Xمستقلة خطیاً في 
x,لیكن3.5 yمتجھین في فضاء ھلبرت الابتدائيX .إذا كانzyzx ,,  لكلXz . برھن على أنyx .
لتكن4.5 nx متتابعة في فضاء ھلبرت الابتدائيX ولیكن,x y بحیث أنxxxy nn  برھنnم لكل قی,

xعلى أن y.
xxnإذا كان 5.5  في فضاء ھلبرت الابتدائيX . ھل إنxxn ؟ ولماذا.
yxyxإذا وفقط إذا كان yxأن برھن على. Xفي فضاء ھلبرت الابتدائي 6.5   لكلF.
xyxإذا وفقط إذا كان yxبرھن على أن . Xفي فضاء ھلبرت الابتدائي 7.5   لكلF.
XXfفضاء ھلبرت الابتدائي ولیكن Xلیكن 8.5 : 0تحویلاً خطیاً مقیداً إذا كان),( xxf لكلXx

.0fبرھن على أن 
برھن على إن ) أ( 9.5 NnxxxM nn  ,0:)( 2

22ضاء جزئي مغلق فيف ثم جدM.
إذا كان ) ب(   2

21 ,...,,  neeeM حیث)( ikie  فما ھيM؟
2Xلیكن 10.5   ثم جدM إذا كان

) ا( xM )ب   ( 21 , xxM  وانM مجموعة مستقلة فيX.
لتكن11.5 nx متتابعة متعامدة أحادیا في فضاء ھلبرت الابتدائيX ولیكنXx . برھن على أنyx 

حیث 



n

k
kk xy

1
 یكون عمودیاً على الفضاء الجزئي  nxxxM ,...,, 21.

برھن على أن. Xفضاء جزئیاً من فضاء ھلبرت Mلیكن 12.5
Mxبحیث أن Xفي0x، فانھ یوجد متجھ غیر صفري Xمغلقاً فيMإذا كان ) ا( 0.
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یكون مغلقاً إذا وفقط إذا كان M) ب( MM.
برھن على أن Xمجموعة جزئیة غیر خالیة في فضاء ھلبرت Aلتكن 13.5  AA.
.فضاء ھلبرت الابتدائي ومنتھي البعد فانھ یمتلك قاعدة متعامدة أحادیةXإذا كان 14.5
1لیكن كل من 15.5 2,M Mاء جزئیاً مغلقاً في فضاء ھلبرت فضX 21وكان MM  .   برھن على

21أن   MM  فضاء جزئي مغلق فيX.
برھن على أن . Xفضاء جزئیاً مغلقاً في فضاء ھلبرت Mلیكن 16.5 MMX.
برھن على أن. Xمجموعة جزئیة غیر خالیة في فضاء ھلبرت Aلتكن 17.5
)  ا( AA )ب  ( A تكون مجموعة كثیفة فيX إذا وفقط إذا كان 0A.
.أعط مثالاً لفضائیین معیارین متشاكلین تبولوجیاً ولكنھما غیر متشاكلین تشاكلا متریا18.5ً
X,لیكن كل من19.5 Y فضاء ھلبرت على الحقلF .فان الفضائیینXY متشاكلان ھلبرت إذا وفقط إذا كان,

YX dimdim .


