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محاضرات الدكتور نوري فرحان المیاحي
في 

Linear Algebra I) 1(جبر خطي 
والتحویلات الخطیة ) أو الفضاءات الخطیة(الجبر الخطي فرع من فروع الریاضیات یھتم بدراسة الفضاءات المتجھة 

ثة ، لذا یستعمل الجبر الخطي كثیرا في تشكل الفضاءات المتجھة موضوعا مركزیا في الریاضیات الحدی. والنظم الخطیة 
الفیزیاء كلا من الجبر المجرد والتحلیل الدالي ، للجبر الخطي أیضا أھمیة في الھندسة التحلیلیة، كما لھ تطبیقات شاملة في 

ل والكیمیاء والاقتصاد والإحصاء وعلم الاجتماع وغیرھا من العلوم وقد اصبح الجبر الخطي في السنوات الأخیرة یشك
.العلوم الاجتماعیةجزءا أساسا من الخلفیة الریاضیة  المطلوبة في الكثیر 

Vector Spacesفضاءات المتجھات . 1
Subspacesالفضاءات الجزئیة .2
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Affine Setsالمجموعات التألفیة .10
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Vector spacesفضاءات المتجھات.1
),(.,یقال عن النظام الریاضي.تعریف الحقللتنذكر  F بأنھا حقلا بأنھ)Field ( إذا تحققت الشروط التالیة:

)1(( , )F       0(.,{)2(زمره أبدالیھ{|(Fزمره أبدالیھ
)عملیة الضرب تتوزع على عملیة الجمع ، أي ان ) 3( ) ( ) ( )a b c a b a c      لكل a,b,c F

)كل من : مثلا , ,.)،( , ,.)تمثل  حقلا ولكن( , ,.) لا تمثل حقلا.
ملاحظة 

Fلرمزوحقل الأعداد العقدیة بامن المألوف أن یرمز لحقل الأعداد الحقیقیة بالرمز
.العقدیة مالم نذكر خلاف ذلكأولیمثل حقل الأعداد الحقیقیة 

)1.1(تعریف
,,،عناصرھاXھو المجموعة غیر الخالیةFعلى الحقل)Vector space(فضاء المتجھات yx   تسمى  بالمتجھات

)(vectors تحقق البدیھیات الآتیة :
)1(X زمرة تبادلیة جمعیة ، أي أن( , )X لعنصر المحاید الجمعي فيونرمز ل. زمرة تبادلیةX0بالرمزX.

:توجد دالة ) 2( F X X  تسمى عملیة الضرب القیاسيscalar multiplication) تحقق الشروط الآتیة:-
) ا(  yxyx   لكل,x y X ولكلF
)ب(  xxx  لكلx X ولكلF ,

) ج(   xx   لكلx X ولكلF ,
xx) د( لكلXx حیث العنصر المحاید ألضربي  .

ملاحـظـة 
Fإذا كان  فان  فضاء المتجھات على ،Fیسمى بفضاء المتجھات الحقیقي ،(The Real Vector Space)

Fعندما (The Complex Vector Space)ویسمى بفضاء المتجھات  العقدي   .
.فیما یلي أمثلة متنوعة على فضاء المتجھات 

)nFالفضاء ( (2.1)ثال م

. یكون فضاء متجھات على نفسھ وعلى حقل الأعداد النسبیةوعلیھ فان حقل الأعداد الحقیقیة 
(3.1)مثال 

المعرفة بالشكلnFعددا طبیعیا، فان المجموعة nحقلا وكانFإذا كان: nFالفضاء ) 1(
  1, , : , 1, 2,3, ,n

n iF x x x x F i n    
بالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب القیاسي المعرفتین كالآتي Fمتجھات علىتكون فضاء

     1 1 1 1, , , , , ,n n n nx y x x y y x y x y        لكل, nx y F

   1 1, , , ,n nx x x x x        لكلnx F ولكلF.
)الفضاء )2( )mnM F:إذا كانFحقلا وكانت( )mnM F تمثل كافة المصفوفات من الدرجةm n على الحقلFتكون

.مع المصفوفات وعملیة ضرب المصفوفات بأعداد بالنسبة لعملیة جFمتجھات  علىفضاء
)الفضاء ) 3( )nP F :إذا كانFحقلا وكانn عددا طبیعیا، فان المجموعة( )nP Fالمعرفة بالشكل

 2
0 1 2P ( ) : , 0,1, 2,3, ,n

n n iF a a x a x a x a F i n       
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)انأي  )nP F مجموعة متعددات حدود فيxمن الدرجة لا تعدىn ومعاملاتھا عناصر فيFتكون فضاء
ي المعرفتین كالآتي بالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب القیاسFمتجھات على

0 1 0 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n
n n n na a x a x b b x b x a b a b x a b x               

0لكل  1 0 1, ( )n n
n n na a x a x b b x b x P F       

0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( )n n
n na a x a x a a x a x           0لكل 1 ( )n

n na a x a x P F    ولكلF.
(4.1) مثال 

1، وكان  حقلاFإذا كان : pفضاء ) 1( p   فان المجموعةp المعرفة بالشكل

 1 2
1

, , : , pp
i i

i

l x x x x F x




 
     
 



بالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب القیاسي المعرفتین كالآتيFتكون فضاء متجھات على
     1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , ,x y x x y y x y x y        لكل, px y

   1 2 1 2, , , ,x x x x x       لكلpx ولكلF

المعرفة بالشكلحقلا، فان المجموعة Fإذا كان :فضاء ) 2(
  1 2{ , , : , , 1, 2, }i i ix x x x F x k i       

بالنسبة لعملیتي Fتكون فضاء متجھات على الحقل). iولكن لا یعتمد على xعدد حقیقي یعتمد على xkحیث (
.)1(، )4.1(الجمع والضرب القیاسي المعرفتین في المثال

فضاء ) 3( baC ,: حقلا، فان المجموعة Fإذا كان)  baC المعرفة بالشكل,
}f دالة مستمرة    FbafbaC  ,:,

ن كالآتيبالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب المعرفتیFتكون فضاء متجھات على الحقل 
( )( ) ( ) ( )f g x f x g x   لكل , ,f g C a b

( )( ) ( )f x f x  لكل ,f C a bولكلF

.المبرھنة الآتیة تبین الخواص العامة لفضاء المتجھات وسنترك برھانھا للقارئ لأنھ ینتج مباشرة من التعریف
(5.1)مبرھنة

:، فأن Fفضاء متجھات على الحقلXإذا كان
)1(0 0x  لكلXx
)2(0 0   لكلF
)3(     x x x          لكلF ، لكلXx

Xyxإذا كان ) 4( , فانھ یوجد عنصر وحیدXz بحیثyzx 
)5( x y x y        لكلXyx , و لكلF

0xإذا كان )6(  0   0أوx
1وكان0xإذا كان  )7( 2x x    21فان  

0x ،0,0إذا كان )8(  y  و كانx y    فانyx .
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: البرھان 
xلیكن ) 1( X

0 (0 0) 0 0x x x x       
0بإضافة النظیر الجمعي للطرفین نحصل على  ( 0 ) (0 0 ) ( 0 )x x x x x          

0 0 0 ( 0 ) (0 (0 ( 0 ))x x x x x x             
Fكن لی) 2(

0 ( 0 0) 0 0          
0بإضافة النظیر الجمعي للطرفین نحصل على  ( 0) ( 0 0) ( 0)              

0 0 0 ( 0) ( 0 ( 0 ( 0))                  
xلیكن ) 3( Xولیكن ،F

)بما ان  ) 0   ( ) 0 ( ( )) 0 0x x x x               
وبما ان النظیر وحید فان    x x     وبالمثل نبرھن   x x      وعلیھ     x x x         

1نفرض )6( 0 0    1 1( ) ( ) 1x x x x          
1بما ان 10 ( ) 0 0 0x x x            

)6.1(تعریف
A,ولتكنFفضاء متجھات على الحقل Xلیكن B X ،G Fفأننا بالإمكان أن نعرفA B ،GAكالآتي

   : , , : ,A B x a b a A b B GA x a G a A          

:ملاحظات 
كانتإذا) 1( aA ) أي أن المجموعةA نكتب ). تحتوي على عنصر واحد فقطBa  بدلا من  Ba  حیث أن

 BbbaxBa  Baوتسمى المجموعة: بإزاحة B بواسطةa.
BABفان A0إذا كان )  2( 
)3( 

a A

A B a B


  
إذا كانت)4( G فنكتبAبدلا من A  حیث أن AaaxA  : .وبصورة خاصة

   AaaAA  AA. إذا كانت(Symmetric)مجموعة  متناظرة Aویقال أن1:  وعلیھ
فان AA  تكون متناظرة لكلXA .

)7.1(تعریف
(Balanced set)مجموعة متوازنة  Aیقال أن . Fعلى الحقلXالمتجھات مجموعة جزئیة في فضاء Aلتكن

Fلكل AAإذا كان   ,1.
)8.1(مبرھنة

A,لتكن كل من  Bفي فضاء المتجھاتمجموعة متوازنةXعلى الحقلF فان كل منBABABA  تكون ,,
.Xمتوازنة في

البرھان
1,Bبحیث أن Fلیكن B A A   
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( )x y x A B    BAy  AyBy ,
 AxBx  , AxBxBAx ,
 BABABA )( مجموعة متوازنة وبالمثل نبرھنBA  مجموعة متوازنة

BAالآن نبرھن   متوازنة
)لیكن  ) ( )x a b x A B      حیث,b B a A  bax 

bوكذلك AAلان Aaبما أن  B  لانBB 

( )A B A B x A B       A B  مجموعة متوازنة .
)9.1(مبرھنة

AAفأن 1بحیث أن Fعلى الحقل لیكنXمجموعة متوازنة في فضاء المتجھات    Aلتكن   
.ة متوازنة تكون متناظرةكل مجموع

:البرھان
متوازنة Aبما أن AA لكلF 1و AA 1عندما

AAنحتاج أن نبرھن    :لیكنAx 

00بما أن    . ضع
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متوازنة Aبما أن  AAAx 
 AxAxAA  )( AA

11نضع : متناظرة Aبقي أن نبرھن   

Aبما أن A A A A    متناظرة.
)10.1(تعریف

A,لتكن كل من  Bمجموعة جزئیة في فضاء المتجھاتXوعلى الحقلF . یقال عن المجموعةA بأنھا تمتص
)Absorbs( المجموعةB 0إذا وجد A  بحیث أنB A 0لكل  . ویقال عن المجموعةA بأنھا

Axبحیث أن 0، یوجدXxلكل إذا كان(absorbing)ماصة  .
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)1(تمارین
Xلیكن 1.1   من الحقل نعرف عملیة الجمع والضرب القیاسي . مجموعة الأعداد الحقیقیة الموجبة كما یلي

,x y xy x x    لكل,x y X ولكل . اثبت انXفضاء متجھات بالنسبة للعملیتین أعلاه .
2Xلیكن 2.1   . نعرف عملیة الجمع والضرب القیاسي من الحقل كما یلي

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) (3 3 , ), ( , ) (3 , )x y x x y y x y x x x x x x x            

x,لكل  y X ولكل .ان ھلXعلى الحقل فضاء متجھات بالنسبة للعملیتین أعلاه.
2Xكن لی3.1   .برھن على انX لیست فضاء متجھات على الحقلبالنسبة إلى كل من عملیة الجمع والضرب

.القیاسي التالیة 
)1(1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , 2 )x y x x y y x y x y x x x x x         لكل,x y X ولكل.
)2(1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , )x y x x y y x x x x x x x        لكل,x y X ولكل.
)3(2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , )x y x x y y x y x y x x x x x          لكل,x y X ولكل.
.nوذلك لأي عدد یكون فضاء متجھات على حقل الأعداد الحقیقیة nبرھن على ان 4.1
بالنسبة إلى العملیتینبین مع ذكر السبب فیما إذا كانت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء متجھات على الحقل 5.1

المعطیتین أم لا ؟
)1 ( العملیتین مع,x y xy x x    لكل, ,x y 
)2 (21مع العملیتین 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( 1, 1), ( , ) ( , )x y x x y y x y x y x x x x x            

x,2لكل y  ولكل.
}المجموعة )3( : , (1) 0}X f f    مع العملیتین

( )( ) ( ) ( )f g x f x g x   لكل,f g X ،( )( ) ( )f x f x  لكلf Xولكل

المجموعة ) 4(
1

0

, ( ) 1}f f x dx  دالة مستمرة{ :[0,1] [0,1]X f  مع العملیتین

( )( ) ( ) ( )f g x f x g x   لكل,f g X ،( )( ) ( )f x f x  لكلf Xولكل

0المجموعة ) 5(
{ : , }

0
a

X a b
b

 
  
 

وفات والضرب في أعداد حقیقیةوعملیة جمع المصف

}المجموعة ) 6( : , }
a a b

X a b
a b b

 
   

 وعملیة جمع المصفوفات والضرب في أعداد حقیقیة

,0مجموعة حلول النظام ) 7( 2 3 1x y x y    فيوعملیتي جمع الحلول والضرب بعدد حقیقي.
}عددا أولیا ،ولتكنpكنیل6.1 : , }X a b p a b   . نعرف عملیة الجمع والضرب القیاسي من الحقل كما یلي

( ) ( ) ( ) ( ) , ( )x y a b p c d p a c b d p x a b p a b p                لكل,x y X

. فضاء متجھات بالنسبة للعملیتین أعلاهXاثبت ان. ولكل 
0ولتكن 7.1 1{{ } ( , , , , : }n n iX x x x x x     . نعرف عملیة الجمع والضرب القیاسي من الحقل كما یلي

{ } { } { }, { } { }n n n n n nx y x y x y x x       لكل,x y Xولكل . اثبت انX فضاء متجھات
.بالنسبة للعملیتین أعلاه
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Subspacesالفضاءات الجزئیة    .2

عملیتي الجمع والضرب    
.ھذه المجموعات الجزئیة مع عملیتي الجمع والضرب القیاسي بالفضاء الجزئي 

)1.2(تعریف
فضاء Mإذا كانتXفضاء جزئي من Mیقال أن . Fـلعلى الحقXمجموعة جزئیة من فضاء المتجھات Mلتكن 

.Xبالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب القیاسي المعرفتین على Fمتجھات على الحقل 
ملاحـظة 

یكون فضاء }0(نفسھ یكون فضاء جزئیا والمجموعة Xوجد على الأقل فضائیین  جزئیین ھما یXلكل فضاء متجھات
.تسمى فضاء جزئیا فعلیاMفانXمجموعة جزئیة فعلیة في Mإذا كانت. جزئیا یسمى الفضاء الجزئي الصفري

)2.2(مبرھنة
وفقط إذاXیكون فضاء جزئیاً من M، فأن Fعلى الحقلXمجموعة جزئیة غیر خالیة من فضاء المتجھاتMإذا كانت 

x,إذا كان ) 1(:تحققت الشروط التالیة إذا y M فأنx y M )2 (إذا كانF وx Mفانx M  
: البرھان 

Xیكون فضاء جزئیاً من Mنفرض: الاتجاه الاول 

M  فضاء متجھات على الحقلF القیاسي المعرفتین على بالنسبة لعملیتي الجمع و الضربX.
أعلاه) 2(،)1(وعلیھ جمیع شروط فضاء المتجھات متحققة ، وبالاخص الشرطین 

أعلاه ) 2(،)1(نفرض تحقق الشرطین : الاتجاه الأخر
,لیكن )1( ,x y z M بما ان ،, ,x y z X M X  

)Fفضاء المتجھات على الحقلXبما ان  ) ( )x y z x y z     
xلیكن  M0، بما ان F 0یكون ) 2(وعلیھ حسب الشرطx M 0ولكن 0 0M x  

xلیكن  M1، بما ان F  یكون ) 2(وعلیھ حسب الشرط( 1)x M  ولكن( 1)x M x x     
( , )M   زمرة

x,لیكن  y M بما ان ،,x y X M X  
Fxفضاء المتجھات على الحقلXبما ان  y y x   ( , )M   زمرة تبادلیة جمعیة

x,لیكن )ا()2( y M ولیكنF ان ، بما,x y X M X  
Fفضاء المتجھات على الحقلXبما ان  x y x y        

xلیكن )ب( MولیكنF x، بما ان , X M X  
Fفضاء المتجھات على الحقلXبما ان   x x x         

xلیكن )ج( MولیكنF x، بما ان , X M X  
Fفضاء المتجھات على الحقلXبما ان    x x        

xلیكن )د( M بما ان ،x X M X  
Fxفضاء المتجھات على الحقلXبما ان  x   

M  فضاء متجھات على الحقلF بالنسبة لعملیتي الجمع و الضرب القیاسي المعرفتین علىX.
.Xیاً من فضاء جزئMوعلیھ 
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)3.2(نتیجة
MXFMإذا كانت   

X     إذا وفقط إذا كانx y M    لكل,x y M ولكل, F   .وكذلك نستطیع أن نبرھن أنM یكون فضاء
Mإذا كان Xجزئیاً من M M  وM0 لكلF ,  .

)4.2(مثال
2المجموعة ) 1(

1 2 2 1{( , ) : 3 }M x x x x   2تكون فضاء جزئیا من فضاء المتجھات على الحقل.

0المجموعة )2(
{ : , }

0
a

M a b
b

 
  
 

 22من فضاء المتجھات تكون فضاء جزئیا ( )M  على الحقل.

2المجموعة ) 3(
1 2 1 2{( , ) : 0, , }M x x ax bx a b      2تكون فضاء جزئیا من فضاء المتجھات على

.الحقل 
3المجموعة ) 4(

1 2 3 1 2{( , , ) : 1 }M x x x x x    2لیس  فضاء جزئیا من فضاء المتجھات على الحقل.
4المجموعة )5(

1 2 3 4 1 4 2 3{( , , , ) : 3 0, }M x x x x x x x x    4فضاء جزئیا من فضاء المتجھات تكون على
.الحقل 

2المجموعة)6(
0 1 2 2 0 1 2{ ( ) : 2 1}M a a x a x P a a a       2لیس  فضاء جزئیا من فضاء المتجھات ( )P  على

.الحقل 
: الحل 

(0,0)بما ان ) 1( 0 3 0M M       ، لیكن,x y M ولیكن,  

1 2 1 2( , ), ( , )x x x y y y  2بحیث ان 13x x ،2 13y y

1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )x y x x y y x y x y            

2 2 1 1 1 1(3 ) (3 ) 3( )x y x y x y         M x y M     2فضاء جزئیا من فضاء المتجھات
.حقل على ال

0بما ان ) 2( 0
0

0 0
M M

 
     

 
 ، لیكن,x y M ولیكن,  

0 0
,

0 0
a c

x y
b d

   
    
   

,بحیث ان  , ,a b c d 

0 0 0
0 0 0
a c a c

x y
b d b d

 
   

 
     

             
a,بما ان  c b d     M x y M     2فضاء جزئیا من فضاء المتجھات على الحقل.

(0,0)بما ان ) 3( 0 0 0M M a b         ، لیكن,x y M ولیكن,  

1 2 1 2( , ), ( , )x x x y y y  1بحیث ان 2 0, ,ax bx a b  ،1 2 0, ,ay by a b  

1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )x y x x y y x y x y            

1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 0a x y b x y ax bx ay by                   

M x y M     2فضاء جزئیا من فضاء المتجھات على الحقل.
,لو أخذنا )4( (2,1,0), 2x M F x      (2,1,0)2ولكن (4, 2,0)x M   
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(0,0,0,0)بما ان )5( 0 3 0 0,0 0M M        لیكن  ،,x y M ولیكن,  

1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ), ( , , , )x x x x x y y y y y  1بحیث ان 4 2 33 0,x x x x   ،1 4 2 33 0,y y y y  

1 2 3 4 1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4( , , , ) ( , , , ) ( , , , )x y x x x x y y y y x y x y x y x y                  

1 1 4 4 1 4 1 4 2 2 3 3( ) 3( ) ( 3 ) ( 3 ) 0 0,x y x y x x y y o x y x y                         

M x y M     4فضاء جزئیا من فضاء المتجھات على الحقل.
2لو أخذنا ) 6( 2

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 22 1, 2 1 ,a a a b b b a a x a x b b x b x M           
2 2 2

0 1 2 0 1 2 0 0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a x a x b b x b x a b a b x a b x           

0 0 1 1 2 2 0 1 2 0 1 2( ) 2( ) ( ) ( 2 ) ( 2 ) 1 1 2 1a b a b a b a a a b b b               
2 2

0 1 2 0 1 2( ) ( )a a x a x b b x b x M      M  2لیس فضاء جزئیا من فضاء المتجھات ( )P  على الحقل.
)5.2(مثال

ن المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھات بین مع ذكر السبب فیما إذا كانت كل م 1, 5Cعلى
أم لا ؟الحقل 

)1 (1 { [1,5] : 3 (4) (2)}M f C f f  )2 (2 { [1,5] : ( ) 0, 1 5}M f C f x x    

)3 (3 { [1,5] : ( ) 0, 1 5}M f C f x x    )4 (4 { [1,5] : ( ) (6 ), 1 5}M f C f x f x x     

: الحل 
1بما ان ) 1( 10 3 0(4) 3 0 0 0(2)M M         1،  لیكن,f g M ولیكن,  

3 (4) (2), 3 (4) (2)f f g g  
3( )(4) 3( (4) (4)) (3 (4)) 3 (4)) (2) (2) ( )(2)f g f g f g f g f g                  

1 1M f g M     فضاء جزئیا من فضاء المتجھات 1, 5C على الحقل.
)2لو أخذنا ) 2( ) 0f x f M   1لكل 5x  وأخذنا  عددا حقیقیا سالبا  ، فان( )( ) ( ) 0f x f x  لكل

1 5x 2f M   2وعلیھM لیس فضاء جزئیا من 1, 5C على الحقل .
)3لو أخذنا ) 3( ) 0f x f M   1لكل 5x  وأخذناقیا سالبا  ، فان  عددا حقی( )( ) ( ) 0f x f x  لكل

1 5x 3f M   3وعلیھM لیس فضاء جزئیا من 1, 5C على الحقل.
4بما ان ) 4( 40 0( ) 0 0(6 )M M x x       1،  لیكن,f g M ولیكن,  

( ) (6 ), ( ) (6 )f x f x g x g x     1لكل 5x 
( )( ) ( ) ( ) (6 ) (6 ) ( )(6 )f g x f x g x f x g x f g x                

4 4M f g M     فضاء جزئیا من فضاء المتجھات 1, 5Cى الحقل عل.
) 6.2(تعریف

Maximal( فضاء جزئي أعظمي Mیقال عن. Fعلى الحقل Xفضاء جزئیاً فعلیاً في فضاء المتجھات Mلیكن
Subspace (رط الآتي إذا تحقق الش :

XNMبحیث   Xفضاء جزئیاً في Nإذا كان   فانXN .
) 7.2(مبرھنة
فضاء جزئي أعظمي إذا وفقط إذا كان  MفانFل على الحقXفضاء جزئیاً فعلیاً في فضاء المتجھات Mإذا كان
 0X M x   0لكلx M .وعلیھ لكلXx 0لھ تمثیل وحیدxmx  حیثMmF  ,.
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البرھان
بما أن 0 0M M x X x M      

فضاء جزئیاً أعظمیا فحسب التعریف نحصل على Mإذا كان    XxM  0
.

XNMبحیث  Xفضاء جزئیاً في Nلكي نبرھن الاتجاه المعاكس نفرض  
لیكن    NxMxNxMM  000 ,

بما أن   0xMXNX  وعلیھNX Mفضاء جزئي أعظمي.
Xxالآن نبرھن لكل      لھ تمثیل وحیدxmxMm  ,F .

بما أن        0 0 ,x M x X M x x X           وعلیھ, ,F m M x m x    

011222من اجل أن نبرھن الوحدانیة نفرض    , xmxxmx  
1بحیث     2 1 2, , ,F m m M    1 2 2 1 0 1 1 0 2 2 0m m x m x m x          

MmmMmmبما أن    2121 )فضاء جزئي Mلان ( ,

    


 MxMxxx 012001
12

0
1




1وھذا تناقض 2 2 1 0            21وكذلك mm  وعلیھ فأنxلھ تمثیل وحید.
) 8.2(تعریف

21لیكن كل من , MM فضاء جزئي من فضاء المتجھاتXعلى الحقلF . 21یقال عن , MM منفصلان(disjoint) إذا
كان  021 MM

)9.2(مبرھنة 
21إذا كان كل من , MMفضاء جزئیا من فضاء المتجھاتXعلى الحقلFفان

)1 (21 MM  یكون فضاء جزئیا منX.
)2(21 MM  یكون فضاء جزئیا منX  21ویحتوي على كل من , MM.

:البرھان 
1بما أن )   1( 2 1 2 2 10 0 , 0M M M M M M       

1لیكن 2,x y M M  ولیكن, F  1 2, , , ,x y M x y M  

21ما أن كل من ب , MM فضاء جزئي1 2 2 1,x y M M x y M x y M            

21وعلیھ  MM  فضاء جزئي منX .
1بما أن )2( 2 1 2 2 10 0 0 0 , 0M M M M M M         

1لیكن 2,x y M M  ولیكن, F  

1 2 1 2,x x x y y y      1حیث 2 1 1 2 2, , ,x x M y y M 

21ما أن كل من ب , MM فضاء جزئي

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ,x x y y M M x x M y y M                 

1ولكن  1 2 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y x x y y M M                 

1وعلیھ  2M M فضاء جزئي منX .
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1xلیكن  M 20، بما ان M)2لانM1) فضاء جزئي 20x M M   

1ولكن 1 2 0M M M x x     2وبالمثل نبرھن 1 2M M M .
)10.2(نـتیـجـة 

.تقاطع أي عائلة من الفضاءات الجزئیة لفضاء متجھات یكون فضاء جزئیا منھ
ملاحظة 

والمثال التالي یوضح ذلك . اتحاد فضائیین جزئیین من فضاء متجھات لیس بالضرورة ان یكون فضاء جزئیا منھ
)11.2(مثال
2Xلیكن    2، ولیكن 2

1 1 2 1 2 2 1 2 1 2{( , ) : 2 0}, {( , ) : 5 0}M x x x x M x x x x        
1نلاحظ ان كل من  2,M M فضاء جزئیا من فضاء المتجھاتX على الحقل .

1لو أخذنا  2 1 2, , (2, 1), ( 1,5)x y M M x M y M x y         

1ولكن  2(1,4)x y M M   1 2M M  لیس فضاء جزئیا من فضاء المتجھاتX.
)12.2(مبرھنة 

21إذا كان كل من , MMفضاء جزئیا من فضاء المتجھاتXعلى الحقلF21فان MM یكون فضاء جزئیا منX إذا و
21فقط إذا كان  MM 12أو MM .

: البرھان 
21نفرض : الاتجاه الاول  MM یكون فضاء جزئیا منX

1لو كان  2M M 2و 1M M 1یوجدx M  2بحیثx M 2ویوجدy M  1بحیثy M

1 2,x y M M  

21بما ان  MM یكون فضاء جزئیا منX1 2z x y M M    1z M  1أوz M

1zإذا كان  M 1فانy z x M  2أما إذا كان ، وھذا غیر ممكنz M 2فانx z y M  نوھذا غیر ممك
1 2z M M   21وعلیھ وھذا تناقض MM 12أو MM .
21نفرض : الاتجاه الأخر  MM 12أو MM .

1 2 2M M M   1أو 2 1M M M  21وبأي حالة یكون MM فضاء جزئیا منX

)13.2(مثال
3Xلیكن ) 1(   ولیكن ،

3 3
1 1 2 3 1 2 3 2 1 2 3 1 2 3{( , , ) : 2 3 0}, {( , , ) : 0}M x x x x x x M x x x x x x          

1احسب  2M M

2لیكن ) 2( ( )X P  ولیكن ،
2 2

1 0 1 2 2 0 1 2 2 0 1 2 2 1 0 2{ ( ) : 2 0}, { ( ) : 0, 3 0}M a a x a x P a a a M a a x a x P a a a              
1احسب  2M M

2Xلیكن ) 3(   ولیكن ،
2 2

1 1 2 2 2 1 2 1{( , ) : 0}, {( , ) : 0}M x x x M x x x      
1احسب  2M M

4Xلیكن ) 4(   ولیكن ،
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4 4
1 1 2 3 4 1 4 2 1 2 3 4 2{( , , , ) : 0, 0}, {( , , , ) : 0}M x x x x x x M x x x x x       

1احسب  2M M

: الحل
1لیكن )1( 2 3 1 1 2 3 1 2( , , ) ( , , )x x x x M x x x x M M      1وكذلك 2 3 2( , , )x x x x M 

1بما ان  2 3 1( , , )x x x x M 1 2 32 3 0 (1)x x x   

1وكذلك بما ان  2 3 2( , , )x x x x M 1 2 3 0 (2)x x x   

2نحصل على ) 1(وجمعھا مع المعادلة 2-في ) 2(بضرب المعادلة  33 5 0 (3)x x  2 3
5
3

x x 

1نحصل على ) 1(وبالتعویض في المعادلة  3
2
3

x x  1وبذلك یكون حل المعادلتین أعلاه ھو 3 2 3
2 5,
3 3

x x x x  

3
1 2 1 2 3 1 3 2 3

3 5{( , , ) : , }
2 3

M M x x x x x x x      

2لیكن )2( 2
0 1 2 1 0 1 2 1 2a a x a x M a a x a x M M        2وكذلك

0 1 2 2a a x a x M  

2بما ان 
0 1 2 1a a x a x M  0 1 22 0 (1)a a a   

2وكذلك بما ان 
0 1 2 2a a x a x M  1 0 20 (2), 3 0 (3)a a a   

0عند حل المعادلات الثلاثة أعلاه أنیا نحصل على  1 2 0a a a  2 2
0 1 2 0 0 0 0a a x a x x x        

1 2 {0}M M  

1لیكن )3( 2 1 2( , )z x y z z z M M        1حیث ان 2 1 1 2 2( , ) , ( , )x x x M y y y M   

2 10, 0x y  1 1 1 1 2 2 2 2,z x y y z x y x      2
1 2M M  

1لیكن ) 4( 2 3 4 1 2( , , , )z x y z z z z z M M      حیث ان
1 2 3 4 1 1 2 3 4 2( , , , ) , ( , , , )x x x x x M y y y y y M   

1 4 20, 0, 0x x y   1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 4 4 4 4, , ,z x y y z x y x z x y z x y y          
4

1 2M M  

) 14.2(تعریف
21لیكن كل من , MMفضاء جزئیا من فضاء المتجھاتX على الحقلF نعیقالXبأنة جمع مباشر(Direct Sum)

21إلى  , MM )21ویكتب MMX  ( إذا كان لكلXx1یمثل بشكل وحید بالصیغة 2 1 1 2 2, ,x m m m M m M   

)15.2(مبرھنة
21لیكن كــل من , MM فضاء جزئیا من فضـاء المتجھاتXF .21 MMX 

كان   021 MM  21و MMX 
:البرھان
21نفرض  MMX لكلXx 1لھ تمثیل وحید لمجموع عنصرین أحدھما فيM 2والأخرى فيMلیھوع

21 MMX .
الآن نبرھن  021 MM : 2لیكن 1 1 2,x M x M x M M    

Xx1بما أن 0xإذا كان 2 1 20 ,0 , , 0, ,0x x M x M x x x M M       
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وعلیھ 0xإذن  یجب أن یكون. تكتب بأكثر من طریقة وھذا یناقض وحدانیة التمثیل xأي أن  021 MM

الاتجاه المعاكس نفرض أن الشرطین و   1,2 متحققان
21، بما أنXxلیكن  MMX  21 mmx    1122حیث , MmMm 

ایمتلك تمثیلین ھمxنفرض أن . الآن نبرھن التمثیل وحید 
1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2, , , , ,x x x x M x M x y y y M y M       

1 1 2 2 1 2 1 2x y y x x x y y       

1بما أن  1 1x y M  2وكذلك 2 2 ,y x M 1 1 2 2 1 2,x y y x M M   

ولكن  021 MM2 2 1 1 2 2 1 1, 0, 0x y x y y x x y      وعلیھ التمثیل وحید.
ملاحظة

21جمعاً مباشراً إلى Xإذا كان فضاء المتجھات    , MM 21أي MMX 2M

21بكلام آخر (XفيComplement Subspace)1Mالجزئي المكمل  , MMیسمیان فضائیین جزئیین مكملین(
.والمبرھنة التالیة تبین آن كل فضاء جزئي یمتلك فضاء جزئیا مكملا 

)16.2(مبرھنة
.Xفانھ یمتلك فضاء جزئیاً مكملاً في Fعلى الحقلXفضاء جزئیا في فضاء المتجھات Mإذا كان 
البرھان
Mوالمنفصلة عن Xتمثل مجموعة كل الفضاءات الجزئیة في لتكن 

 لان ( مجموعة غیر خالیة 0   ( وكذلك مرتبة جزئیة بعلاقة الاحتواء
لتكن :Z   مجموعة مرتبة كلیا فيفان :Z Z    فضاء جزئي فيX وان

    : : {0}M Z M Z M Z           

Zلان  لكلZل عن فضاء جزئي منفصZ M 

1Mتمتلك عنصراً أعظم ولیكن باستخدام مأخوذة زورن تكون . قید أعلى إلى Zواضح أن 

Mھو الفضاء الجزئي المكمل 1Mیجب أن نبرھن 
بما أن 1 10M M M    1بقي أن نبرھنX M M 

1Yنضع Y M M   فضاء جزئیاً فيX

YXنفرض  یوجدXx 0 بحیثYx 0

لیكن   1 2 1 00M M M M x       لان 0, 10  MMYx

2M فضاء جزئي في 2 2 0 ,M M M X   

1Mأصبح لدینا  M X   1وھذا تناقض لانM عنصر أعظم.
ملاحظة

والسؤال الذي یطرح ھنا ھل ان المكمل وحید فان . زئي لھ فضاء جزئي مكملمن المبرھنة أعلاه یبین كل فضاء ج
الجواب كلا والمثال التالي یوضح ذلك

2Xلیكن       ولیكن        1 2 3,0 : , 0, : , , :M x x M x x M x x x       
 3121 MMMMX 23كل من , MM  1ھو فضاء جزئي مكملM.
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)2(تمارین
Xیكون فضاء جزئیاً منM، فأن Fعلى الحقلXمجموعة جزئیة غیر خالیة من فضاء المتجھاتMإذا كانت 1.2

xإذا كان إذا وفقط y M   لكل,x y M ولكلF. برھن ذلك
بین مع ذكر السبب فیما إذا كانت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھات 2.2 0 ,1C

أم لا ؟ على الحقل 
)1 (1 { [0,1] : (1) 0}M f C f  )2 (2 { [0,1] : 2 (0.5) (0) (075)}M f C f f f   

)3 (3 { [0,1] : ( ) 0, 0 1}M f C f x x    )4 (4 { [0,1] : ( ) , , }M f C f x a bx a b    
)5(}f5دالة ثابتة { [0,1] :M f C 

3فیما إذا كانت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھات بین مع ذكر السبب3.2 ( )P 
أم لا ؟ على الحقل 

)1 (2 3
1 0 1 2 3 2{ : 0}M a a x a x a x a    )2 (2 3

2 0 1 2 3 0 2 3{ : 0}M a a x a x a x a a a      

)3 (2 3
3 0 1 2 3 1 2{ : 0}M a a x a x a x a a     

على الحقل3بین مع ذكر السبب فیما إذا كانت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھات4.2
 أم لا ؟

)1 (3
1 1 2 3 1 2 3{( , , ) : 0}M z z z z z z    )2 (3

2 1 2 3 1{( , , ) : 5}M z z z z  

)3 (3
3 1 2 3 1 2{( , , ) : }M z z z z z  )4 (3

4 1 2 3 3{( , , ) : 4}M z z z z  
22بین مع ذكر السبب فیما إذا كانت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھات5.2 ( )M على الحقل
 أم لا ؟

)1 (1 { : , , , }
a b

M a b c d
c d

 
  
 

)2 (2 { : 2 0}
a b

M a b c
c d

 
    
 

)3 (3 22{ ( ) : }TM A M A A  )4 (4 22{ ( ) : 0}M A M A  
n ،3nبین مع ذكر السبب فیما إذا كانت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھات6.2  على

أم لا ؟ الحقل 
)1 (1 1 2 1{( , , , ) : 0}n

nM x x x x   )2 (2 1 2 1 2 3{( , , , ) : 5 }n
nM x x x x x x    

)3 (3 1 2 1{( , , , ) : 0}n
n nM x x x x x   )4 (3

4 1 2 2 1{( , , , ) : 2 }n
nM x x x x x   

على الحقل 3نت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھاتبین مع ذكر السبب فیما إذا كا7.2
 أم لا ؟

)1 (3
1 1 2 3 2 3{( , , ) : 1, 1}M x x x x x   )2 (3

2 1 2 3 2 1 3{( , , ) : }M x x x x x x   
)3 (3

3 1 2 3 2 1 3{( , , ) : 2}M x x x x x x    )4 (3
4 1 2 3 1{( , , ) : 0}M x x x x  

)5 (3
5 1 2 3 1 2 3{( , , ) : , , }M x x x x x x   )6 (

1 3

3 2 2 2
6 1 2 3 2{( , , ) : 4}M x x x x x x    

)7 (3
7 1 2 3 1 3 1 2 3{( , , ) : 5 , 0}M x x x x x x x x     

)33بین مع ذكر السبب فیما إذا كانت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھات8.2 )M على الحقل
 أم لا ؟
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)1 (
3

1 33
1

{[ ] ( ) : 0}ij ii
i

M a M a


  )2 (2

0
{ 0 0 : , }

0 0

a a

M a b a b

b

 
    
 
 

)3 (3

0 0
{ 0 : 0}

a

M b c acf

d e f

 
   
 
 

حیث (Xبین مع ذكر السبب فیما إذا كانت كل من المجموعات الآتیة تكون فضاء جزئي من فضاء المتجھات9.2
{ : }X f  مع العملیتین( )( ) ( ) ( )f g x f x g x   لكل,f g X ،( )( ) ( )f x f x  لكلf X

أم لا ؟ على الحقل )ولكل
)1 (1 { : (1) 0}M f X f  )2 (2 { : 2 0}M f X f f   

1لیكن كل من 10.2 2 3, ,M M Mفضاء جزئیا لفضاء المتجھاتXعلى الحقلF  . برھن أن
31إذا كان ) 1( MM   ،32 MM   321فان MMM .

)2 (      3213231 MMMMMMM .
)3 (   1 3 1 3 1 2 3( )M M M M M M M     

31إذا كان ) 4( MM    فان    321321 MMMMMM .
1إذا كان ) 5( 2 1 3M M M M   ،1 2 1 3M M M M  ،2 3M M  2فان 3M M

1إذا كان كل من 11.2 2,M M فضاء جزئي من فضاء المتجھاتX على الحقل 1فاوجد 2 1 2,M M M M في كل
:مما یأتي 

)1 (3 3 3
1 1 2 3 1 2 1 2 3 3{( , , ) : 0}, {( , , ) : 0},M x x x x M x x x x X        

)2 (3 3 3
1 1 2 3 1 2 3 2 1 2 3 2 3{( , , ) : 0}, {( , , ) : 2 0},M x x x x x x M x x x x x x X            

)3 (4 4 4
1 1 2 3 4 1 3 4 2 1 2 3 4 1 2 3 4{( , , , ) : 2 0}, {( , , , ) : 0},M x x x x x x x M x x x x x x x x X             

)4 (1 22 2 22 22{ ( ) : 0, }, { ( ) : 0, 3 }, ( )
a b a b

M M b a d c M M c a d X M
c d c d

   
            
   

  

1إذا كان 12.2 1 2 2 1 2 1 2 2 1{( , ) : 2 }, {( , ) : }M x x x x M x x x x   2، فان
1 2M M  برھن ذلك

1لیكن 13.2 2{ ( ) : }, { ( ) : }, ( )T T
nn nn nnM A M A A M A M A A X M          . برھن على ان كل من

1 2,M M فضاء جزئي منX 1بحیث ان 2M M X 
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Linear Combinationالتركیب الخطي . 3
)1.3(تعریف

1وانFفضاء متجھات على الحقلXلیكن 2, , , nx x x X . یقال للمتجھXxبأنھ تركیب خطي

( Linear Combination)1للمتجھات , , nx xإذا كان
1

n

i i
i

x x


 حیثi F  1لكل, 2, ,i n .

) 2.3(مثال 
كتب المتجھا) 1( 5,2,1 x 3من كتركیب خطي للمتجھات

     1,1,2,3,2,1,1,1,1 321  xxx

1إذا كان ) 2( 2(1,5,0), (2,0, 1)x x   3متجھین في3)فان, 5, 2)x    1تركیبا خطیا من 2,x x

1إذا كان ) 3( 2(1,2, 1), (3,2,1)x x   3متجھین في4)فان, 1,8)x   1لیس تركیبا خطیا من 2,x x

2إذا كان ) 4( 3
1 2 31 , 3 , 2f x f x f x x        3متجھات في( )P  . 21ھل انf x x   یكون تركیب خطیا

1من  2 3, ,f f f

: الحل
332211نفرض ) 1( xxxx  

         1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 31, 2,5 1,1,1 1,2,3 2, 1,1 2 , 2 , 3                      

1 2 3 1 2 3 1 2 32 2, 2 1, 3 5                 

1بحل المعادلات الثلاثة أعلاه آنیاً نحصل على 2 36, 3 , 2      321وعلیھ 236 xxxx 

1نفرض )2( 1 2 2x x x  

1 2 1 2 1 2(3, 5, 2) (1,5,0) (2,0, 1) ( 2 ,5 , )            

1 2 1 22 3, (1) 5 5, (2) 2 (3)         

1أعلاهً  نحصل على) 3(،)2(من المعادلات  21, 2     1، أي ان 22x x x  

1نفرض )3( 1 2 2x x x  

1 2 1 2 1 2 1 2(4, 1,8) (1,2, 1) (3,2,1) ( 3 ,2 2 , )               

1 2 1 2 1 23 4, (1) 2 2 1, (2) 8 (3)            

2أعلاهً  نحصل على) 2(،)1(من المعادلات 
9
4

  2نحصل على ) 3(، )1(بینما من المعادلات 3  وھذا غیر ممكن.

1نفرض ) 4( 1 2 2 3 3f f f f    
2 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3 1 3 2 31 (1 ) ( 3 ) (2 ) ( 3 2 ) ( )x x x x x x x x x                         

1 2 3 1 3 2 33 2 1 (1) 1 (2) 1 (3) 0 (4)             

1تعطي ) 4(،) 3(،) 2(ان المعادلات  2 31, 1, 0     أي ان النظام أعلاه غیر ) 1(لكن ھذه القیم لاتحقق المعادلة
1متوافق وبالتالي لا توجد أعداد قیاسیة   2 3, ,   1تحقق 1 2 2 3 3f f f f     وھذا یعني انf لیس تركیبا خطیا  من

1 2 3, ,f f f.
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)3.3(تعریف
.AXFلتكن  

AA

]ویرمز لھا بالرمز  ]A أي ان ، 
1

{ : , , }
n

i i i i
i

A x F x A n  



     .

)4.3(مبرھنة 
، فان Fعلى الحقل Xر خالیة من فضاء المتجھات مجموعة جزئیة غیAلتكن A اصغر فضاء جزئي فيX  یحتوي
. Aعلى 

: البرھان 
: یجب ان نبرھن ) 1( A یحتوي علىA  أي نبرھن على ان[ ]A A

xلیكن  A 1، بما ان [ ] 1x A F    ولكن[ ] [ ] 1A A x A x x     

یجب ان نبرھن ) 2( A فضاء جزئي فيX

Aبما ان   وان[ ] [ ]A A A  

,لیكن  [ ]x y A ولیكن, F  
1 1

,
n m

i i j j
i j

x x y y 
 

   حیث,i jx y A ،,i j F  ،

1,2, ,i n  ،1,2, ,j m .

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n m

i i j j n n n m
i j

x y x y x x x y y y           
 

             

]وعلیھ Aوھذا أیضا تركیب خطي لعدد منتھي من عناصر  ]x y A  .
: یجب ان نبرھن ) 2( A یحتوي علىA ان  نبرھن على أي[ ]A A
]یجب ان نبرھن . Aیحتوي على Xفضاء جزئي من Mلیكن ) 3( ]A M

]لیكن  ]x A
1

n

i i
i

x x


  حیثix A ،i F   ،1,2, ,i n .

ixبما ان  M A M  

Xفضاء جزئي في Mبما ان
1

n

i i
i

x x M


  [ ]A M 

ملاحظة 
، فانFعلى الحقل Xمجموعة جزئیة غیر خالیة من فضاء المتجھاتAلتكن A یسمى الفضاء الجزئي المولد(generated )

بأنھا مجموعة مولدة للفضاء الجزئي Aویقال عن المجموعة . Aبواسطة المجموعة A. وعلیھ  یمكن إثبات الآتي :
)1) (2 ( A =  تقاطع كل الفضاءات الجزئیة فيX والتي تحتوي علىA.
)2(Aیكون فضاء جزئیاً فيX   إذا و فقط إذا كانت AA .

ملاحظات
إذا كانت) 1( 0A x سنكتب 0x بدلا من 0x   وعلیة   0 0 :x x x F   
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Axو Xمجموعة جزئیة في Aإذا كانت ) 2( 0  فان  0xA ھو الفضاء الجزئي لمولد  بواسطة المجموعة
 0A x وان   0 0 : ,A x x a x a A F        

)5.3(مثال
,(1,0)}بین المجموعة)  1( (0,1)}A  2تولد الفضاء
لتكن ) 2(      1,0,0,2,1,0,3,2,1A   نبرھن على أن  3A  
3ما ھو اصغر فضاء جزئي یحتوي على المجموعة )3(

1 2 3 1 2 3{( , , ) : 2 0}A x x x x x x     3من الفضاء
,0)}برھن ان المجموعة  ) 4( 2, 2), (1, 2,0)}A  1تولد الفضاء الجزئي 2 3 1 2 3{( , , ) : 2 0}M x x x x x x   

1لتكن ) 5( 2 3{ , , }A x x x مجموعة جزئیة في فضاء المتجھاتX ،[ ]y A 1، ولتكن 2 3{ , , , }B x x x y . برھن
]على ان  ] [ ]A B

: الحل 
)1 (   1 21,0 , 0,1x x 

یجب ان نبرھن بان كل قیمة   2,x y 3ھو تركیب خطي لـ 2,x x

2 2( , ) (1,0) (0,1)x y x y xx yx   

1وھذا یعني أن   2,x x2تولد
)2  (     1,0,0,2,1,0,3,2,1 321  xxx

یجب أن نبرھن بأن كل قیمة   3, ,x y z 323ھو تركیب خطي لـ ,, xxx

         1 2 3 1 1 2 1 2 3, , 1, 2,3 0,1,2 0,0,1 ,2 ,3 2x y z               

1 1 2 1 2 3, 2 , 3 2x y z          

1بحل المعادلات الثلاثیة أعلاه آنیاً نحصل على  2 3, 2 , 2x y x x y z       

123وھذا یعني أن   ,, xxx3تولد.
]ھو Aبما ان اصغر فضاء جزئي یحتوي على المجموعة ) 3( ]A

]فان 3فضاء جزئي من Aان بما ]A A وعلیھ فانA اصغر فضاء جزئي یحتوي على المجموعةA.
]یجب ان نبرھن ) 4( ]A M

(0,2,2)ان بما , (1,2,0)M M A M  اصبح  لدیناM فضاء جزئي یحتوي على المجموعةA

]ولكن ]A اصغر فضاء جزئي یحتوي على المجموعةA[ ]A M 
2لیكن  2 0 ( , , )y x z x y z x y z M       
2لیكن  1 2 1 1 2( , , ) ( , 2 2 ,2 ) ( , , ) (0,2,2) (1,2,0)x y z x y z          وعلیھ

2 1 2 1(1), 2 2 (2), 2 (3)x y z      

1تعطي ) 3(،)1(المعادلات  2
1 ,
2

z x  1وذلك لان ) 2(وھذه القیم تحقق المعادلة 22 2 2z x y    

]1وعلیھ  ] [ ] ( , , ) [ ] ( , , ) (0, 2, 2) (1,2,0)
2

A M M A x y z A x y z z x       

]لیكن )5( ]x A  1یوجد 2 3, , F    1بحیث ان 1 2 2 3 3x x x x    

1 1 2 2 3 3[ ] [ ] [ ] 0A B x B x x x x y           
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]لیكن  ]x B  1یوجد 2 3 4, , , F     1بحیث ان 1 2 2 3 3 4x x x x y      

]بما ان  ]y A  1یوجد 2 3, , F    1بحیث ان 1 2 2 3 3y x x x    

1 1 2 2 3 3 4 1 1 2 2 3 3 1 4 1 1 2 4 2 2 3 4 3 3( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x x x x                          
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]A B B A x A     

)3(تمارین 
)2,1,(التي تجعل المتجھkجد قیمة1.3 k3من 2,0,3(,)3,1,2(كتركیب خطي للمتجھین( .
لتكن2.3   )7,3,6,3(,)2,1,4,2(,)2,1,4,2(,)3,1,2,1(,)14,5,4,2(,)11,4,2,1(  ABبرھن

على أن    BA .
,أوجد الشروط الواجب وضعھا على 3.3 ,x y z 3بحیث تجعل المتجھ( , , )x y y اء الجزئيینتمي إلى الفض

)0,1,2(,)2,1,1(,)4,3,0(المتولد بالمتجھات  321  xxx.
بین أن الفضاء الجزئي 4.3 ( , ,0) : ,M x y x y  3من 12یتولد بالمتجھین , xx

)1  ()0,1,0(,)0,2,1( 21  xx)2  ()0,3,1(,)0,1,2( 22  xx

A,لتكن كل من 5.3 B فضاء متجھات مجموعة جزئیة منX على الحقلF . بین فیما إذا كانت أي من العبارات
الآتیة صحیحة أم لا مع البرھان ؟ 

Aإذا كانت ) 1( B فان[ ] [ ]A B)2 ( إذا كانت[ ] [ ]A B فانA B

)3([ ] [ ] [ ]A B A B  )4 ([ ] [ ] [ ]A B A B  )5 (    AA 

Fعلى الحقل Fاثبت ان أي متجھ غیر صفري یولد الفضاء 6.3
,(1,0,0)}، إذا كانت على الحقل 3في الفضاء 7.3 (0,2,0)}, {(0,3 3)}A B  

)1 ([ ],[ ]A B)2 ((5, 3,0)[ ]A)3 ((3, 2,1)
]إلى ]A)4 ( ینتمي إلى(2,1,1)ھل ان المتجھ[ ]A)5 ( ما ھي المتجھات التي تنتمي إلى[ ] [ ]A B
1لیكن 8.3 2,M M فضاء متجھات فضائیین جزئیین منX على الحقلF. 1برھن على ان 2 1 2[ ]M M M M  

x,، ولیكن Fفضاء متجھات على الحقل Xلیكن9.3 y X . برھن على ان[ ] [ ]x y إذا وفقط إذا كانy x

Fلبعض 

,(1,1,0)}:اثبت أن مجموعتي المتجھات10.3 (0,0,1)}،{(1,1,1), ( 1, 1,1)}  3الجزئي نفسھ من الفضاء تولدان الفضاء.
,، ولیكن Fفضاء متجھات على الحقل Xلیكن11.3 ,x y z X 0بحیثx y z     ،, , F    ،0  .

}برھن على ان المجموعتین  , },{ , }x y x z تولدان الفضاء الجزئي نفسھ منX .
,2,0)جد معادلة المستقیم المولد من قبل المتجھ 12.3 3) 3وذلك في الفضاء.
,2,1)جد الفضاء الجزئي المولد من قبل المتجھین 13.3 5), (4,3,7) 3وذلك في الفضاء.
2برھن ان المتجھات 14.3 31,1 , (1 ) , (1 )x x x   3تولد الفضاء( )P 
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Linear  Independenceالاستقلال الخطي  .4

)1.4(تعریف
F.فضاء متجھات على الحقل    Xلیكن 1, , nx xX

(Linear Dependent)1إذا وجدت 2, , , n F   1لیست جمیعھا أصفار بحیث أن 2 2 2 0n nx x x     
بعبارة أخرى المجموعة المنتھیة (linear independent) وما عدا ذلك یقال أن المجموعة مستقلة خطیا

 1, , nx x   1تكون مستقلة خطیا إذا كان 2 2 2 0n nx x x        021فان  n .
AAیقال أن Xجموعة جزئیة من مAإذا كانت  

AA
.بحیث تكون معتمدة خطیا 

) 2.4(مثال 
.لاأممستقلة خطیاً 3قرر فیما إذا كانت المتجھات في 

)1(     1,4,7,1,1,2,1,2,1 321  xxx)2 (     5,1,2,2,3,1,3,2,1 321  xxx

: الحل 
0332211نفرض   xxx 

)1 (       0,0,01,4,71,1,21,2,1 321  

   1 2 3 1 2 3 1 2 32 7 , 2 4 , 0,0,0                

1 2 3 1 2 3 1 2 32 7 0, 2 4 0, 0                      وعلیھ
1 2 3 2 32 7 0, 2 0         .    ًھذه المعادلات لھا حل غیر صفري لو فرضنا مثلا

1,2,3 321  ًوعلیھ المتجھات مرتبطة خطیا.
)2(       0,0,05,1,22,3,13,2,1 321  

1 2 3 1 2 3 1 2 32 0, 2 3 0, 3 2 5 0                  

0,0,0بحل المعادلات الثلاثیة آنیاً نحصل على  321  ًالمتجھات مستقلة خطیا.
) 3.4(مثال 

2المتجھاتبرھن على ان ) 1( 3( ) 1 , ( ) 1 , ( ) , ( ) 3f x x g x x h x x r x x      3في( )P ًمستقلة خطیا.
2المتجھاتبرھن على ان ) 2( 2 2( ) 1 2 , ( ) 2 , ( ) 4 5f x x x g x x x h x x x          2في ( )P 

.خطیاًمرتبطة 
: الحل

1نفرض) 1( 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g x h x r x      2 2
1 2 3 4(1 ) (1 ) 3 0x x x x         

2 3
1 2 1 2 3 4( ) ( ) 3 0x x x           1 2 1 2 3 40, 0, 0, 3 0           

1بحل المعادلات الأربعة آنیاً نحصل على  2 3 40, 0, 0, 0      ًالمتجھات مستقلة خطیا.
1نفرض )2( 2 3( ) ( ) ( ) 0f x g x h x    2 2 2

1 2 3(1 2 ) (2 ) ( 4 5 ) 0x x x x x x            
2

1 2 3 1 2 3 1 2 3( 2 4 ) ( 5 ) (2 ) 0x x                 

1 2 3 1 2 3 1 2 32 4 0, 5 0, 2 0                 
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1ھذه المعادلات لھا حل غیر صفري لو فرضنا مثلاً   2 32, 3, 1       مرتبطة خطیاًوعلیھ المتجھات.
) 4.4(مثال 
1لتكن  2 3, ,x x xمتجھات مستقلة في فضاء المتجھاتXعلى الحقلF برھن على أن المتجھات

2121321 ,,2 xxxxxxx  ًتكون مستقلة خطیا
: الحل

نفرض      02 3213212211  xxxxxxx 
    02 3323211321  xxx 

123 ,, xxx1 2 3 1 2 3 30, 2 0, 0             

0,0,0آنیاً نحصل على   321   2121321وعلیھ المتجھات ,,2 xxxxxxx ًتكون مستقلة خطیا  .
ملاحظات 

XAXxولتكن Fفضاء متجھات على الحقلXلیكن   ;0

.یكون مجموعة معتمدة خطیاتكون معتمدة خطیا وعلیھ فأن كل فضاء جزئي Aفان A0إذا كان )(1
0لان لو فرضنا  0  0ي ان تكونرفانھ لیس من الضرو  متعمدة خطیا {0}وعلیھ المجموعة

{0}وبما ان  AA معتمدة خطیا.
00إذا كان ) (2 x فان المجموعة 0x مستقلة خطیا.

)5.4(مبرھنة
XBAولتكن Fفضاء متجھات على الحقل Xلیكن  

.تكون معتمدة خطیاBًمعتمدة خطیا فان Aإذا كانت )(1
.تكون مستقلة خطیاAًمستقلة خطیا فان Bإذا كانت )(2

البرھان
AADبما أن   ) (1 D

BABDD  معتمدة خطیا.
.وھذا تناقض) 1حسب (تكون معتمدة خطیا Bمعتمدة خطیا فأن Aإذا كانت )(2

(6.4)ةمبرھن
XxولیكنFعلى الحقلXمجموعة مستقلة خطیا في فضاء المتجھاتAلتكن  0 بحیث أن Ax 0 فان 0xA

.مستقلة خطیا أیضا
البرھان
1لیكن 1 0 0n nx x x      1حیث 2, , , nx x x A . 0یجب أن نبرھن أن

01نفرض  
0 1

n
nx x x


 

   
       
   



وھذا یعني أن  Ax 0   وھذا تناقض 0  1وعلیھ فأن 1 0n nx x   
1مستقلة خطیاAبما أن  2 0n       1 0, , ,nx x x مستقلة خطیا  0xA مستقلة خطیا .
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)7.4(مبرھنة
لتكن nxxA ,...,1مجموعة منتھیة في فضاء المتجھاتX على الحقلF01بحیث xفان ،A معتمدة خطیا إذا وفقط إذا

kxوجد   A ،2,3, ,k n  1یكتب كتركیب خطي من المتجھات التي تسبقھ أي أن 1 1 1k k kx x x     
البرھان  

nیوجدمعتمدة خطیا  Aنفرض أن ,...,, 1لیست جمیعھا مساویة للصفر بحیث أن 21 0n nx x   .
1...0، ھذا یعني أن0kبحیث أنn,1اكبر عدد بین kافرض   nn .
nkفان 0nإذا كانت   2وكذلكk 21...0لأنھ إذا كانت  n 1فأن 1 10, 0x x 

1معتمدة خطیا  Aوھذا تناقض لان  1 0 , 0k k kx x     ومنھ نحصل على

11
1 1

k
k k

k k

x x x


 




   
       
   



2إذا وجد : الاتجاه المعاكس , kk n x A     1111بحیث أن ...  kkk xxx  فأن ،
 1 1 1 1 1 0k k kx x x        وھذا یعني أن المجموعة 1, , kx x 01معتمدة خطیا لان k

AAوبما أن ھذه المجموعة  جزئیة في   معتمدة خطیا.
)8.4(مبرھنة
AXF .A

لكل Axیوجد تمثیل وحید وھو عبارة عن تركیب خطي من متجھاتA.
البرھان

لتكن. مجموعة منتھیةAسوف نبرھن الحالة عندما تكون  1, , nA x x 
مستقلة خطیا ولیكن  Aولتكن  Ax  .1نجد أن  سابقة حسب مبرھنة 1 n nx x x   

1نفرض      : ولبرھان الوحدانیة  1 n nx x x   1 1 1 1n n n nx x x x        
   1 1 1 0n n nx x        

1مستقلة خطیا  Aبما أن  1 0, , 0n n        1ومنھا نحصل على 1, , n n    
وعلیھ فأن لكل  Ax یوجد تمثیل وحید وھو عبارة عن تركیب خطي من متجھاتA .
نفرض أن لكل متجھ في: الاتجاه المعاكس Aھنالك تمثیل وحید وھو عبارة عن تركیب خطي من متجھاتA.

1مستقلة  نفرض A لكي نبرھن  1 0n nx x      10ولكن 0. 0 nx x  

1 0, , 0n   لان A0

1, , nx xوعلیھ فأنAمستقلة خطیا.
)  9.4(مبرھنة

F1فضاء متجھات على الحقل  Xلیكن   2, , , nx x x X .x1, , nx x
فان المجموعة  1, , , nA x x x  معتمدة خطیا.

البرھان 
,1تركیب خطي للمتجھات   xبما أن  , nx x    1، فأن 1 n nx x x   

لذلك فأن  1 1 1 0n nx x x      01،   بما أن  A معتمدة خطیا .
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)4(تمارین
1لتكن 1.4 2 3, ,x x xمتجھات مستقلة في فضاء المتجھاتXعلى الحقلFبرھن على أن المتجھات

1 2 2 3 1 3, ,x x x x x x  ًتكون مستقلة خطیا
1لتكن2.4 2 3, ,x x xمتجھات مستقلة في فضاء المتجھاتXعلى الحقلF برھن على أن المتجھات

1 2 1 2 1 2 3, , 2x x x x x x x   ًتكون مستقلة خطیا
1لتكن 3.4 2 3, ,x x x مستقلة في فضاء المتجھاتمتجھاتXعلى الحقلFبرھن على أن المتجھات

1 1 2 1 2 34 , 2 ,2 2x x x x x x  ًتكون مستقلة خطیا
7,1,2)}اثبت ان المجموعة 4.4 2), (3, 2,1 2)} مرتبطة خطیا علىمستقلة على لكنھا
1)}اثبت ان المجموعة 5.4 , ), (2, 1 )}i i i   مرتبطة خطیا على لكنھا مستقلة على
,(1,0,0)}برھن على ان المجموعة 6.4 (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)}A  3مرتبطة خطیا في ولكن أي مجموعة جزئیة

. مستقلة خطیامھا مكونة من ثلاث متجھات تكون 
a,ما ھو الشرط الواجب وضعھ على العددین الحقیقین 7.4 b 1)یكون المتجھان, ), (1, )a b 2في مستقلین خطیا.
التي تجعل المتجھاتaجد القیم الحقیقیة للثابت 8.4     1 2 3, 1, 1 , 1, , 1 , 1, 1,x a x a x a         مرتبطة

.3خطیا  في 
2ھل ان المجموعة 9.4 2 2{( , ) : 1}A x y x y   مستقلة خطیا أم لا ؟

)1جھات أو أكثر في اثبت ان أي مجموعة جزئیة مكونة من ثلاث مت10.4 )P  تكون مرتبطة خطیا.
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and DimensionBasesالقواعـد والبعـد  . 5
بصورة Xنستطیع بواسطتھا وصف Xسنواصل في ھذا البند دراسة مجموعة من المتجھات في فضاء المتجھات 

.كاملة
(1.5)تعریف

إذا Xإلى (Basis) قاعدة Aیقال أن . Fعلى الحقلXمجموعة جزئیة غیر خالیة في فضاء المتجھاتAلتكن 
أي ان(Xا وتولدمستقلة خطیAكانت  X A( .

المجموعة  1, , ne eحیث     1 21,0, ,0,0 , 0,1,0, ,0,0 , , 0,0,...,0,1ne e e    تشكل قاعدة إلىn
)Natural Basis(وتسمى بالقاعدة الطبیعیة 

ملاحظة 
إذا كانت  0X مجموعة جزئیة مستقلة خطیا منفلا توجدXوعلیھ فانXلیست لھا قاعدة.

) 2.5(مثال 
أم لا؟ مع البرھان3قرر فیما إذا كانت المتجھات التالیة تكون قاعدة إلى

)1 (1 2 3(1,3, 4), (1, 4, 3), (2,3, 11)x x x     )2 (1 2 3(2, 4,3) , (0,1,1) , (0,1, 1)x x x   

الحل 
)1 (0332211  xxx        1 2 31,3, 4 1,4, 3 2,3, 11 0,0,0       

1 2 3 1 2 3 1 2 3( 2 ,3 4 3 , 4 3 11 ) (0,0,0)                

1 2 3 1 2 3 1 2 32 0, 3 4 3 0, 4 3 11 0                  

13وھذه المعادلات لھا حل غیر صفري ولنأخذ مثلاً   32   ،51  وعلیھ المتجھات غیر مستقلة
3وبذلك لا یمثل قاعدة 

.لأنھا مستقلة3المتجھات تمثل قاعدة إلى(2)
(3.5)مبرھنة
.BAحیث Xإلى Bفانھ توجد قاعدة Fعلى الحقلXمجموعة مستقلة خطیا في فضاء المتجھاتAإذا كانت 
البرھان 

Aي تحتوي على والتXتمثل مجموعة كل المجموعات  المستقلة خطیا في Fلتكن
Fبما أن A F   وكذلكF مرتبة جزئیا بعلاقة الاحتواء
}لتكن   : }G Z   مجموعة مرتبة كلیا فيF .  نضع   :ZZ

Z  مستقلة خطیا وتحتوي علىAFZ  واضح أن  ،Z قید أعلى إلىG.
Bتمتلك عنصر أعظم ولیكن Fباستخدام مأخوذة زورن فأن 

FBBبما أن  ستقلة خطیا و مBA
أي أن   Xتولد Bیجب أن نبرھن أن   XB 

بحیث أن  Xxنفرض العكس أي نفرض أنھ یوجد   Bx
   xB مستقلة خطیا وتحتوي علىB وھذا یناقض أنB عنصر أعظم فيF

.Xقاعدة إلى Bوعلیة فأن 
(4.5)نتیجة

.كل فضاء متجھات غیر صفري یمتلك قاعدة 
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البرھان
فضاء متجھات غیر صفري ، Xلیكن 0X یوجدXx 0 00بحیث أن x

  0xA توجد قاعدة)3.5.1(مستقلة خطیا  باستخدام المبرھنةBإلىX بحیث أنBA .
(5.5)مبرھنة

و كانتFعلى الحقلXمجموعة جزئیة منتھیة في فضاء المتجھات Aإذا كانت   XA عدة فانھ توجد قاBإلىX

ABبحیث أن  .
:البرھان

لتكن  1, , nA x x  . إذا كانتA مستقلة خطیا فانAB وینتھي البرھان .
Axkمعتمدة خطیا فانھ یوجد Aأما إذا كانت  ،k n1بحیث أن 1 1 1 ,k k kx x x      ،Fk 11 ,...,

لتكن      1 1 1 1, , kB A B x x     . 1إذا كانتB مستقلة خطیا فینتھي البرھان ،  أما إذا كانت
التي تحقق  2Bتمدة خطیا فنحذف المتجھ الذي یعتمد خطیا على بقیة المتجھات و نحصل على المجموعة مع

   AB 2 وھكذا إلى أن نصل إلى المجموعة الجزئیةAB  والتي تكون مستقلة خطیا و أن   AB .
(6.5)یفتعر

Dimension) ببعدXیسمى عدد عناصر القـاعـدة إلى. Fفضاء متجھات على الحقـلXلیكن )X وغالبا ما
.Xلیدل على بعد Xdimیكتب 

فضاء المتجھات الصفري  0X  ،بالرغم من أن لیس لھ قاعدة فیعامل على أن بعده یساوي صفرdim 0X  .
عددإذا كان بعده صفراً أو Finite Dimensional)أو ذي بعد منتھي(منتھي البعد Xیقال أن فضاء المتجھات

)صحیح موجب و یقال انھ غیر منتھي البعد إذا كان عدد عناصر قاعدتھ غیر منتھي  Infinite Dimensional ) .
dimنلاحظ أن  n n إذا كانn على الحقل ،dim 2n n عندماnعلى.

X 1 , , nB x x 

Xx یمثل بشكل وحید بالصیغةi

n

i
i xx 




1
 حیث انFi  1لكل, 2, ,i n .

(7.5)مبرھنة 
1nتحتوي على Xفان أي مجموعة جزئیة في nفضاء متجھات ذو البعد Xإذ كان  من المتجھات تكون معتمدة خطیا

:البرھان .
1nتحتوي على Xمجموعة جزئیة في Aلتكن  .

BAبحیث أن    XإلىB، توجد قاعدة     (3.4.1)مجموعة مستقلة ، فحسب المبرھنة     Aإذا كانت     وبذلك یكون عدد
اكبر أو یساويBالمتجھات في القاعدة  1n  1و علیھ فأنdim  nX وھذا تناقضAًمعتمدة خطیا.

.نات التي تبین العلاقة بین بعد فضاء المتجھات وبعد الفضاء الجزئي الآن نستعرض بعض المبرھ
(8.5)مبرھنة
من المتجھات فأن nتحتوي على Xمجموعة جزئیة في Aوكانت . nفضاء متجھات ذو البعد Xإذا كان

.Xفإنھا قاعدة إلى Xمولدة إلى Aإذا كانت)2(.Xمستقلة خطیا فإنھا قاعدة إلى Aإذا كانت)1(
:البرھان 
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لتكن  1 , , nA x x  ) لأنھا تحتوي علىn من المتجھات(
BAبحیث Bقاعدة فتوجد قاعدةAإذا لم تكن) 1(  وبھذا یكونnX dimوھذا تناقضA  قاعدة إلىX.
ABبحیث XإلىBمستقلة خطیا فتوجد قاعدة Aإذا لم تكن )2(  بھذا یكونnX dim وھذا تناقض.

(9.5) مبرھنة
XMفانXیا من فضاء المتجھات المنتھي البعد       فضاء جزئ Mإذا كان    dimdim 

XM dimdim  فانXM .
: البرھان

nXلیكن  dim
كونة من مMكل مجموعة جزئیة من 1n من المتجھات تكون جزئیة منX

Mnولھذا فأن أي مجموعة جزئیة من       

ndimاقل أو یساويMالقاعدة إلى عناصر  dimX M .
nXMإذا كان : الجزء الآخر  dimdim

قاعدة إلى Aلتكن   MMA  و عدد عناصرAn 

XAما أن ب   ،A  مستقلة خطیاA قاعدة إلىX   XA وعلیھXM  .
(10.5)مبرھنة

1إذا كان كل من  2,M Mء المتجھات المنتھي البعد فضاء جزئیاً من فضاX           فان
   212121 dimdimdimdim MMMMMM 

و بصورة خاصة     2121 dimdimdim MMMM 
: البرھان

لیكن   kMM  21dim  ولتكن 1, , kS x x   21قاعدة إلى MM 

1211بما أن  MMMMS 
1MSمستقلة خطیا و Sبما أن    فعلیھ یمكن توسیع إلى قاعدة 1 1, , , , ,k mx x y y    1إلىM

1dim M k m   وبالمثل ، لتكن 1 1, , , , ,k tx x z z  2قاعدة إلىMtkM 2dim
  tmkktkmkMMMM  2121 dimdimdim

لكي ینتھي البرھان یجب أن نبرھن   tmkMM  21dim   وھذا یتطلب أن تكون المجموعة
 1 1 1, , , , , , , ,k m tB x x y y z z    21قاعدة إلى MM 

لیكن . مستقلة خطیاBنبرھن أنیجب أن :  أولا 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... 0 (1)
( ) (2)

k k m m t t

t t k k m m

x x y y z z

z z x x y y

     

     

        

        

  
   

بما أن  1 1, , , , ,k mx x y y  1قاعدة إلىM

 1 1 1 1 1k k m mx x y y M            1وعلیھ فأن 1 1t tz z M   
1وبما أن  1 2t tz z M    2عن تركیب خطي لمتجھات تنتمي إلى لأنھا عبارةM

1لذلك فأن   1 1 2t tz z M M     بما أن   ،S 1قاعدة إلى 2M M
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1 1 1 1t t k kz z x x        0...... 1111  kktt xxzz 

,1ولكن المتجھات  , kx x ،1, , kz z مستقلة خطیا1 2 0t     
في iوبالتعویض عن  11صل    نح 1 1 1 0k k m mx x y y         

,1بما أن المتجھات  , my y ،1, , kx x مستقلة خطیا1 0m    ،1 0,k   
مستقلة خطیا Bو علیھ فأن

21تولد Bالآن نبرھن أن MM  أي نبرھن أن  21 MMB 
21بما أن MM  فضاء جزئیاً منX وان كل عنصر فيB 21ینتمي إلى MM 

لذلك فأن   21 MMB 
21لیكن  MMxzyx    12حیث , MyMz نحصل من ذلك على أن ،

1 1 1 1 1 1 1 1,k k m m k k t ty x x y y z x x z z                     
 Bx     ،   1 1 1 1 1 1 1k k k m m t tx x x y y z z                   

إذن    21 MMB وعلیھB 21قاعدة إلى MM .
)11.5(مثال

1لیكن كل من 2,M M 3فضاء جزئیاً ثنائیاً البعد في  برھن على أن 021 MM

:الحل 
نفرض .سنبرھن بطریقة التناقض    00dim 2121  MMMM

بما أن         1 2 1 2 1 2dim dim dim dim 2 2 0 4M M M M M M        

ولكن  21dim MM 21لان MM 3فضاء جزئیاً فيوھذا تناقض وعلیھ 021 MM

)12.5(مثال
3لیكن  3

1 2{( , , ) : 2 0}, {( , , ) : 2 5 0}M x y z x y z M x y z x y          ًفضاء جزئیاً ثنائیا
برھن على أن  3في البعد 021 MM

:الحل 

)5(تمارین 
1لیكن كل من 1.5 2,M M 3فضاء جزئیاً في 2بحیث أن 1 1 2dim 2dim 1,M M M M  

3برھن على أن   
1 2M M .

المتولد بالمجموعة 5الفضاء الجزئي في1Mلیكن2.5 )2,5,0,9,2(),2,2,1,4,1(),4,3,3,1(  1ولیكنM الفضاء
الجزئي المتولد بالمجموعة  )6,5,1,3,1(),5,6,1,8,2(),3,2,2,6,1(  1جد  كل من 2dim( )M M ،

1 2dim( )M M.

1لیكن كل من 3.5 2,M M فضاء جزئیا من فضاء المتجھات المنتھي البعدX ولیكنnX dim ،
2

dim 1
n

M 

 ،
2

dim 2
n

M  . ھل أن 021 MM؟  ولماذا ؟
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1لیكن كل من 4.5 2,M M فضاء جزئیا من فضاء المتجھاتXولتكن 1, , nx x 1قاعدة إلىM و 1, , my y
والمجموعة2Mقاعدة إلى  1 1, , , , ,n mx x y y ة إلىقاعدX .21ھل أن MMX ؟ ولماذا ؟

لیكن 5.5   4 4
1 2( , , , ) : 0 , ( , , , : 0, 2 }M x y z w x y z M x y z w x y z w          

1برھن على أن كل من ) 1( 2,M M 4فضاء جزئیاً في .
1جد بعد كل من )  2( 2,M M1و 2M M.
A,لتكن كل من ) 8( B مجموعة جزئیة منتھیة في فضاء المتجھاتX على الحقلF . بحیث أن المجموعة

BAًھل أن . مستقلة خطیا     0 BA؟ ولماذا ؟

Coordinates and Change of Basesغییر القواعد الإحداثیات وت.6
، ولتكن Fعلى الحقـلمنتھي البعد متجھات فضاء Xلیكن 1, , nx x   قاعدة إلىX . سبق وان برھنا ان

iمثل بشكل وحید بالصیغة یXxلكل 

n

i
i xx 




1
  حیثFi  1,2لكل, ,i n  .

)1.6(تعریف
1 2( , , , )n    )Coordinates Vector (x

 1, , nx x   إذا كانi

n

i
i xx 




1
  حیثFi  1لكل, 2, ,i n .

)2.6(مثال
)جد المتجھ    )f x2 ( )P 2{ 1,1 ,2 }x x   

)ھو  2,0,1)  .
: الحل 

2 2
1 1 2 2 3 3

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 2)(1) (0)(1 ) (1)(2 ) 2 2

n

i i
i

f x f x f x f x f x x x x   


           
)3.6(مثال

,(1,2)}ثم بالنسبة للقاعدة بالنسبة للقاعدة الطبیعیة2في فضاء المتجھات (5,6)جد إحداثیات المتجھ  ( 1,4)}   .
: الحل 

22القاعدة الطبیعیة لفضاء المتجھات  ( )M  (1,0)}ھي, (0,1)} 

1لیكن  2( , )  2في فضاء المتجھات (5,6)متجھ الإحداثیات للمتجھعدة الطبیعیةبالنسبة للقا .
1 2 1 2(5,6) (1,0) (0,1) ( , )     

1 2( , ) (5,6)    

1لیكن 2( , )  2في فضاء المتجھات (5,6)متجھ الإحداثیات للمتجھ (1,2)}بالنسبة للقاعدة, ( 1,4)}   .
1 2 1 2 1 2(5,6) (1,2) ( 1,4) ( , 2 4 )          

1نحصل على المعادلات  2 1 25, 2 4 6       1وبحل ھذه المعادلات ، نحصل على 2
13 2,
3 3
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1 2
13 2( , ) ( , )
3 3

     

)4.6(مثال
21جد إحداثیات المتجھ  x 2في فضاء المتجھات ( )P 3}2النسبة للقاعدة ب, 1 , }x x    .

: الحل 
1لیكن  2 3( , , )     21متجھ الإحداثیات للمتجھ x 2في فضاء المتجھات ( )P  3}2بالنسبة للقاعدة, 1 , }x x    .

2 2 2
1 2 3 1 2 2 31 (3) ( 1 ) ( ) (3 )x x x x x               

1نحصل على المعادلات  2 2 33 1, 0, 1        وبحل ھذه المعادلات ، نحصل على

1 2 3
1 , 0, 1
3

     1 2 3
1( , , ) ( ,0, 1)
3

      

)5.6(مثال
5جد إحداثیات المتجھ  6

1 7
 

 
 

22في فضاء المتجھات  ( )M اعدة الطبیعیةبالنسبة للق .

: الحل 

22القاعدة الطبیعیة لفضاء المتجھات  ( )M  1ھي 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 1 1 0 0 1

        
         
        

1لیكن  2 3 4( , , , )      5متجھ الإحداثیات للمتجھ 6
1 7

A
 

  
 

22في فضاء المتجھات  ( )M لنسبة للقاعدة با

. الطبیعیة
1 2

1 2 3 4
3 4

5 6 1 0 0 1 0 0 0 0
1 7 0 0 0 0 1 0 0 1

 
   

 
           
               

           

1 2 3 4( , , , ) (5, 6,1,7)       

ملاحظة 
سوف ندرس . ان متجھ إحداثیات أي متجھ یعتمد كلیا على المتجھ والقاعدة فإذا تغیرت القاعدة ، تغیر متجھ الإحداثیات

. العلاقة بین إحداثیات متجھ متجھة بالنسبة لقاعدتین مختلفتین
)6.6(تعریف

لتكن 1, , nx x   فضاء المتجھاتقاعدة إلىX ولتكن 1, , ny y   إلىجدیدةقاعدةX . فانھ بالإمكان
كتركیب خطي من متجھاتكتابة كل متجھ في   وعل النحو الأتي :

1

n

i ij j
j

x a y


  حیثija F لكل, 1, 2, ,i j n .

]المصفوفة  ]ijA aتسمى مصفوفة الانتقال من القاعدة إلى القاعدة .
)7.6(مثال

,(2,1)}جد مصفوفة الانتقال من القاعدة (0,3)}  إلى القاعدة{( 1,0), (3,3)}    2في فضاء المتجھات
: الحل 



108ر
Linear Algebra)1(الجبر الخطي  I

3: عدد الوحدات 1: مناقشة 3: نظري 

30

بما ان    
2

1 1 2 2
1

i ij j i i
j

x a y a y a y


    حیثija F لكل, 1, 2i j .

1iعندما ) 1(  1نحصل  على 11 1 12 2x a y a y 11 12 11 12 12(2,1) ( 1,0) (3,3) ( 3 ,3 )a a a a a      

11نحصل على المعادلات  12 123 2, 3 1a a a    11وبحل ھذه المعادلات ، نحصل على 12
11,
3

a a  

2iعندما ) 2( 2صل  على نح 21 1 22 2x a y a y 21 22 21 22 22(0,3) ( 1,0) (3,3) ( 3 ,3 )a a a a a      
21نحصل على المعادلات  22 223 0, 3 3a a a    21وبحل ھذه المعادلات ، نحصل على 223, 1a a 

إلى القاعدة الانتقال من القاعدةعندئذ تكون مصفوفة   ھي
11
3

3 1
A
  
 
 

)8.6(مبرھنة
X،فضاء المتجھات المنتھي البعدقاعدة إلى لتكن إلىجدیدةقاعدةX ،Aفوفة الانتقال من القاعدةمص القاعدة إلى
  .إذا كان متجھ إحداثي للمتجھx X بالنسبة للقاعدة فانA  متجھ إحداثي للمتجھیكونx بالنسبة

للقاعدة .
: البرھان 

)dimلیكن  )X n ولنفرض ، 1, , nx x   ، 1, , ny y   
1بما ان  2( , , , )n    لإحداثیات للمتجھ متجھ اx بالنسبة للقاعدة 1, , nx x  

1

n

i i
i

x x


   حیثFi  1,2لكل, ,i n .

]بما ان  ]ijA aتسمى مصفوفة الانتقال من القاعدة إلى القاعدة 

1

n

i ij j
j

x a y


   حیثija F لكل, 1, 2, ,i j n .

1 1
( )

n n

i ij j
i j

x a y
 

  
1 1
( )

n n

i ij j
j i

x a y
 

  
1لیكن  2( , , , )n        متجھ الإحداثیات للمتجھx بالنسبة للقاعدة 1, , ny y   

1

n

j j
j

x y


 
1

n

j i ij
i

a 



 
11 12 1

21 22 2
1 2 1 2

1 1 1

1 2

( , , , ) ( , , , )

n

n n n
n

i i i i i in n
i i i

n n nn

a a a

a a a
a a a A

a a a
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)9.6(مثال
)جد المتجھ  )f x 2في فضاء المتجھات ( )P 21تھ بالنسبة للقاعدة إذا علمت ان متجھ إحداثیا{ , , 2 }

2
x x   ھو

(1, 2, 1)   .ثم جد إحداثیات المتجھ( )f x بالنسبة للقاعدة 1 2 3, ,y y y  من إذا علمت  مصفوفة الانتقال

إلى  القاعدة القاعدة  ھي
1 1 1
2 0 0
1 1 0

A

 
   
  

  .

: الحل 
2 2

1 1 2 2 3 3
1

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1( ) 2( ) ( 1)(2 ) 2 2
2 2

n

i i
i

f x f x f x f x f x x x x x   


           
1 1 1

(1,2, 1) 2 0 0 (4,2, 1)
1 1 0

A 

 
      
  

)10.6(مبرھنة
,إذا كانت كل من  ,   فضاء المتجھات المنتھي البعدإلى قاعدةX وكانتAمصفوفة الانتقال من القاعدة  إلى

القاعدة   وBمصفوفة الانتقال من القاعدة  إلى  القاعدة  فانABتكون مصفوفة الانتقال من القاعدة  إلى
القاعدة   .
)11.6(نتیجة 

,إذا كانت كل من   فضاء المتجھات المنتھي البعدإلى قاعدةX وكانتAمصفوفة الانتقال من القاعدة إلى  القاعدة
  1فانA تكون مصفوفة الانتقال من القاعدة  إلى  القاعدة

: البرھان 
مصفوفة الانتقال من القاعدةBلتكن إلى  القاعدة

ولكن مصفوفة . إلى  القاعدة تكون مصفوفة الانتقال من القاعدةAB، نحصل على  )10.6(باستخدام المبرھنة 
1Bھي المصفوفة الواحدیة إلى  القاعدة الانتقال من القاعدة A AB    
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)6(تمارین 
,2)}وذلك بالنسبة للقاعدة 2كل من المتجھات التالیة في الفضاء جد متجھ إحداثیات1.6 1), (3, 2)}  

)1((2, 1))2((0,0))3((0,1))4(( , )a b

,(1,1,1)}وذلك بالنسبة للقاعدة 3ھ إحداثیات كل من المتجھات التالیة في الفضاء جد متج2.6 (1,1,0), (1,0,0)} 
)1((4, 3, 2))2(( , , )a b c

2جد متجھ إحداثیات كل من المتجھات التالیة في الفضاء 3.6 ( )P  1}2وذلك بالنسبة للقاعدة ,1 ,2 }x x x    

)1(212
3

x x )2(22 7x x)3(3

2جد متجھ إحداثیات المتجھ4.6 3
4 7
 
  

22في الفضاء  ( )M  وذلك بالنسبة للقاعدة بالنسبة للقاعدة

1 1 0 1 1 1 1 0
{ , , , }

1 1 1 0 0 0 0 0


        
        
       

4جد متجھ إحداثیات المتجھ5.6 11
11 7
 

   
22في الفضاء  ( )M  وذلك بالنسبة للقاعدة بالنسبة للقاعدة

1 2 2 1 4 1
{ , , }

2 1 1 3 1 5


      
             

,1)}من القاعدة جد مصفوفة الانتقال6.6 2), (2,3)} 2لفضاء ل إلى القاعدة{( 1,0), (1, 2)}    
2جد مصفوفة الانتقال من القاعدة7.6 2{2,1 ,2 3 }x x x x    2للفضاء ( )P  2إلى القاعدة 2{1 , ,3 4 5 }x x x x    

cosمولد من قبل المتجھین Xا كان فضاء المتجھات إذ8.6 , sinx x . برھن على ان
)1 ({2sin cos , 3cos }x x x   تكون قاعدة للفضاءX

cos}جد مصفوفة الانتقال من القاعدة ) 2( , sin }x x 2}إلى القاعدةsin cos , 3cos }x x x  
2sinإحداثیات جد متجھ ) 3( 3cosx x  2}بالنسبة للقاعدةsin cos , 3cos }x x x  
2sin}جد مصفوفة الانتقال من القاعدة ) 4( cos , 3cos }x x x   إلى القاعدة{cos , sin }x x

1ا علمت ان مصفوفة الانتقال من القاعدة إذ9.6 2{ , }x x  2للفضاء إلى القاعدة{( 7,5), (2,1)}    ھي
3 1
4 1

A
 

  
 

.فجد متجھات القاعدة 

1}تقال من القاعدة إذا علمت ان مصفوفة الان10.6 ,1 }x x    1للفضاء( )P  1إلى القاعدة 2{ , }f f   ھي
2 1
1 3

A
 
   

فجد متجھات القاعدة  .

22جد متجھ في الفضاء 11.6 ( )M  1الذي متجھ إحداثیاتھ بالنسبة للقاعدة 1 1 1 1 1 1 1
{ , , , }

1 1 1 1 1 1 1 1


       
                

(1,2,04)ھو المتجھ  
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Linear Transformations التحویلات الخطیة. 7
)1.7(تعریف 

YXلیكن كل من YXfیقال عن الدالة .Fمتجھات على الحقلفضاء, : تحویلا خطیابأنھا)Linear
Transformation) ( دالة خطیة أوLinear Function (لشروط الآتیة إذا تحققت ا :

)1(( ) ( ) ( )f x y f x f y   لكلXyx ,)2 (( ) ( )f x f x  لكلFXx  ,
): وھذان الشرطان یكافئان الشرط ) ( ) ( )f x y f x f y      لكلFXyx   ,,,

FXfالخطیة دالة ال : بالدالیة الخطیة یسمى(Linear Functional)علىX.
)2.7(مثال

3إذا كانت الدالة ) 1( 2:f   1معرفة بالصیغة 2 3 1 2( , , ) ( , )f x x x x x 3لكل
1 2 3( , , )x x x x  فانf

x,3لأنھ لكل .تحویل خطي yكل ، ول,  1،نستنتج من ذلك، أن 2 3 1 2 3( , , ) , ( , , )x x x x y y y y 

1وعلیھ فأن 1 2 2 3 3( , , )x y x y x y x y           

1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )f x y x y x y x x y y f x f y                

f تحویل خطي.
f:2إذا كانت الدالة ) 2(  1یغةمعرفة بالص 2 1 2( , )f x x x x 2لكل

1 2( , )x x x فانf لیست تحویلا
2لأنھ  لو كان .خطیا

1 2 1 2( , ), ( , ) ,y y y x x x x y     لذا فأن ، 2211 , yxyxyx 

1وأن  1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2( ) ( )( ) , ( ) ( )f x y x y x y x x x y x y y y f x f y x x y y           

)وعلیھ فأن      ) ( ) ( )f x y f x f y  fلیست تحویلا خطیا.
3إذا كانت الدالة ) 3( 2:f   1معرفة بالصیغة 2 3 1 2( , , ) ( 1, )f x x x x x  3لكل

1 2 3( , , )x x x x فانf

3xلأنھ  لو كان .لیست تحویلا  خطیا كانت ، و
3

1 2 3( , , )x x x x x    1، لذا فأن 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )x x x x x x x     وأن
1 2 3 1 2 1 2 1 2 3( ) ( , , ) ( 1, ) ( 1, ) ( , , ) ( )f x f x x x x x x x f x x x f x              

fلیست تحویلا خطیا.

2إذا كانت الدالة ) 4( 22: ( ) ( )f P M  0معرفة بالصیغة 12
0 1 2

0 2

2 0
( )

0
a a

f a a x a x
a a

 
     

ل لك

2
0 1 2 2 ( )a a x a x P    فانf2لأنھ لكل .اخطیتحویلا 2

0 1 2 0 1 2 2, ( )a a x a x b b x b x P     كل ، ول
, نستنتج من ذلك، أن،

2 2 2
0 1 2 0 1 2 0 0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a x a x b b x b x a b a b x a b x                 

2 2 2
0 1 2 0 1 2 0 0 1 1 2 2

0 0 1 1 0 1 0 1

0 0 2 2 0 2 0 2

( ( ) ( )) (( ) ( ) ( ) )
2( ) 0 2 0 2 ) 0
0 0 0

f a a x a x b b x b x f a b a b x a b x

a b a b a a b b

a b a b a a b b

       

   
 

   

          

         
               

2 2 2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f a a x a x b b x b x f a a x a x f b b x b x              

f تحویل خطي.
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:والآن لابد لنا إن نتوقف عند بعض التحویلات الخطیة الخاصة ومن ھذه التحویلات
Zero(الصفریةتحویل ال) 1( Transformation( : إذا كان كل منXY فان الدالة، Fفضاء متجھات على الحقل ,

YXf : والمعرفة بالصیغة  0xf لكلXx ا التحویل بالتحویل الصفريسمى ھذیو.ا خطیتحویلاتمثل.
Identity(المحاید أو الذاتي التحویل ) 2(  Transformation( : إذا كانXفضاء متجھات على الحقلFفان الدالة ،

XXf :والمعرفة بالصیغة  xxf  لكلXx التحویل بالتحویل المحاید اسمى ھذیو. اخطیتحویلا تمثل.
. المبرھنة التالیة تبین بعض خواص الدوال الخطیة 

)3.7(مبرھنة 
YXfذا كانتإ : فان اخطیتحویلا ،
)1 ((0) 0f )2 (( ) ( )f x f x   لكلXx)3(( ) ( ) ( )f x y f x f y   لكلXyx ,

)4 (
1 1

( ) ( )
n n

i i i i
i i

f x f x 
 

  لكل, , 1, ,i ix X F i n   

البرھان 
)1 (0 0.0     0 0.0 0 0 0f f f  

)2 (( ) (( 1) ) ( 1) ( ) ( )f x f x f x f x      
)3 (( ) ( ( 1) ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f x f y        
سنبرھن بطریقة الاستقراء الریاضي )  4(

1فأن، 1nإذا كان  1
1

n

i i
i

x x 


1 1 1 1
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

i i i i
i i

f x f x f x f x   
 

    

knلنفرض أن العبارة صحیحة عندما   أي أن ،
1 1

( ) ( )
k k

i i i i
i i

f x f x 
 

 
1ثم نبرھن على صحتھا عندما  kn

1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k

i i i i k k i i k k i i
i i i i

f x f x x f x f x f x     
 

   
   

       
. ن الأعداد الصحیحة الموجبة مnالعبارة صحیحة لجمیع قیمھذا یعني أن 

)4.7(مبرھنة
,إذا كان كل من  ,X Y Z فضاء متجھات على الحقلF وكان كل من: , :f X Y g Y Z  خطي  فانتحویلا

ZXfg :  تمثل دالة خطیة.
البرھان 

x,لیكن   y X ولیكن, F  
( )( ) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )g f x y g f x y g f x f y g f x g f y g f x g f y                   

fg  ًتحویل خطي.
(5.7)مبرھنة 

YXfلتكن :  وكانت دالة خطیةXAYB  ، فأن,
.Yیكون فضاء جزئیاً  فيAf)(فان Xفيفضاء جزئیاAًإذا كانت) 1(
1)(فان Yفضاء جزئیاً فيBإذا كانت) 2( Bf  یكون فضاء جزئیاً فيX.

البرھان 
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.Yفضاء جزئیاً فيAf)(، سنبرھن أنXفضاء جزئیاً فيAرضنف) 1(
 ( ) { : }f A f x x A Y  

))   فضاء جزئیاAًلان(A0بما أن ) 0 (0) ( )f A f f A    

لیكن 1 2,y y f A ولیكن, F 

    Axxxfyxfy  212211 ,,,
     212121 xxfxfxfyy  

فضاء جزئیاً  Aبما أن   AxxAfyy 2121 
1)(سنبرھن أن ، Yفضاء جزئیاً في Bنفرض أن )2( Bf  فضاء جزئیاً فيX

     XBxfXxBf  :1

)1واضح أن    )f B  
لیكن   1

1 2,x x f B ولیكن, F    1 2,f x f x B 

فضاء جزئیاً Bبما أن    Bxfxf  21 
ولكن    1 2 1 2( )f x x f x f x        1

1 2 1 2x x f B f x x B         وعلیھ
فأن   Bf 1 فضاء جزئیاً فيX .

)6.7(مبرھنة
فضاء متجھات منتھي البعد وكانت Xإذا كان 1, , nx x قاعدة إلىX لأي مجموعة  ، فان 1, , ny y مكونة

YXfاوحیداخطیتحویلا وجد یYمن المتجھات في فضاء المتجھات nمن  : بحیث أن( )i if x yلكلi.
: البرھان 

بما أن. Xxلیكن  1, , nx x قاعدةx  لھ تمثیل وحید ، أي أن
1

n

i i
i

x x


 حیث انi F 

YXfنعرف الدالة : كالآتي    :
1

( )
n

i i
i

f x y



: یجب أن نبرھن 

(1)f لیكن : خطي  تحویلXyxF  ,,,   إذا ،i

n

i
ii

n

i
i xyxx 




11

, 

فأن   i

n

i
ii xyx 




1

وعلیة

       yfxfyyyyxf i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii   

 111

(2)( )i if x y

10 1. 0i i nx x x x       
( ) 1i i if x y y  

(3)f إذا كان: وحید خطي  تحویلYXg : خطي بحیث أن تحویل( )i ig x y

)فأننا نحتاج أن نبرھن  ) ( )g x f x لكلXx.
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xلیكن  x X    لھ تمثیل وحید ، أي أنi

n

i
i xx 




1


.
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n n

i i i i i i
i i i

g x g x g x y f x  
  

     
)7.7(مثال 
2ً تحویلا خطیا جد  2:f   1,1()2,0(,)1,3()4,2(بحیث أن(  ff

:الحل 
,(1,1)}بسھولة یمكن اثبات (3,1)}  2قاعدة للفضاء

2لیكن 
1 2( , ) (3,1) (1,1) ( , )x y x y    1 2 1 23 ,x y       

1بحل المعادلتین اعل أنیا نحصل على    2
1 1( ) , ( 3 )
2 2

x y x y     

1 2
1 1( , ) (3,1) (1,1) ( )(2, 4) ( 3 )(0,2) ( ,5 3 )
2 2

f x y f f x y x y x y y x           

)8.7(مثال 
2ً تحویلا خطیا جد 

2: ( )f P  (1,0)2بحیث أن 1 , (2,7) 1 3f x f x x     

:الحل 
,(1,0)}بسھولة یمكن اثبات (2,7)}  2قاعدة للفضاء

2لیكن
1 2( , ) (1,0) (2,7) ( , )a b a b    1 2 22 , 7a b     

1دلتین اعل أنیا نحصل على   بحل المعا 2
2 1,
7 7

a b b   

2 2
1 2

2 1 1 1 3( , ) (1,0) (2,2) ( )(1 ) ( 1 3 ) (7 3 ) (7 )
7 7 7 7 7

f a b f f a b x b x x a b a b x bx              

ملاحظة 
) 6.7(المبرھنة  

. جزئیة عادیة   
.قیمتھ على جمیع عناصر الفضاء

)9.7(تعریف
YXfكنلی : ًاخطیتحویلا .

)ker(یرمز لھا بالرمزfالتحویل kernel)(نواة ) 1( f بالصیغة وتعرفker( ) { : ( ) 0}f x X f x  أي ان ،
1ker( ) ({0})f f 

)Imیرمز لھا بالرمزfالتحویل )Image(صورة ) 2( )f بالصیغة وتعرفIm( ) { ( ) : }f f x x X  
)kerلاحظ ان  )f X وIm( )f Y .

)10.7(مثال
3الدالة لتكن 3:f   1معرفة بالصیغة 2 3 1 2 3( , , ) ( 2 ,0,3 )f x x x x x x  3لكل

1 2 3( , , )x x x 
تحویلا خطیا fمن الواضح ان 

1لیكن  2 3( , , ) ker( )x x x f1 2 3( , , ) 0f x x x  1 2 3( 2 ,0,3 ) (0,0,0)x x x  
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1 2 2 2 3 1 2 32 , , 0 2 0, 3 0x x x x x x x x        
3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 2 2 3ker( ) {( , , ) : ( , , ) 0} {( , , ) : 2 , , 0} {( 2 , ,0) : }f x x x f x x x x x x x x x x x x x x             
1لیكن  2 3( , , ) Im( )y y y f 3یوجد

1 2 3( , , )x x x  1بحیث ان 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )f x x x y y y 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( 2 ,0,3 ) ( , , ) ( 2 ,0,3 )y y y x x x f x x x x x x    

1 1 2 2 3 32 , 0, 3y x x y y x    
3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3Im( ) {( , , ) : ( , , ) ( , , )} {( , , ) : 2 , 0, 3 }f y y y f x x x y y y y y y y x x y y x         

1 3 1 2Im( ) {( ,0, ) : , }f y y y y 

)11.7(مبرھنة
YXfإذا كانت : فان تحویلا خطیا ،

)1 ()ker( f جزئیاً من فضاءیكونX.)2 (Im( )f فضاء جزئیا منY.
)3  (ker( ) {0}f  إذا وفقط إذا كان ،fً4(.متباینا (Im( )f Y إذا وفقط إذا كان ،fًشاملا.

: البرھان 
)kerبما أن )1( ) 0 ker( ) (0) 0f f f    

,لیكن     , , ker( )F x y f     فأن    0,0  yfxf
( ) ( ) ( ) 0 0 0f x y f x f y            

ker( ) ker( )f x y f    ًفضاء جزئیا .
0بما أن)2( X) لانX متجھاتً فضاء   (( ) 0 (0) ( )f X f f X    
1لیكن 2, Im( )y y fولیكن, F  1یوجد 2,x x X بحیث ان   1 1 2 2,y f x y f x 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )y y f x f x f x x         

1متجھاتفضاء Xبما أن 2 1 2( )y y f X x x X        Im( )f  فضاء جزئیا منY.
)kerنفرض  )3( ) {0}f  ثم نبرھن أنfمتباین

Xyxلیكن ,  بحیث أن( ) ( )f x f y( ) ( ) 0f x f y  
0 ker( ) ( ) 0f x y x y x y f f x y           متباینة

متبایناً ثم نبرھن أن تحویل fوبالعكس، نفرض  }0{ker f

)ولتكن    ) 0 ker( )f x x f  
)بما أن  ) (0) (0) 0f x f f  

ة متبایناً  دالfبما أن     00ker xf

)12.7(تعریف
YXfلیكن  : تحویلا خطیا،

)ker(بعد ) 1( f) ان أيdim(ker( ))f ( یسمى صفریة)Nullity ( التحویلf

)Imبعد ) 2( )f) ن اأيdim(Im( ))f ( یسمى رتبة)Rank ( التحویلf

)13.7(مثال
)}، نحصل على المجموعة ) 10.7(في المثال 2,1,0)}الفضاء الجزئيقاعدة إلى)ker( f (1.0,0)}والمجموعة, (0,0,1)}

)Imء الجزئي قاعدة إلى الفضا )f وعلیھdim(ker( )) 1f  ،dim(Im( )) 2f .
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)14.7(مبرھنة
YXfكن یل : إذا كان.تحویلا خطیاXفان الفضاء الجزئي . منتھي البعد)(Xfالبعد أیضایكون منتھي .

البرھان
)dimكان إذا ) 0X   فان 0X وان      0:  XxxfXf    0dim Xf .

إذا كان    0dim  nX . نفرض 1, , nx x  قاعدة إلىX ولیكن Xfy

یوجدXx  بحیث  yxf 

iلھ تمثیل وحید ، أي إن Xxقاعدة إلى بما أن 

n

i
i xx 




1
 ،Fi 

وان     
1 1

(1)
n n

i i i i
i i

y f x f x f x 
 

   

لتكن ، )(),...,( 1 nxfxfBB  تمثل قاعدة إلى Xf . وعلیھ یكن)(Xfمنتھي البعد .
.Sylvester’s Lawالمبرھنة التالیة تسمى بقانون سلفستر 

)15.7(مبرھنة
YXfكن یل : كانإذا . اخطیتحویلاX  منتھي البعد فان))(dim())dim(ker()dim( XffX 

. رتبة التحویل+صفریة التحویل = Xبعد الفضاء بعبارة أخرى
لبرھانا

nXلیكن  )dim(
)ker(بما أن   f فضاء جزئي من  Xf ker منتھي البعد

ولیكن       kfnk  kerdim
نفرض 1 1, , kx x   1قاعدة إلى 1{ , , } ker( )kx x f ًتوجد سابقة باستخدام مبرھنة . مستقلة خطیا

,1مجموعة من المتجھات  ,n kx x   بحیث أن 1 1, , , , ,k k nx x x x    تكون قاعدة إلىX.
یجب أن نبرھن   2 1( ), , ( )k nf x f x   تكون قاعدة إلى)(Xf أي نبرھن ،

)1(2 مولدة إلى)(Xf : لیكن)(Xfy یوجدXx بحیث أن)(Xfy
xقاعدة إلى بما أن  Xلھ تركیب وحید

1
,

n

i i i
i

X x F 


 
1 1 1 1k k k k n nx x x x x          

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ... ... ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k n n k k k k n ny f x f x x x x f x f x f x f x                       
)ker(بما أن  fxi   لكل( ) 0 1,2, ,if x i k    1لكل, 2, ,i k 

1 1( ) ( )k k n ny f x f x      2وعلیھ فأن مولدة إلى)(Xf.
)2(2ً1لیكن  :   مستقلة خطیا 1( ) ( ) 0k k n nf x f x     

1 1( ) ) 0k k n nf x x      1 1 ker( )k k n nx x f      
)ker(قاعدة إلى 1بما أن  f

1 1 1 1 1 1 1 10k k k k n n k k n n k kx x x x x x x x                        
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بما أن المجموعة  1, , nx x  ً1مستقلة خطیا 1 0k k n          

2  2مستقلة خطیاً وعلیھ فأن قاعدة إلى)(Xf.
))dim(ker()dim())(dim( fXknXf 

)dim(ker()dim(()dim)((وبذلك یكون   XffX .
) 16.7(نتیجة

YXfكن یل : إذا كان كل من . تحولا خطیا,X Y منتھي البعد بحیثdim( ) dim( )X Y التحویل فانfكون ی
. شاملاfمتباینةً إذا وفقط إذا كان 

: البرھان
متبایناً  fالخطيالتحویلنفرض أن         0ker0kerdim ff

)dim، نحصل على قانون سلفسترباستخدام  ) dim(ker( )) dim( ( )), dim( ) dim( ( ))X f f X Y f X  
وعلیھ فأن  XfYf  شامل تحویل .

شاملاfًالخطي  تحویل وبالعكس، نفرض أن ال   XfY  وان)(dimdim)dim( XfYX 

نستنتج من ذلك أن        0kerdim0ker  fff تحویل متباین.
ملاحظة 

. لیس بالضرورة آن تتحقق ھذه النتیجة في حالة الفضاءات ذات الأبعاد غیر المنتھیة 
)14.7(تعریف 

X,لیكن كل من Yعلى الحقلمتجھاتفضاءF . یقال عنYX Xأو یقال ( linear isomorphic)(متشاكلین خطیا,

)یكتب (،) خطیاYًیشاكل )X Y تقابلیا اخطیتحویلا إذا وجدYXf :تشاكل الخطي مثل ھذه الدالة تسمى بال
)Linear isomorphism. (

) 15.7(مبرھنة
nX، فان  nذا بعد منتھي Fفضاء متجھات على الحقل Xإذا كان  F

: البرھان

لتكن 1, , nx x قاعدة إلىXفان كلXxلھ تمثیل وحید
1

n

i i
i

x x


 حیث انFi  ،1, 2, ,i n 

nFXfنعرف الدالة : كالأتي :   1, , nf x   
.تتشاكل خطیاfًمن السھل أن نبرھن أن 

) 16.7(مبرھنة
X,إذا كان كل من  Yمتجھات منتھي البعد على الحقلفضاءFفانX Y  إذا وفقط إذا كانYX dimdim .

البرھان
Xنفرض  Y    ًیوجد تشاكلاً خطیاYXf :   ker 0f   وان f X Y

بما أن              )dim(dim0dimkerdimdim YYXffX 
n,یكون ) 15.7(حسب المبرھنة  nY F X F  وعلیھ یكونX Y.
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)7(تمارین 
.یاً؟ ولماذابین أي من الدوال التالیة تكون تحویلاً خط1.7

)1 (3 3:f   معرفة بالصیغة( , , ) ( , , )f x y z y x z 
)2 (3 3:f   معرفة بالصیغة( , , ) ( , , , )f x y z x x y x y z  
)3 (3 3:f   معرفة بالصیغة( , ) ( , , )f x y x y y x x   
)4 (3 3:f   معرفة بالصیغة( , ) ( ,0)f x y x y 
f:كن یل2.7 X X ولیكنتحویلا خطیا xxfXxA  .Xفضاء جزئي منMبرھن على ان:)(
f:لیكن3.7 X Yبرھن على أن .طیا تحویلا خfمتباینة إذا وفقط إذا كانت )(,),(),( 21 nxfxfxf   مستقلة

تكون المجموعةعندما  nxx ,,1 مستقلة.
3جد قاعدة إلى نواة التحویل الخطي4.7 2:f   2,(المعرف بالصیغة(),,( zyxzyxf .

The Space Of Linearالخطیة     تحویلات فضاء ال. 8 Transformations
X,لیكن كل من Yفضاء متجھات على الحقلF.الخطیة منتحویلات مجموعة جمیع الXإلىY یرمز لھا

),(بالرمز YXLأي أن ،}f  دالة خطیة ,:),( YXfYXL 
YXإذا كان فنكتب ،)(XL بدلا من),( YXL.

)نلاحظ أن , )L X Y 0),(وذلك لان YXL)0 نعرف الجمع والضرب القیاسي كالأتي ) تمثل الدالة الصفریة:
)1 (( )( ) ( ) ( )f g x f x g x    لكل),(, YXLgf .
)2 (( )( ) ( )f x f x   لكل),( YXLf  ولكلF.

),(أن مع ھاتین العملیتین نستطیع أن نبرھن YXLفضاء متجھات على الحقلF.   وسوف نبین فقط أن
),( YXL مغلق بفعل العملیتین .

لیكن)2( YXLgf ,,   ولیكنXyxF  ,,, 

              
               

f g x y f x y g x y f x f y g x g y

f x g x f y g y f g x f g y

         

   

         

       

   YXLgf ,
لیكن(2) , ,F f L X Y  ولیكن, , ,F x y X  

              
     

( )f x y f x y f x f y f x f y

f x f y

            

   

      

 

   YXLf ,
:مما تقدم نستنتج المبرھنة الآتیة 

)1.8(مبرھنة
X,ا كان كل منإذ Yفضاء متجھات على الحقلF .فان),( YXLفضاء متجھات على الحقلF بالنسبة لعملیتي

).الشكل الطبیعي للجمع والضرب القیاسي للدوال (الجمع والضرب القیاسي المعرفتین أعلاه 
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)2.8(رھنةمب
X,لیكن كل من Yفضاء متجھات منتھي البعد على الحقلF),( YXL

Y)X)(dim(dimY),L(Xdimأیضا وان  .
: البرھان
}1لتكن  , , }nx x قاعدة إلىX ،1{ , , }my y قاعدة إلىY .dim , dimX n Y m  

),(المطلوب ھو إنشاء قاعدة إلى  YXL مكونة منnm من المتجھات في),( YXL . 7.1.2(باستخدام المبرھنة (
),(كل زوج من الأعداد الصحیحةل ji 1حیث, , , 1, ,i n j m  وحید تحویل خطي وجدیYXf ij : . بحیث

أن
0,

( )
,ij k ik j

j

i k
f x y

y i k



   

}{یجب أن نبرھن أن  ijf قاعدة إلى),( YXLأي نبرھن أن ،:
),(مولدة إلى :  أولاً YXL : لیكن),( YXLf Yxf i ,1لكل )( ,i n 

}1بما أن   , , }my y مولدة إلىY



m

j
jiji yxf

1
)(  ،Fij 1ل ،  لك, ,k n  فان

1 1 1 1 1 1 1
( ) ( ( ( )) ( ( ))( )

m m n m n m n

k kj j ij ik j ij ij k ij ij k
j j i j i j i

f x y y f x f x    
      

         

f ،
1 1
( )

m n

ij ij
j i

f
 
 لھما نفس التأثیر على القاعدة إلىX .

خطي  تحویل fبما أن
1 1
( )

m n

ij ij
j i

f f
 

   وعلیھ فأن ، تولد),( YXL.

نفرض: مستقلة :ثانیاً 

0)(
1 1

 
 

m

j
ijij

n

i

f ،Fij 

أن ) كما في أعلاه(فینتج kxإذا وحدنا قیمة ھذا المقدار عند المتجھ 

1 1 1
( ( )) 0

m m n

kj j ij ij k
j j i

y f x 
  

   
}1بما أن  , , }my y مستقلة خطیة1 2 0k k km     بتغیرk 0نستنج أنij لكل قیمij,.
)3.8(تعریف
),(فضاء المتجھات. Fفضاء متجھات على الحقلXلیكن FXL )الخطیة علىتالمتكون من كل الدالیاX (

)یسمى بالفضاء الثنائي الجبري  algebraic dual space Xویرمز لھ بالرمزXإلى(  .أي أن
}f دالیة خطیة  , : ,X L X F f X F   

)2.3.2 (X 1, , nx xX

المجموعة 1, , nf f i j i jf x X X 

dimنستنتج  dimX X .
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)8(تمارین 
),(لیكن1.8 YXLf ولیكنYX dimdim 0برھن على أن یوجد متجھ غیر صفریةxفيX0أن بحیث)( 0 xf.
),(لیكن2.8 YXLf برھن على أن | ker( )X f Y
XLf)(لیكن3.8 بحیث أن)ker()ker( 2ff   برھن على أن)()ker( XffX .
),(لیكن4.8 YXLf 0بحیث أنnfلبعض Zn .0إذا كانت)( 0

1  xf nالمجموعةبرھن على أن
 2 1

0 0 0 0, ( ), ( ), , ( )nx f x f x f xتكون مستقلة خطیاً فيX.
عرف . Fوعلى الحقلXاء جزئیاً من فضاء المتجھاتفضMلیكن5.8 0 : ( ) 0M f X f x x M    

.بین أي من العبارات الآتیة صحیحة أم لا؟ مع ذكر السبب
)1 (0M فضاء جزئي منX ) .2 (0dim dim dimM M X )   .3 (00M M.
1لیكن كل من 6.8 2,M Mفضاء جزئیاً من فضاء المتجھات المنتھي البعدX  . بین أي من العبارات  صحیحة أم لا؟

.مع البرھان
)1 (0 0

1 2M M 1إذا وفقط إذا كانت 2M M)  .2  (0 0 0
1 2 1 2( )M M M M  .

)3 (0 0 0
1 2 1 2( )M M M M                   .)4 ( 21إذا كانت MMX 0فان 0

1 2X M M  

f,ولیكنFفضاء متجھات على الحقلXلیكن7.8 g X بحیث أن)ker()ker( gf  . برھن على
gfبحیث أنFأن یوجد .

2جد تحویلین خطیین مختلفین8.8 3, :f g  1)یحققان, 5) (1, 5) (2, 4,0)f g     .
f:لیكن9.8  3(1لاً خطیاً بحیث أنتحوی( f .5(جد(f.

f,ولیكنفضاء متجھات على الحقلXلیكن10.8 g X  . 3عرف الدالة:h X   بالشكل
 )(,0),()( xgxfxh لكلXx .برھن على أنhتحویل خطي.

XLf)(لیكن11.8 0122بحیث أن  ff1جدf.

Convexityالتحــــدب    .9
)1.9(تعریف 

إذا كان  )Convex Set(مجموعة محدبة Aیقال أن. Fعلى الحقلXتجزئیة في فضاء المتجھامجموعةAلتكن
  Ayx   Ayxلكل 1 , 10ولكل    . بعبارة أخرىAتكون محدبة إذا كان  AAA   1

10لكل  
.المجموعة الخالیة والمجموعة التي تحتوي على عنصر واحد فقط تكون مجموعة محدبة 

) 2.9(مثال
. كل فضاء جزئي ھو مجموعة محدبة ولكن العكس غیر صحیح دائما 

:الحـــل
Myxفان Xفضاء جزئیاً في فضاء المتجھاتMإذا كان  لكلMyx ,  ولكلF ,

1نضع      , 0 1,        

 1x y M    لكلMyx , 10ولكل  M  مجموعة محدبة
:ثبات العكس نأخذ المثال الآتي ولإ
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2Xلیكن   ،ولیكن  2, : 0, 0M x y x y    . نلاحظ أنM ًمجموعة محدبة ولا تمثل فضاء جزئیا .
)3.9(مبرھنة 

BA، فانXمجموعة محدبة في فضاء المتجھات,BAإذا كانت كل من  تكون مجموعة محدبة فيXًأیضا   .
: البرھان

0لیكن 1, ,x y A B     فانBbbAaabaybax  21212211 ,,,,,
مجموعة محدبة ,BAبما أن كل من     BbbAaa  2121 1,1 

             21212211 1111 bbaababayx  
لذلك فأن  1x y A B     وعلیھ فأنBA مجموعة محدبة.
ملاحظة
، فأن   Xمجموعة جزئیة في فضاء المتجھات Aإذا كانت   AAA  

ن في الواقع إذا كا Ax     فان  Aaax  ,x a a A A       
ولكن  AAA  

. والمبرھنة التالیة تبین متى تتحقق المساواة
) 4.9(ھنةمبر

محدبة إذا وفقط إذا كان Aفان ،Xمجموعة جزئیة في فضاء المتجھاتAإذا كانت  AAA  
,لكل   

:البرھان
ن الواضح أن  م.   مجموعة محدبة Aنفرض   AAA    .

یجب أن نبرھن     AAA  

AAxلیكن     bax  حیث أنAba  ,   bax














نضع   














1

بما أن  R ,0
بما أن   110

مجموعة محدبة Aبما أن    Aba  Abaأي أن 1 



 






وعلیھ فأن  Ax    ومنھا نستنج AAA    AAA  
لإثبات الاتجاه الأخر،  نفرض    AAA   لكل R ,

1001لتكن     من الفرض نحصل     AAAA   11
لذلك فأن   AAA   . مجموعة محدبةAوعلیھ فأن 1

) 5.9(مبرھنة
.Xتكون مجموعة محدبة أیضا في BAفان .Xمجموعة محدبة في فضاء المتجھات,BAإذا كانت كل من 

: البرھان
BAyxلیكن  , 10ولتكن   AyxByx ,,,
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مجموعة محدبة  ,BAبما أن كل من      AyxByx  1,1
  BAyx   .مجموعة محدبة BAوعلیھ فأن  1

) 6.9(تعریف
تسمى غلاف Aتحتوي على Xاصغر مجموعة محدبة في. Xمجموعة جزئیة في فضاء المتجھات Aلتكن 

ویرمز لھا بالرمز Aللمجموعة (Convex hull)محدب Aconv.
: من التعریف مباشرة یمكن إثبات ما یلي 

)1( AconvA
)2( Aconvتقاطع جمیع المجموعات المحدبة التي تحتوي علىA

)3(A  مجموعة محدبة إذا وفقط إذا كانت AconvA 

) 7.9(تعریف
XF1 2, , , nx x x XXx

)convex combination ( 1للمتجھات, , nx xإذا كان 
 


n

i

n

i
iiii xx

1 1
1,0, 

) 8.9(مبرھنة
، فانXمجموعة جزئیة في فضاء المتجھات Aإذا كانت  

1 1
: 0, 1 ,

n n

i i i i i
i i

conv A x x x A  
 

 
     
 
 

: البرھان

لتكن 
1 1

: 0, 1 ,
n n

i i i i i
i i

B x x x A  
 

 
     
 
 

BxxxAxولیكن  i

n

i
ii

n

i
ii  

 11
,0,1, 

بما أن     AconvAAconvxi 

ستقراء الریاضي على  أنھ سنبرھن بطریقة الا Aconvx
، فأن   2nإذا كان  1 1 2 2 1 1 21x x x x x       

بما أن     AconvxxAconv 21 مجموعة محدبة  ,, Aconvx
. nونبرھن على إنھا صحیحة عند 1nنفرض أن العبارة صحیحة عند  

1إذا كان      2 1 0n        1فانnوعلیھ فأن Aconvxxx ni

n

i
i 

1


...0أما إذا كان   121  n   .   121نضع ...0,1  nn 

نفرض    



 i
i نحصل ،  111 1

1

1

1

1

1
 






















n

i
i

n

i

i
n

i
i    Aconvxx nn 1111 ... 

بما أن   Aconv مجموعة محدبة   Aconvxxx nnnn    1111 ...
iiوبما أن    Aconvxxx nnnn    1111 لذلك فأن ... B conv A

بقى أن نبرھن أن   conv A B
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ولكن  Aمجموعة محدبة وتحتوي على      Bبسھولة یمكن إثبات     Aconv اصغر مجموعة محدبة تحتوي علىA

لذلك فأن conv A B   وعلیھ فأن  BAconv .
Affine Setsالمجموعات التألفیة     . 10

)1.10(تعریف
إذا كان  )affine Set(مجموعة تالفیة Aیقال أن. Fعلى الحقلXجزئیة في فضاء المتجھاتمجموعةAلتكن

  Ayx   Ayxلكل1 ,ولكلF .بعبارة أخرىAتكون محدبة إذا كان  AAA   .Fلكل1
. المجموعة الخالیة والمجموعة التي تحتوي على عنصر واحد فقط تكون مجموعة تألفیة 

)2.10(مثال
.وعة تألفیة تكون مجموعة  محدبة ولكن العكس غیر صحیح دائما كل مجم

: الحل
فانXمجموعة تالفیة فيAإذا كانت  Ayx   Ayxلكل1 ,ولكلFوعلیھ فأن

  Ayx   Ayxلكل1 , 10ولكل  A محدبة .
: المثال الأتي فنأخذأما بالنسبة للعكس 

2Xلیكن  ولتكن  2 2 2, : 1A x y x y   نلاحظ أنA مجموعة محدبة ولكنھا غیر تألفیة.

)3.10(مثال
.كل فضاء جزئي یكون مجموعة تألفیة ولكن العكس غیر صحیح دائما

: الحل
Myxفان Xفضاء جزئي في فضاء المتجھاتMإذا كان  لكلMyx ,ولكلF ,

1نضع  ,      وعلیھ  Myx   Myxلكل1 ,ولكلFM مجموعة تألفیة.
: . المثال الأتي فنأخذأما بالنسبة للعكس 

2Xلیكن  ولتكن  2, : 0 , 0M x y x y x    .نلاحظ أنA مجموعة تألفیة ولكنھا لیس فضاء جزئي.

)6.10(مبرھنة
. تكون فضاء جزئي  فیھ ) العنصر المحاید الجمعي( كل مجموعة تألفیة في فضاء متجھات وتحتوي الصفر

: البرھان
M0بحیث Xمجموعة تألفیة في فضاء المتجھاتMلتكن 

یجب أن نبرھن 
)1(MxكلMxولكلF

0بما أن M وانM مجموعة  تألفیة  فان   Mxx  01 
)2(Myx  لكلMyx ,

مجموعة  تألفیة Mبما أن
1 1
2 2

x y M     Myx 
2
1

نحصل على(1)، حسب 

  Myxyx 





 

2
.Xفضاء جزئي في Mلذلك12

(5.6.1)مبرھنة 
A,إذا كانت كل من B مجموعة تألفیة في فضاء المتجھاتX .فانA Bأیضا مجموعة تألفیة فيX.

: البرھان
,لیكن   ,F x y A B      فانBbbAaabaybax  21212211 ,,,,,

مجموعة تالفیة ,BAبما أن كل من     BbbAaa  2121 1,1 
             21212211 1111 bbaababayx  
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لذلك فأن  1x y A B     وعلیھ فأنBA مجموعة تالفیة.
)7.10(مبرھنة

Xxفضاء متجھات ولتكنXلیكن 0

MxفانXفضاء جزئي في Mإذا كان ) 1( 0مجموعة تألفیة فيX.

AxوكانXمجموعة تألفیة فيAإذا كانت )2( 0 0فأنxA فضاء جزئي فيX.
: البرھان

MxBضع(1)  ByxFولتكن0  ,,

0 1 0 2 1 2, , ,x x m y x m m m M    

            0 1 0 2 0 0 1̀ 2 0 1 21 1 1 1 1x y x m x m x x m m x m m                         

فضاء جزئي وان Mبما أن  MmmMmm  2121 ,1  وعلیھ  Byx   1
B  مجموعة تألفیة

0xAMنضع(2)  بما أن ،A   مجموعة تألفیةM  مجموعة تألفیة

AxMبما أن  00M  ًفضاء جزئیا.

)7.10(مبرھنة
A,إذا كانت كل من Bمجموعة تألفیة في فضاء المتجھاتXنفاBA تكون مجموعة تألفیة أیضا فيX.

:البرھان
BAyxلیكن  , ولتكنF AyxByx ,,,

مجموعة تالفیة  ,BAبما أن كل من      AyxByx  1,1
  BAyx   .مجموعة تالفیةBAوعلیھ فأن  1

)8.10(تعریف
ویرمز لھا Aتسمى المجموعة التألفیة المتولدة بواسطةAوتحتوي على Xاصغر مجموعة تالفیة فيXمجموعة جزئیة في فضاء المتجھاتAلتكن 

)بالرمز )aff A
: بسھولة یمكن إثبات الحقائق الآتیة 

)1 (( )aff A  =تقاطع كل المجموعات التألفیة فيXوي والتي تحتA.
)2(A مجموعة تألفیة إذا وفقط إذا كان( )aff A A

)3 (
1 1

( ) : , , 1 ,
n n

i i i i i
i i

aff A x x x A R n z   

 

 
      
 
 


